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AVERTISSEMENT  DE  L'AUTEUR 


POUR  LA  PREMIÈRE  ÉDITION. 


Ce  cours ,  résultat  général  de  tous  meç  travaux  de- 
puis ma  sortie  de  F  École  Polytechnique  en  1816,  fut 
ouvert  pour  la  première  fois  en  avril  1826.  Après  un 
petit  nombre  de  séances,  une  maladie  grave  m*empêcha, 
à  cette  époque,  de  poursuivre  une  entreprise  encoura- 
gée, dès  sa  naissance,  par  les  suffrages  de  plusieurs  sa- 
vants du  premier  ordre ,  parmi  lesquels  je  pouvais  citer 
dès-lors  MM.  Alexandre  de  Humboldt,  de  Blainvillc  et 
Poinsot,  membres  de  l'Académie  des  Sciences,  qui  vou- 
lurent bien  suivre  avec  un  intérêt  soutenu  Texposition 
de  mes  idées.  J*ai  refait  ce  cours  en  entier  l'hiver  der- 
nier, à  partir  du  k  janvier  1829,  devant  un  auditoire 
dont  avaient  daigné  faire  partie  M.  Fourier,  secrétaire 
perpétuel  de  TAcadémie  des  Sciences,  MM.  de  Blain- 
ville,  Poinsot,  Navier  membres  de  la  même  Académie, 
MM.  les  professeurs  Broussais^  Esquirol,  Binet,  etc., 
auxquels  je  dois  ici  témoigner  publiquement  ma  recon- 
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naissance  pour  la  manière  dont  ils  ont  accueilli  cetle 
nouvelle  tentative  philosophique. 

Après  m'être  assuré  par  de  tels  suffrages  que  ce  cours 
pouvait  utilement  recevoir  une  plus  grande  publicité, 
j'ai  cru  devoir,  à  cette  intention,  l'exposer  cet  hiver  à 
TAthénée  royal  de  Paris,  où  il  vient  d'être  ouvert  le  9 
décembre.  Le  plan  est  demeuré  complètement  le  même  ; 
seulement  les  convenances  de  cet  établissement  m'obli- 
gent à  restreindre  un  peu  les  développements  de  mon 
cours.  Ils  se  trouvent  tout  entiers  dans  la  publication 
que  je  fais  aujourd'hui  de  mes  leçons,  telles  qu'elles  ont 

eu  lieu  l'année  dernière. 

Pour  compléter  cette  notice  historique,  il  est  conve- 
nable de  faire  observer,  relativement  à  quelques  unes 
des  idées  fondamentales  exposées  dans  ce  cours,  que  je 
les  avais  présentées  antérieurement  dans  la  première 
partie  d'un  ouvrage  intitulé  Système  de  politique  positive^ 
imprimée  à  cent  exemplaires  en  mai  1 822 ,  et  réimpri- 
mée ensuite  en  avril  182&,  à  un  nombre  d'exemplaires 
plus  considérable.  Cette  première  partie  n'a  point  encore 
été  formellement  publiée,  mais  seulement  communiquée, 
par  la  voie  de  l'impression,  à  un  grand  nombre  de  savants 
et  de  philosophes  européens. 

J'ai  cru  nécessaire  de  constater  ici  la  publicité  effec- 
tive de  ce  premier  travail,  parce  que  quelques  idées  of- 
frant une  certaine  analogie  avec  une  partie  des  miennes. 


AVERTISSEMENT.  9 

se  trouyent  exposées,  sans  aucune  mention  de  mes  re- 
cherches, dans  divers  ouvrages  publiés  postérieurement, 
surtout  en  ce  qui  concerne  la  rénovation  des  théories  so- 
ciales. Quoique  des  esprits  différents  aient  pu,  sans  au- 
cune communication,  comme  le  montre  souvent  Thistoire 
de  Tesprit  humain,  arriver  séparément  à  des  conceptions 
analogues  en  s'occupant  d'une  même  classe  de  travaux, 
je  devais  néanmoins  insister  sur  l'antériorité  réelle  d'un 
ouvrage  peu  connu  du  public,  afin  qu'on  ne  suppose  pas 
que  j'ai  puisé  le  germe  de  certaines  idées  dans  des  écrits 
qui  sont,  au  contraire,  plus  récents. 

Plusieurs  personnes  m'ayant  déjà  demandé  quelques 
éclaircissements  relativement  au  titre  de  ce  cours,  je 
crois  utile  d'indiquer  ici,  à  ce  sujet,  une  explication  som- 
maire. 

L'expression  philosophie  positive  étant  constamment 

employée,  dans  toute  l'étendue  de  ce  cours,  suivant  une 
acception  rigoureusement  invariable,  il  m'a  paru  superflu 
de  la  définir  autrement  que  par  l'usage  uniforme  que  j'en 
ai  toujours  fait  La  première  leçon,  en  particulier,  peut 
être  regardée  tout  entière  comme  le  développement  de  la 
définition  exacte  de  ce  que  j'appelle  la  philosophie  posi- 
tive. Je  regrette  néanmoins  d'avoir  été  obligé  d'adopter, 
à  défaut  de  tout  autre,  un  terme  comme  celui  de  philo- 
Sophie^  qui  a  été  si  abusivement  employé  dans  une  multi- 
tude d'acceptions  diverses.  Mais  l'adjectif /w^iïiv^  par  le- 
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quel  j*en  modiOe  le  sens  me  paraît  suffire  pour  faire  dispa- 
raître, même  au  premier  abord,  toute  équivoque  essen- 
tielle^  chez  ceux,  du  moins,  qui  en  connaissent  bien  la 
valeur.  Je  me  bornerai  donc,  dans  cet  avertissement,  à 
déclarer  que  j'emploie  le  mot  philosophie  dans  l'accep- 
tion que  lui  donnaient  les  anciens,  et  particulièrement 
Aristote,  comme  désignant  le  système  général  des  con- 
ceptions humaines  ;  et,  en  ajoutant  le  mot  positive /i^Xk-- 
nonce  que  je  considère  cette  manière  spéciale  de  philo- 
sopher qui  consiste  à  envisager  les  théories,  dans  quelque 
ordre  dldées  que  ce  soit,  comme  ayant  pour  objet  la 
coordination  des  faits  observés,  ce  qui  constitue  le  troi- 
sième et  dernier  état  de  la  philosophie  générale,  primiti- 
vement théologique  et  ensuite  métaphysique,  ainsi  que  je 
l'explique  dès  la  première  leçon. 

Il  y  a,  sans  doute,  beaucoup  d'analogie  entre  ma  phi- 
losophie positive  et  ce  que  les  savants  anglais  entendent, 
depuis  Newton  surtout,  par  philosophie  naturelle.  Mais 
je  n'ai  pas  dû  choisir  cette  dernière  dénomination,  non 
plus  que  celle  de  philosophie  des  sciences  qui  serait  peut- 
être  encore  plus  précise,  parce  que  l'une  et  l'autre  ne 
s'entendent  pas  encore  de  tous  les  ordres  de  phénomènes, 
tandis  que  la  philosophie  positive,  dans  laquelle  je  com- 
prends l'étude  des  phénomènes  sociaux  aussi  bien  que 
de  tous  les  autres,  désigne  une  manière  uniforme  de  rai- 
sonner applicable  à  tous  les  sujets  sur  lesquels  l'esprit 
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humaiD  peut  s'exercer.  Ed  outre,  Texpression  philo- 
scphie  naturelle  est  usitée,  en  Angleterre ,  pour  désigner 
Tensemble  des  diverses  sciences  d'observation ,  consi- 
dérées jusque  dans  leurs  spécialités  les  plus  détaillées  ; 
au  lieu  que  par  philosophie  positive^  comparée  à  sciences 
;90»Ytt;^^^  j'entends  seulement  Tétude  propre  des  généra- 
lités des  différentes  sciences,  conçues  comme  soumises  à 
une  méthode  unique ,  et  comme  formant  les  différentes 
parties  d'un  plan  général  de  recherches.  Le  terme  que 
j'ai  été  conduit  à  construire  est  donc,  à  la  fois,  plus  étendu 
et  plus  restreint  que  les  dénominations,  d'ailleurs  ana- 
logues, quant  au  caractère  fondamental  des  idées,  qu'on 
pourrait,  de  prime  abord,  regarder  comme  équivalentes. 


Paris ,  le  18  décembre  1829. 


AVIS  SPÉCIAL  SUR  CEnE  SECONDE  ÉDITION. 


Les  travaux  actuels  de  l'auteur  du  Système  de  Philosophie  po- 
sitive Tempêcheront  longtemps  de  diriger  une  seconde  édition 
de  ce  traité  fondamental.  Il  se  borne  donc  à  autoriser  aujour- 
d'hui «  sans  y  participer,  la  fidèle  réimpression  d'un  volume 
épuisé.  Mais  il  se  propose  de  présider  ultérieurement  à  une 
édition 9  vraiment  nouvelle^  qui  seule  contiendra  les  modifica- 
tions et  additions  convenables. 


Paris,  le  17  juillet  1852. 


PAÉLIKIIfAiaES    oéiléaAcx.     . 


U<iom,[i*  ExpOSitM 

ou  co 
2*  Exposilii 

ou  COI 


Con8idérati(\, 


us. 


MATHÉMATIQUE 46 


CoDsidéralic 


Considératii 


ASTRONOMIE 9 


PHYSIQUE. 


Considéra  ti 

l 
I 

,  CoDsidéralî^ 
GoDsidérati< 

\ 

9       ConsidératU 


!  CHIMIE. 


CoDsidérali 
^'        Considéralii 


^ 


Consîdérali 


1 


I 


COURS 


DB 


PHILOSOPHIE  POSITIVE. 


premi£be  leçon. 


BiposItkMi  da  hat  de  ce  coors»  oa  coBsIdératlons  f  énéralct  tar  la  Daiorc 
et  l'ImporUDcc  de  la  phlioMplile  potidve. 

L'objet  de  cette  première  leçon  est  d'exposer  nettement  le 
but  du  cours^  c'est-à-dire  de  déterminer  exactement  Tesprit  dans 
leqael  seront  considérées  les  diverses  branches  fondamentales 
de  la  philosophie  naturelle  ^  indiquées  par  le  programme  som- 
maire que  Je  vous  ai  présenté. 

Sans  doute  «  la  nature  de  ce  cours  ne  saurait  être  complète- 
ment appréciée^  de  manière  à  pouvoir  s'en  former  une  opinion 
définitive^  que  lorsque  les  diverses  parties  en  auront  été  succes- 
sivement développées.  Tel  est  l'inconvénient  ordinaire  des  défi- 
nitions relatives  à  des  systèmes  d'idées  très-étendus,  quand  elles 
en  précèdent  l'exposition.  Mais  les  généralités  peuvent  être  con- 
çues sous  deux  aspects^  ou  comme  aperçu  d'une  doctrine  à  éta- 
blir^ ou  comme  résumé  d'une  doctrine  établie.  Si  c'est  seulement 
sous  ce  dernier  point  de  vue  qu'elles  acquièrent  toute  leur  va- 
leur^  elles  n'en  ont  pas  moins  déjà,  sous  le  premier^  une  extrême 
importance^  en  caractérisant  dès  l'origine  le  sujet  à  considérer. 
La  circonscription  générale  du  champ  de  nos  recherches ,  tracée 
avec  toute  la  sévérité  possible,  est,  pour  notre  esprit,  un  préli- 
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minaire  particulièrement  indispensable  dans  une  étude  aussi 
vaste  et  jusqu'ici  aussi  peu  déterminée  que  celle  dont  nous  al- 
lons nous  occuper.  C'est  afin  d'obéir  à  cette  nécessité  logique  que 
je  crois  devoir  vous  indiquer^  dès  ce  moment ,  la  série  des  con- 
sidérations fondamentales  qui  ont  donné  naissance  à  ce  nouveau 
cours^  et  qui  seront  d'ailleurs  spécialement  développées^  dans  la 
suite^  avec  toute  l'extension  que  réclame  la  haute  importance  de 
chacune  d'elles. 

Pour  expliquer  convenablement  la  véritable  nature  et  le  ca- 
ractère propre  de  la  philosophie  positive^  il  est  indispensable 
de  jeter  d'abord  un  coup-d'œil  général  sur  la  marche  progressive 
de  l'esprit  humain^  envisagée  dans  son  ensemble  :  car  une  con- 
ception quelconque  ne  peut  être  bien  connue  que  par  son  his- 
toire. 

En  étudiant  ainsi  le  développement  total  de  l'intelligence 
humaine  dans  ses  diverses  sphères  d'activité^  depuis  son  pre- 
mier essor  le  plus  simple  jusqu'à  nos  jours  ^  je  crois  avohr  dé- 
couvert une  grande  loi  fondamentale^  à  laquelle  il  est  assujéti 
par  une  nécessité  invariable^  et  qui  me  semble  pouvoir  être  soli- 
dement établie ,  soit  sur  les  preuves  rationnelles  fournies  par  la 
connaissance  de  notre  organisation^  soit  sur  les  vérifications  his- 
toriques résultant  d'un  examen  attentif  du  passé.  Cette  loi  con- 
siste en  ce  que  chacune  de  nos  conceptions  principales^  chaque 
branche  de  nos  connaissances,  passe  successivement  par  trois 
états  théoriques  différents  :  l'état  théologique,  ou  fictif;  l'état 
métaphysique,  ou  abstrait;  l'état  scientifique,  ou  positif.  En 
d'autres  termes,  l'esprit  humain,  par  sa  nature,  emploie  suc- 
cessivement dans  chacune  de  ses  recherches  trois  méthodes  de 
philosopher,  dont  le  caractère  est  essentiellement  différent  et 
même  radicalement  opposé  :  d'abord  la  méthode  théologique, 
ensuite  la  méthode  métaphysique ,  et  enfin  la  méthode  positive. 
De  là,  trois  sortes  de  philosophies,  ou  de  systèmes  généraux  de 
conceptions  sur  l'ensemble  des  phénomènes,  qui  s'excluent  mu- 
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taellement  :  la  première  est  le  point  de  départ  nécessaire  de 
l'intelligence  bumaine;  la  troisième ,  son  état  fixe  etdéfinitir:  la 
seconde  est  uniquement  destinée  à  servir  de  transition. 

Dans  l'état  théologique  9  l'esprit  humain  dirigeant  essentielle- 
ment ses  recherches  vers  la  nature  intime  des  êtres ,  les  causes 
premières  et  finales  de  tous  les  effets  qui  le  frappent,  en  un 
mot  5  vers  les  connaissances  absolues  9  se  représente  les  phé- 
nomènes comme  produits  par  l'action  directe  et  continue  d'a- 
gents surnaturels  plus  ou  moins  nombreux  9  dont  l'intervention 
arbitraire  explique  toutes  les  anomalies  apparentes  de  l'univers. 

Dans  l'état  métaphysique,  qui  n'est  au  fond  qu'une  simple  mo- 
dification générale  du  premier,  les  agents  surnaturels  sont  rem- 
placés par  des  forces  abstraites ,  véritables  entités  (abstractions 
personnifiées)  inhérentes  aux  divers  êtres  du  monde,  et  conçues 
comme  capables  d'engendrer  par  elles-mOmes  tous  les  phéno- 
mènes observés,  dont  l'expUcation  consiste  alors  à  assigner  pour 
chacun  l'entité  correspondante. 

Enfin ,  dans  l'état  posiUf ,  l'esprit  humam  reconnaissant  l'im- 
possibilité d'obtenir  des  notions  absolues,  renonce  à  chercher, 
l'origine  et  la  destination  de  l'univers,  et  à  connaître  les  causes 
intimes  des  phénomènes,  pour  s'attacher  uniquement  à  décou- 
vrir, par  l'usage  bien  combiné  du  raisonnement  et  de  l'observa- 
tion, leurs  lois  effectives,  c'est-à-dire  leurs  relations  invariables 
de  succession  et  de  similitude.  L'explication  des  faits ,  réduite 
alors  à  ses  termes  réels ,  n'est  plus  désormais  que  la  liaison  éta- 
blie entre  les  divers  phénomènes  particuliers  et  quelques  faits 
généraux,  dont  les  progrès  de  la  science  tendent  de  plus  en  plus 
à  diminuer  le  nombre. 

Le  système  théologique  est  parvenu  à  la  plus  haute  perfection 
dont  il  soit  susceptible,  quand  il  a  substitué  l'action  providen- 
tielle d'un  être  unique  au  jeu  varié  des  nombreuses  divinités  in- 
dépendantes qui  avaient  été  imaginées  primitivement  De  même, 
le  dernier  terme  du  système  métaphysique  consiste  à  concevoir. 
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au  lieu  des  différentes  entités  particulières ,  une  seule  grande 
entité  générale,  la  nature^  envisagée  comme  la  source  unique  de 
tous  les  phénomènes.  Pareillement,  la  perfection  du  système 
positif,  vers  laquelle  il  tend  sans  cesse ,  quoiqu'il  soit  très-pro- 
bable qu'il  ne  doive  jamais  l'atteindre ,  serait  de  pouvoir  se  re- 
présenter tous  les  divers  phénomènes  observables  comme  des 
cas  particuliers  d'un  seul  fait  général,  tel  que  celui  de  la  gravi- 
tation, par  exemple. 

Ce  n'est  pas  ici  le  lieu  de  démontrer  spécialement  cette  loi 
fondamentale  du  développement  de  l'esprit  humain,  et  d'en  dé- 
duire les  conséquences  les  plus  importantes.  Nous  en  traiterons 
directement,  avec  toute  l'extension  convenable ,  dans  la  partie 
de  ce  cours  relative  à  l'étude  des  phénomènes  sociaux  ^  Je  ne 
la  considère  maintenant  que  pour  déterminer  avec  précision  le 
véritable  caractère  de  la  philosophie  positive,  par  opposition 
aux  deux  autres  philosophies  qui  ont  successivement  dominé, 
jusqu'à  ces  derniers  siècles,  tout  notre  système  intellectueL 
Quant  à  présent,  afin  de  ne  pas  laisser  entièrement  sans  démons- 
tration une  loi  de  cette  importance,  dont  les  applications  se  pré- 
senteront fréquemment  dans  toute  l'étendue  de  ce  cours,  je  dois 
me  borner  à  une  indication  rapide  des  motifs  généraux  les  plus 
sensibles  qui  peuvent  en  constater  l'exactitude. 

En  premier  lieu,  il  suffit,  ce  me  semble,  d'énoncer  une  telle 
loi,  pour  que  la  justesse  en  soit  immédiatement  vérifiée  par  tous 
ceux  qui  ont  quelque  connaissance  approfondie  de  l'histoire  gé- . 
nérale  des  sciences.  Il  n'en  est  pas  une  seule,  en  effet ,  parvenue 

^  Les  personnes  qui  désireraient  immédiatement  à  ce  sujet  des  éclaircisse- 
ments plus  étendus,  pourront  consulter  utilement  trois  articles  de  Considéra' 
Hom  -philosophiques  sur  Us  sciences  et  les  savants  que  j^ai  publiés,  en  novembre 
1825,  dans  un  recueil  intitulé  le  Producteur  (N<>*  7,  8  et  10),  et  surtout  la  pre- 
mière partie  de  mon  Système  de  politique  positive,  adressée,  en  avril  1824,  à 
l'Académie  des  Sciences,  et  où  j'ai  consigné,  pour  la  première  fois,  la  décoa- 


m^  verte  de  cette  loi. 


EXPOSITION.  17 

aujourd'hui  à  Tétat  positif^  que  chacun  ne  puisse  aisément  se 
représenter^  dans  le  passé ,  essentiellement  composée  d'abstrac- 
tions métaphysiques,  et,  en  remontant  encore  davantage ,  tout- 
à-fait  dominée  par  les  conceptions  théologiques.  Nous  aurons 
même  malheureusement  plus  d'une  occasion  formelle  de  recon- 
naître, dans  les  diverses  parties  de  ce  cours,  que  les  sciences  les 
plus  perfectionnées  conservent  encore  aujourd'hui  quelques 
traces  très-sensibles  de  ces  deux  états  primitifs. 

Cette  révolution  générale  de  l'esprit  humain  peut  d'ailleurs 
être  aisément  constatée  aujourd'hui,  d'une  manière  très-sen- 
sible, quoique  indirecte,  en  considérant  le  développement  de 
l'intelligence  individuelle.  Le  point  de  départ  étant  nécessaire- 
ment le  même  dans  l'éducation  de  l'individu  que  dans  celle  de 
l'espèce ,  les  diverses  phases  principales  de  la  première  doivent 
représenter  les  époques  fondamentales  de  la  seconde.  Or,  cha- 
cun de  nous,  en  contemplant  sa  propre  histoire,  ne  se  souvient- 
il  pas  qu'il  a  été  successivement,  quant  à  ses  notions  les  plus 
importantes,  théologien  dans  son  enfance,  métaphysicien  dans  sa 
jeunesse^  et  physicien  dans  sa  virilité?  Cette  vériflcation  est  fa- 
cile aujourd'hui  pour  tous  les  hommes  au  niveau  de  leur  siècle. 

Mais,  outre  l'observation  directe,  générale  ou  individuelle,  qui 
prouve  l'exactitude  de  cette  loi,  je  dois  surtout,  dans  cette  in- 
dication sommaire,  mentionner  les  considérations  théoriques 
qui  en  font  sentir  la  nécessité. 

La  plus  importante  de  ces  considérations,  puisée  dans  la  nature 
même  du  sujet,  consiste  dans  le  besoin  à  toute  époque,  d'une 
théorie  quelconque  pour  lier  les  faits ,  combiné  avec  l'impossi- 
bilité évidente,  pour  l'esprit  humain  à  son  origine,  de  se  former 
des  théories  d'après  les  observations. 

Tous  les  bons  esprits  répètent,  depuis  Bacon ,  qu'il  n'y  a  de 
connaissances  réelles  que  celles  qui  reposent  sur  des  faits  ob- 
servés. Cette  maxime  fondamentale  est  évidemment  incontes- 
table^ si  on  l'applique ,  comme  il  convient,  à  l'état  viril  de  notre 
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intelligence.  Mais  en  se  reportant  à  la  formation  de  nos  connais- 
sances^ il  n'en  est  pas  moins  certain  que  l'esprit  humain  ^  dans 
son  état  primitif^  ne  pouvait  ni  ne  devait  penser  ainsi.  Gar^  si 
d'un  côté  9  toute  théorie  positive  doit  nécessairement  être  fondée 
sur  des  observations ^  il  est  également  sensible ,  d'un  autre  côté, 
que, pour  se  livrer  à  l'observation,  notre  esprit  a  besoin  d'une 
théorie  quelconque.  Si  en  contemplant  les  phénomènes ,  nous 
ne  les  rattachions  pohit  immédiatement  à  quelques  principes, 
non-seulement  il  nous  serait  impossible  de  combiner  ces  obser- 
vations isolées,  et,  par  conséquent,  d'en  tirer  aucun  fruit,  mais 
nous  serions  même  entièrement  incapables  de  les  retenir;  et,  le 
plus  souvent,  les  faits  resteraient  inaperçus  sous  nos  yeux. 

Ainsi,  pressé  entre  la  nécessité  d'observer  pour  se  former  des 
théories  réelles,  et  la  nécessité  non  moins  impérieuse  de  se  créer 
des  théories  quelconques  pour  se  livrer  à  des  observations  sui- 
vies, l'esprit  humain,  à  sa  naissance^  se  trouverait  enfermé 
dans  un  cercle  vicieux  dont  il  n'aurait  jamais  eu  aucun  moyen 
de  sortir,  s'il  ne  se  fût  heureusement  ouvert  une  issue  naturelle 
par  le  développement  spontané  des  conceptions  théologiques , 
qui  ont  présenté  un  point  de  ralliement  à  ses  efforts,  et  fourni  un 
aliment  à  son  activité. Tel  est,  indépendamment  des  hautes  con- 
sidérations sociales  qui  s'y  rattachent  et  que  je  ne  dois  pas  même 
indiquer  en  ce  moment,  le  motif  fondamental  qui  démontre  la 
nécessité  logique  du  caractère  purement  théologique  de  la  phi- 
losophie primitive. 

Cette  nécessité  devient  encore  plus  sensible  en  ayant  égard  à 
la  parfaite  convenance  de  la  philosophie  théologique  avec  la 
nature  propre  des  recherches  sur  lesquelles  l'esprit  humain  dans 
son  enfance  concentre  si  éminemment  toute  son  activité.  Il  est 
bien  remarquable ,  en  effet ,  que  les  questions  les  plus  radicale- 
ment inaccessibles  à  nos  moyens ,  la  nature  intime  des  êtres,  l'o- 
rigine et  la  fin  de  tous  les  phénomènes,  soient  précisément  ceUes 
que  notre  intelligence  se  propose  par-dessus  tout  dans  cet  état 
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prioiitif  5  tous  les  problèmes  vraiment  solubles  étant  presque  en- 
visagés comme  indignes  de  méditations  sérieuses.  On  en  conçoit 
aisément  la  raison;  car  c'est  l'expérience  seule  qui  a  pu  nous 
fournir  la  mesure  de  nos  forces;  et,  si  Thomme  n'avait  d'abord 
commencé  par  en  avoir  une  opinion  exagérée  y  elles  n'eussent 
jamais  pu  acquérir  tout  le  développement  dont  elles  sont  sus- 
ceptibles. Ainsi  l'exige  notre  organisation.  Mais,  quoiqu'il  en 
soit,  représentons-nous,  autant  que  possible,  cette  disposition 
si  universelle  et  si  prononcée ,  et  demandons-nous  quel  accueil 
aurait  reçu  à  une  telle  époque,  en  la  supposant  formée,  la  philo- 
sophie po^tive,  dont  la  plus  haute  ambition  est  de  découvrir  les 
lois  des  phénomènes,  et  dont  le  premier  caractère  propre  est 
précisément  de  regarder  comme  nécessairement  interdits  à  la 
raison  humaine  tous  ces  sublimes  mystères,  que  la  philosophie 
théologique  explique,  au  contraire,  avec  une  si  admirable  faci- 
lité jusque  dans  leurs  moindres  détails. 

Il  en  est  de  même  en  considérant  sous  le  point  de  vue  pra- 
tique la  nature  des  recherches  qui  occupent  primitivement  Tes- 
prit  humain.  Sous  ce  rapport,  elles  oiïrcnt  à  l'homme  l'attrait  si 
énergique  d'un  empire  illimité  h  exercer  sur  le  monde  extérieur, 
envisagé  comme  entièrement  destiné  à  notre  usage ,  et  comme 
présentant  dans  tous  ses  phénomènes  des  relations  intimes  et 
continues  avec  notre  existence.  Or,  ces  espérances  chimériques, 
ces  idées  exagérées  de  l'importance  de  l'homme  dans  l'univers, 
que  fait  naître  la  philosophie  théologique,  et  que  détruit  sans 
retour  la  première  influence  de  la  philosophie  positive ,  sont ,  à 
l'origine ,  un  stUnulant  indispensable,  sans  lequel  on  ne  pourrait 
certainement  concevoir  que  l'esprit  humain  se  fût  déterminé  pri- 
mitivement à  de  pénibles  travaux. 

Nous  sommes  aujourd'hui  tellement  éloignés  de  ces  disposi- 
tions premières,  du  moins  quant  à  la  plupart  des  phénomènes , 
que  nous  avons  peine  à  nous  représenter  exactement  la  puis- 
sance et  la  nécessité  de  considérations  semblables.  La  raison 
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humaine  est  maintenant  assez  mûre  pour  que  nous  entrepre- 
nions de  laborieuses  reclierclies  scientifiques, sans  avoir  en  vue 
aucun  but  étranger  capable  d'agir  fortement  sur  l'imagination , 
comme  celui  que  se  proposaient  les  astrologues  ou  les  alchi- 
mistes. Notre  activité  intellectuelle  est  suffisamment  excitée  par 
le  pur  espoir  de  découvrir  les  lois  des  phénomènes,  par  le  simple 
désir  de  confirmer  ou  d'infirmer  une  théorie.  Mais  il  ne  pouvait 
en  être  ainsi  dans  l'enfance  de  l'esprit  humam.  Sans  les  at- 
trayantes  chimères  de  l'astrologie,  sans  les  énergiques  décep- 
tions de  l'alchimie^  par  exemple,  où  aurions- nous  puisé  la  cons- 
tance et  l'ardeur  nécessaires  pour  recueillir  les  longues  suites 
d'observations  et  d'expériences  qui  ont,  plus  tard,  servi  de  fon- 
dement aux  premières  théories  positives  de  Tune  et  l'autre 
classe  de  phénomènes  ? 

Cette  condition  de  notre  développement  intellectuel  a  été  vi- 
vement sentie  depuis  longtemps  par  Kepler,  pour  l'astronomie, 
et  justement  appréciée  de  nos  jours  par  Berthollet ,  pour  la 
chimie. 

On  voit  donc,  par  cet  ensemble  de  considérations,  que,  si  la 
philosophie  positive  est  le  véritable  état  définitif  de  l'intelligence 
humahie,  celui  vers  lequel  elle  a  toujours  tendu  de  plus  en  plus, 
elle  n'en  a  pas  moins  dû  nécessairement  employer  d'abord,  et 
pendant  une  longue  suite  de  siècles,  soit  comme  méthode,  soit 
comme  doctrine  provisoires,  la  philosophie  théologique;  philo- 
sophie dont  le  caractère  est  d'être  spontanée,  et,  par  cela  même, 
la  seule  possible  à  l'origine,  la  seule  aussi  qui  pût  offrir  à  notre 
esprit  naissant  un  intérêt  suffisant.  Il  est  maintenant  très-facile 
de  sentir  que,  pour  passer  de  cette  philosophie  provisoire  à  la 
philosophie  définitive,  l'esprit  humain  a  dû  naturellement  adop- 
ter, comme  philosophie  transitohre ,  les  méthodes  et  les  doctrines 
métaphysiques.  Cette  dernière  considération  est  indispensable 
pour  compléter  l'aperçu  général  de  la  grande  loi  que  j'ai  indi- 
quée. 
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On  conçoit  sans  peine ^  en  effets  que  notre  entendement ,  con- 
traint à  ne  marcher  que  par  degrés  presque  insensibles^  ne  pou- 
vait passer  brusquement^  et  sans  intermédiaires^  de  la  philoso- 
phie théologique  à  la  pliilosophie  positive.  La  théologie  et  la 
physique  sont  si  profondément  incompatibles  5  leurs  conceptions 
ont  un  caractère  si  radicalement  opposé^  qu'avant  de  renoncer 
aux  unes  pour  employer  exclusivement  les  autres^  rintelligence 
humame  a  dû  se  servir  de  conceptions  intermédiaires  9  d'un  ca- 
ractère bâtard^  propres,  par  cela  même^  à  opérer  graduellement 
la  transition.  Telle  est  la  destination  naturelle  des  conceptions 
métaphysiques: elles  n'ont  pas  d'autre  utilité  réelle.  En  substi- 
tuant ^  dans  l'étude  des  phénomènes  ^  à  l'action  surnaturelle  di- 
rectrice une  entité  correspondante  et  inséparable^  quoique 
celle-ci  ne  fût  d'abord  conçue  que  comme  une  émanation  de 
la  première  5  l'homme  s'est  habitué  peu  à  peu  à  ne  considérer 
que  les  faits  eux-mêmes,  les  notions  de  ces  agents  métaphysi- 
ques ayant  été  graduellement  subtilisées  au  point  de  n'être 
plus^  aux  yeux  de  tout  esprit  droit,  que  les  noms  abstraits  des 
phénomènes.  Il  est  impossible  d'imaghier  par  quel  autre  procédé 
notre  entendement  aurait  pu  passer  des  considérations  franche- 
ment surnaturelles  aux  considérations  purement  naturelles  ^  du 
régime  théologique  au  régune  positif. 

Après  avohr  ainsi  établi  ^  autant  que  Je  puis  le  faire  sans  en- 
trer dans  une  discussion  spéciale  qui  serait  déplacée  en  ce  mo- 
ment ^  la  loi  générale  du  développement  de  l'esprit  humain^  tel 
que  Je  le  conçois^  il  nous  sera  maUitenant  aisé  de  déterminer 
avec  précision  la  nature  propre  de  la  philosophie  positive;  ce 
qui  est  l'objet  essentiel  de  ce  discours. 

Nous  voyons,  par  ce  qui  précède,  que  le  caractère  fonda- 
mental de  la  philosophie  positive  est  de  regarder  tous  les  phé- 
nomènes comme  assujétis  à  des  lois  naturelles  invariables ,  dont 
la  découverte  précise  et  la  réduction  au  moindre  nombre  pos- 
sible sont  le  but  de  tous  nos  efforts,  en  considérant  comme  ab  - 
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solument  inaccessible  et  vide  de  sens  pour  nous  la  recherche 
de  ce  qu'on  appelle  les  causes ,  soit  premières^  soit  finales.  Il 
est  inutile  d'insister  beaucoup  sur  un  principe  devenu  mainte- 
nant aussi  familier  à  tous  ceux  qui  ont  fait  une  étude  un  peu  ap- 
profondie des  sciences  d'observation.  Chacun  sait^  en  effets  que, 
dans  nos  explications  positives^  même  les  plus  parfaites,  nous 
n'avons  nullement  la  prétention  d'exposer  les  causes  génératrices 
des  phénomènes, puisque  nous  ne  ferions  jamais  alors  que  re- 
culer la  difficulté,  mais  seulement  d'analyser  avec  exactitude 
les  circonstances  de  leur  production,  et  de  les  rattacher  les  unes 
aux  autres  par  des  relations  normales  de  succession  et  de  simi- 
litude. 

Ainsi ^  pour  en  citer  l'exemple  le  plus  admirable,  nous  disons 
que  les  phénomènes  généraux  de  l'univers  sont  expliqués,  autant 
qu'ils  puissent  l'être ,  par  la  loi  de  la  gravitation  newtonienne , 
parce  que,  d'un  côté,  cette  belle  théorie  nous  montre  toute  l'im- 
mense variété  des  faits  astronomiques,  comme  n'étant  qu'un  seul 
et  même  fait  envisagé  sous  divers  points  de  vue  ;  la  tendance 
constante  de  toutes  les  molécules  les  unes  vers  les  autres  en 
raison  directe  de  leurs  masses,  et  en  raison  inverse  des  carrés  de 
leurs  distances;  tandis  que,  d'un  autre  côté,  ce  fait  général  nous 
est  présenté  comme  une  simple  extension  d'un  phénomène  qui 
nous  est  éminemment  familier,  et  que,  par  cela  seul,  nous  re- 
gardons comme  parfaitement  connu  ^  la  pesanteur  des  corps  à 
la  surface  de  la  terre.  Quant  à  déterminer  ce  que  sont  en  elles- 
mêmes  cette  attraction  et  cette  pesanteur,  quelles  en  sont  les 
causes,  ce  sont  des  questions  que  nous  regardons  tous  comme 
insolubles, qui  ne  sont  plus  du  domaine  de  la  philosophie  posi- 
tive ,  et  que  nous  abandonnons  avec  raison  à  l'imagination  des 
théologiens,  ou  aux  subtilités  des  métaphysiciens.  La  preuve 
manifeste  de  l'impossibilité  d'obtenir  de  telles  solutions,  c'est 
que,  toutes  les  fois  qu'on  a  cherché  à  dire  à  ce  sujet  quelque 
chose  de  vraiment  rationnel^ les  plus  grands  esprits  n'ont  pu 
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ijue  dé&nir  ces  deux  principes  I'ud  par  l'autre ,  en  disant ,  pour 
raltractlon ,  qu'elle  n'est  autre  chose  qu'une  pesanteur  univer- 
selle ,  et  ensuite .  pour  la  pesanteur,  qu'elle  consiste  simplement 
dans  l'attraction  terrestre.  De  telles  explications,  qui  font  sou- 
rire quaud  on  priitcnd  h  connaître  la  nature  intime  des  choses 
et  le  mode  de  génération  des  pliénomènes ,  sont  cependant  tout 
ce  que  nous  pouvons  obtenir  de  plus  satisfaisant ,  en  nous  mou- 
fraut  comme  idenUques  deux  ordres  de  phénomènes,  qui  ont 
été  si  longtemps  regardés  comme  n'ayant  aucun  rapport  entre 
eux.  Aucun  esprit  juste  ne  chcrcbe  aujourd'hui  ii  aller  plus  loin. 
U  serait  aisé  de  multiplier  ces  exemples ,  qui  se  présenteront 
en  Coule  dans  toute  la  durée  de  ce  cours ,  puisque  tel  est  ntalnte- 
nanl  l'esprit  qui  dirige  exclusivement  les  grandes  combinaisons 
intellectuelles.  Pour  en  citer  eu  ce  moment  un  seul  parmi  les 
travaux  contcmpondns,  je  choisirai  la  belle  série  de  reclierclics 
de  M.  Kourier  sur  la  théorie  de  la  chaleur.  Elle  nous^olTre  la  vé- 
riljcatiun  trës-sensible  des  remarques  gi^ni^rales  précédetitcs. 
l^u  elTet,  dans  ce  travail,  dont  le  caractère  pldlosopliiqtie  est 
^  éminemment  positif,  les  lois  les  plus  importantes  et  les  plas 
précises  des  phénomènes  tliermologiques  se  trouvent  dévoilées , 
sans  que  l'auteur  se  soit  enquis  une  seule  lois  de  la  nature  in- 
time de  la  chaleur,  sans  qu'il  ait  mentionné .  autrement  que 
pour  en  indiquer  le  vide ,  la  controverse  si  agitée  enire  les  par- 
tisans de  lu  nialiitre  calorifique  et  ceux  qui  foui  consister  la  cba 
leur  dans  les  vibrations  d'un  élber  uiilverseL  Et  néanmoins  les 
plus  hautes  questions ,  doi>l  plusieurs  n'avalent  même  jamais  été 
posées,  sont  traitées  dans  cet  ouvrage,  preuve  palpable  que 
l'esprit  humain, sans  se  jeter  dans  des  problèmes  Inabordables, 
et  en  se  restreignant  dans  les  recherches  d'un  ordre  enUëremeDt 
po<îlir,  peut  y  trouver  un  aliment  inépuisable  à  son  activité  la 
^^^is  profonde. 

^^képrëB  avoir  caractérisé,  aussi  exactement  qu'il  m'est  peiiuls 
^^nb  faire  dans  cet  aperçu  général .  l'esprit  de  la  philosophie 
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positive^  que  ce  cours  tout  entier  est  destiné  à  développer^  Je 
dois  maintenant  examiner  à  quelle  époque  de  sa  formation  elle 
est  parvenue  aujourd'hui  ^  et  ce  qui  reste  à  faire  pour  achever 
de  la  constituer. 

A  cet  effets  il  faut  d'abord  considérer  que  les  différentes 
branches  de  nos  connaissances  n'ont  pas  dû  parcourir  d'une 
vitesse  égale  les  trois  grandes  phases  de  leur  développement 
indiquées  ci-dessus ^  ni^  par  conséquent^  arriver  simultanément 
à  Tétat  positif.  Il  existe ^  sous  ce  rapport^  un  ordre  invariable 
et  nécessaire  5  que  nos  divers  genres  de  conceptions  ont  suivi  et 
dû  suivre  dans  leur  progression ,  et  dont  la  considération  exacte 
est  le  complément  indispensable  de  la  loi  fondamentale  énoncée 
précédemment.  Cet  ordre  sera  le  sujet  spécial  de  la  prochaine 
leçon.  Qu'il  nous  suffise  5  quant  à  présent^  de  savoir  qu'il  est 
conforme  à  la  nature  diverse  des  phénomènes  ^  et  qu'il  est  dé- 
terminé par  leur  degré  de  généralité  ^  de  simplicité  et  d'indé- 
pendance réciproque^  trois  considérations  qui,  bien  que  dis- 
tinctes ^  concourent  au  même  but  Ainsi  ^  les  phénomènes  astro- 
nomiques d'abord,  comme  étant  les  plus  généraux,  les  plus 
simples,  et  les  plus  indépendants  de  tous  les  autres,  et  successi- 
vement, par  les  mêmes  raisons,  les  phénomènes  de  la  physique 
terrestre  proprement  dite,  ceux  de  la  chimie,  et  enfin  les  phé- 
nomènes phy^ologiques,ont  été  ramenés  à  des  théories  posi- 
tives. 

Il  est  hodpossible  d'assigner  Torigine  précise  de  cette  révolu- 
tion; car  on  en  peut  dire  avec  exactitude,  comme  de  tous  les  au- 
tres grands  événements  humahis, qu'elle  s'est  accomplie  cons- 
tamment et  de  plus  en  plus^  particulièrement  depuis  les  travaux 
d'Aristote  et  de  Técole  d'Alexandrie,  et  ensuite  depuis  l'intro- 
duction des  sciences  naturelles  dans  l'Europe  occidentale  par 
les  Arabes.  Cependant,  vu  qu'il  convient  de  fixer  une  époque 
pour  empêcher  la  divagation  des  idées,  j'indiquerai  celle  du 
grand  mouvement  Imprimé  t^  l'esprit  humain ,  il  y  a  deux  siècles, 
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par  TactiOD  combinée  des  préceptes  de  Bacon ,  des  conceptions 
de  Descartes^  et  des  découvertes  de  Galilée  ^  comme  le  moment 
où  l'esprit  de  la  philosophie  positive  a  commencé  à  se  prononcer 
dans  le  monde  ^  en  opposition  évidente  avec  l'esprit  théologique 
et  métaphysique.  C'est  alors  y  en  effet,  que  les  conceptions  po- 
sitives se  sont  dragées  nettement  de  l'alliage  superstitieux  et 
scolastique  qui  déguisait  plus  ou  mohis  le  véritable  caractère  de 
tous  les  travaux  antérieurs. 

Depuis  cette  mémorable  époque  ^  le  mouvement  d'ascension 
de  la  philosophie  positive,  et  le  mouvement  de  décadence  de 
la  philosophie  théologique  et  métaphysique,  ont  été  extrême- 
ment marqués.  Ils  se  sont  enfin  tellement  prononcés,  qu'il  est 
devenu  impossible  aujourd'hui ,  à  tous  les  observateurs  ayant 
conscience  de  leur  siècle,  de  méconnaître  la  destination  finale 
de  l'intell^ence  humaine  pour  les  études  positives,  ainsi  que 
son  éloignement  désormais  irrévocable  pour  ces  vaines  doc- 
trines et  pour  ces  méthodes  provisoires  qui  ne  pouvaient  con- 
venir qu'à  son  premier  essor.  Ainsi,  cette  révolution  fonda- 
mentale s'accomplira  nécessahrement  dans  toute  son  étendue. 
Si  donc  il  lui  reste  encore  quelque  grande  conquête  à  faire , 
quelque  branche  principale  du  domahie  intellectuel  à  envahir, 
on  peut  être  certain  que  la  transformation  s'y  opérera ,  comme 
elle  s'est  effectuée  dans  toutes  les  autres.  Car,  il  serait  évidem- 
ment contradictoire  de  supposer  que  l'esprit  humain ,  si  disposé 
àTonité  de  méthode,  conservât  indéfiniment,  pour  une  seule 
classe  de  phénomènes,  sa  manière  primitive  de  philosopher, 
lorsqu'une  fois  il  est  arrivé  ù  adopter  pour  tout  le  reste  une 
nouvelle  marche  philosophique^  d'un  caractère  absolument 
opposé. 

Tout  se  réduit  donc  à  une  simple  question  de  fait  :  la  philoso- 
phie positive,  qui,  dans  les  deux  derniers  siècles,  a  pris  gra- 
duellement une  si  grande  extension,  embrasse-t-elle  aujourd'hui 
tous  les  ordres  de  phénomènes?  Il  est  évident  que  cela  n'osl 
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points  et  que^  par  conséquent ^  il  reste  encore  une  grande  opéra- 
tion scientifique  à  exécuter  pour  donner  à  la  philosophie  posi- 
tive ce  caractère  d'universalité  ^  indispensable  à  sa  constitution 
déflnitive. 

En  elTet,  dans  les  quatre  catégories  principales  de  phénomènes 
naturels  énumérées  tout  à  Theure^  les  phénomènes  astronomi- 
ques ^  physiques ,  chimiques  et  physiologiques  y  on  remarque  une 
lacune  essentielle  relative  aux  phénomènes  sociaux^  qui ^  bien 
que  compris  implicitement  parmi  les  phénomènes  physiologi- 
ques ^  méritent^  soit  par  leur  importance ,  soit  par  les  difficultés 
propres  à  leur  étude^  de  former  une  catégorie  distincte.  Ce  der- 
nier ordre  de  conceptions,  qui  se  rapporte  aux  phénomènes 
les  plus  particuliers  5  les  plus  compliqués ,  et  les  plus  dépendants 
de  tous  les  autres,  a  dû  nécessairement^  par  cela  seul,  se  per- 
fectionner plus  lentement  que  tous  les  précédents,  même  sans 
avoir  égard  aux  obstacles  plus  spéciaux  que  nous  considérerons 
plus  tard.  Quoi  qu'il  en  soit ,  il  est  évident  qu'il  n'est  point  en- 
core entré  dans  le  domaine  de  la  philosophie  positive.  Les  mé- 
thodes théologiques  et  métaphysiques  qui;,  relativement  à  tous 
les  autres  genres  de  phénomènes,  ne  sont  plus  maintenant  em- 
ployées par  personne,  soit  comme  moyen  d'huvestigation ,  soit 
même  seulement  comme  moyen  d'argumentation ,  sont  encore , 
au  contraire,  exclusivement  usitées,  sous  l'un  et  l'autre  rapport, 
pour  tout  ce  qui  concerne  les  phénomènes  sociaux,  quoique 
leur  insuffisance  à  cet  égard  soit  déjà  pleinement  sentie  par  tous 
les  bous  esprits,  lassés  de  ces  vaines  contestations  intermi- 
nables entre  le  droit  divin  et  la  souverameté  du  peuple. 

Voilà  donc  la  grande ,  mais  évidenunent  la  seule  lacune  qu'il 
s'agit  de  combler  pour  achever  de  constituer  la  philosophie  po- 
sitive. Maintenant  que  l'esprit  humain  a  fondé  la  physique  cé- 
leste, la  physique  terrestre,  soit  mécanique,  soit  chimique;  la 
physique  organique,  soit  végétale,  soit  animale ,  il  lui  reste  à 
terminer  le  svstème  des  sciences  d'observation  en  fondant  la 


phi/sit/ue  fociiili:  Tel  csl  anjourd'hui ,  sous  pluslears  rapports 
capitaux,  le  plus  grand  et  le  pins  pressant  besoin  de  noire  In- 
telligence :  tel  est .  j'ose  le  (lire,  le  premier  bot  de  ce  coun,  son 
l)ut  spécial 

Les  conceptions  que  je  tenterai  de  présenter  relativement  il 
l'élnde  des  phénomènes  sociaux,  et  dont  j'espère  que  ce  dis- 
cours laisse  déjà  entrevoir  le  germe,  ne  sauraient  avoir  pour 
objet  de  donner  iminédiatement  à  la  physique  sociale  le  même 
degré  de  perfection  qu'aux  branches  antérieures  de  la  philoso- 
phie naturelle ,  ce  qui  serait  évidemment  chimérique .  puisque 
celles-ci  oiTrent  déjà  entre  elles  h  cet  égard  une  exlrâme  Iné- 
galité, d'ailleurs  inévitable.  Hais  elles  seront  destinées  à  Impri- 
mer b,  cette  dernière  classe  de  nos  connaissances,  ce  caractère  po- 
sitif déjii  pris  par  toutes  les  autres.  Si  cette  condition  est  une  fois 
réellement  remplie ,  le  système  philosophique  des  modernes 
seru  enfm  fondé  dans  son  ensemble;  car  aucun  phénomène 
observable  ne  saurait  évidemment  manquerde  rentrer  dans  quel- 
qu'une des  cinq  grandes  catégories  dès  lors  établies  des  phéno- 
mènes astronomiques ,  physiques,  chimiques,  physiologiques  et 
sociaux.  Toutes  nos  conceptions  fondamentales  étant  devenues 
homogènes,  la  philosophie  sera  dérmitivemenl  constituée  a  l'état 
positif;  sans  jamais  pouvoir  changer  de  caractère ,  il  ne  lui  res- 
tera qu'à  se  développer  Indéfiniment  p.ir  les  acquisitions  tou- 
jours croissantes  qui  résulteront  inévitablement  de  nouvelles 
observations  ou  de  méditations  plus  profondes.  Ayant  acquis 
par  là  le  caractère  d'universalité  qui  lui  manque  encore,  la  phi- 
losophie positive  deviendra  capable  de  se  substituer  entièrement, 
avec  tonte  sa  supériorité  naturelle,  !i  la  philosophie  ihéologique 
et  fi  la  ptiilosophie  métaphysique,  dont  celle  universalité  est 
anjourd'hui  la  seule  propriété  réelle ,  et  qui ,  privées  d'un  tel 
motif  de  préférence,  n'auront  plus  pour  nos  successeurs  qu'une 
«xIsiCDcc  historique. 

(  but  spécial  de  ce  cours  étant  ainsi  exposé,  U  est  .lîsé  de 
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comprendre  son  second  but,  son  but  général,  ce  qui  en  fait 
un  cours  de  philosphie  positive ,  et  non  pas  seulement  un  cours 
de  physique  sociale. 

En  effet,  la  fondation  de  la  physique  sociale  complétant  enfln 
le  système  des  sciences  naturelles,  il  devient  possible  et  môme 
nécessaire  de  résumer  les  diverses  connaissances  acquises,  par- 
venues alors  à  un  état  fixe  et  homogène ,  pour  les  coordonner 
en  les  présentant  comme  autant  de  branches  d'un  tronc  unique, 
au  lieu  de  continuer  à  les  concevoir  seulement  comme  autant 
de  corps  isolés.  C'est  à  cette  'fin  qu'avant  de  procéder  à  l'étude 
des  phénomènes  sociaux  je  considérerai  successivement ,  dans 

§ 

l'ordre  encyclopédique   annoncé   plus   haut,  les   différentes 
sciences  positives  déjà  formées. 

Il  est  superflu,  je  pense ,  d'avertir  qu'il  ne  saurait  être  ques- 
tion ici  d'une  suite  de  cours  spéciaux  sur  chacune  des  branches 
principales  de  la  philosophie  naturelle.  Sans  parler  de  la  durée 
matérielle  d'une  entreprise  semblable ,  il  est  clair  qu'une  pa- 
reille prétention  serait  insoutenable  de  ma  part,  et  je  crois  pou- 
voir ajouter  de  la  part  de  qui  que  ce  soit,  dans  l'état  actuel  de 
l'éducation  humaine.  Bien  au  contraire ,  un  cours  de  la  nature 
de  celui-ci  exige ,  pour  être  convenablement  entendu,  une  série 
préalable  d'études  spéciales  sur  les  diverses  sciences  qui  y  se- 
ront envisagées.  Sans  cette  condition,  il  est  bien  difficile  de  sentir 
et  impossible  de  juger  les  réflexions  philosophiques  dont  ces 
sciences  seront  les  sujets.  En  un  mot,  c'est  un  Cours  de  philoso- 
phie positive ,  et  non  de  sciences  positives ,  que  je  me  propose  de 
faire.  Il  s'agit  uniquement  ici  de  considérer  chaque  science  fon- 
damentale dans  ses  relations  avec  le  système  positif  tout  entier, 
et  quant  à  l'esprit  qui  la  caractérise,  c'est-à-dire,  sous  le  double 
rapport  de  ses  méthodes  essentielles  et  de  ses  résultats  princl-' 
•  paux.  Le  plus  souvent  môme  je  devrai  me  borner  à  mentionner 
tes  derniers  d'après  les  connaissances  spéciales  pour  tâcher 
d'apprécier  leur  importance. 
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Afin  de  résumer  les  idées  relalivemcnt  au  double  but  de  ce 
cours,  je  dois  faire  observer  que  les  deux  objets,  l'un  spécial, 
l'autre  général,  que  je  me  propose,  quoique  distincts  en  eux- 
mêmes,  sont  nécessairement  inséparables.  Car,  d'un  côté,  il  se- 
rait impossible  de  concevoir  un  cours  de  philosophie  positive 
sans  la  fondation  de  la  physique  sociale ,  puisqu'il  manquerait 
alors  d'un  élément  essentiel ,  et  que ,  par  cela  seul ,  les  concep- 
tions ne  sauraient  avoir  ce  caractère  de  généralité  qui  doit  en 
être  le  principal  attribut ,  et  qui  distingue  notre  étude  actuelle 
de  la  série  des  études  spéciales.  D'un  autre  côté ,  comment  pro- 
céder avec  sûreté  à  l'étude  positive  des  phénomènes  sociaux, si 
l'esprit  n'est  d'abord  préparé  par  la  considération  approfondie 
des  méthodes  positives  déjà  jugées  pour  les  phénomènes  moins 
compliqués,  et  muni,  en  outre,  de  la  connaissance  des  lois 
principales  des  phénomènes  antérieurs,  qui  toutes  influent, 
d'une  manière  plus  ou  moins  directe ,  sur  les  faits  sociaux? 

Bien  que  toutes  les  sciences  fondamentales  n'inspirent  pas 
aux  esprits  vulgaires  un  égal  intérêt,  il  n'en  est  aucune  qui 
doive  être  négligée  dans  une  étude  comme  celle  que  nous  en- 
treprenons. Quant  à  leur  importance  pour  le  bonlieur  de  l'cspùce 
humaine,  toutes  sont  certainement  équivalentes ,  lorsqu*on  les 
envisage  d'une  manière  approfondie.  Celles,  d'ailleurs,  dont 
les  résultats  présentent,  au  premier  abord,  un  moindre  intérêt 
pratique, se  recommandent  éminemment,  soit  par  la  plus  grande 
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perfection  de  leurs  méthodes,  soit  comme  étant  le  fondement 
j    indispenssdble  de  toutes  les  autres.  C'est  une  considération  sur 
I    laquelle  faurai  spécialement  occasion  de  revenir  dans  la  pro- 

^. J    chaîne  Mibn. 

ul      Pour  prévenir,  autant  que  possible,  toutes  les  fausses  inter- 

.  ^1    prétations  qu'il  est  légitime  de  craindre  sur  la  nature  d'un  cours 

'    aussi  nouveau  que  celui-ci,  je  dois  ajouter  sommairement  aux 

, .     «plications  précédentes  quelque  considérations  directement  re-«i- 

latlvcs  à  cette  universalité  de  connaissances  spéciales,  que  des 
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juges  irréfléchis  pourraient  regarder  comme  la  tendâj^ne  ce 
cours ,  et  qui  est  envisagée  à  si  juste  raison  comme{b|R-à-fait 
contraire  au  véritable  esprit  de  la  philosophie  positire.  Ces  con- 
sidérations auront,  d'ailleurs,  l'avantage  plus  important  de  pré- 
senter cet  esprit  sous  un  nouveau  point  de  vue,.propre  à  achever 
d'en  éclaircir  la  notion  générale. 

Dans  l'état  primitif  de  nos  cônnaissaiiees  il  n'existe  aucune 
division  régulière  parmi  nos  travaux  intellectuels;  toutes  les 
sciences  sont  cultivées  simultanément ''par  les  mêmes  esprits. 
Ce  mode  d'organisation  des  étudei^  humaines,  d'abord  inévi- 
table et  même  indispensable ,  comme  nous  aurons  lieu  de  le 
constater  plus  tard,  change  peu  à  peu,  à  mesure  que  les  di- 
vers ordres  de  conceptions  se  /développent.  Par  une  loi  dont  la 
nécessité  est  évidente ,  chaquç  branche  du  système  scientifique 
se  sépare  insensiblement  du  tronc ,  lorsqu'elle  a  pris  assez  d'ac- 
croissement pouy.pOmpçrtér  une  culture  isolée,  c'est- à-dire 
quand  elle  est  parvenue'^  ce  point  de  pouvoir  occuper  à  elle 
seule  l'activité  permanente  de  quelques  intelligences.  C'est  à 
cette  répartition  des  diverses  sortes  de  recherches  entre  diflë- 
rents  ordres  de  savants,  que  nous  devons  évidemment  le  dé- 
veloppement si  remarquable  qu'a  pris  enfin  de  nos  jours  chaque 
classe  distincte  des  connaissances  humaines ,  et  qui  rend  mani- 
feste l'impossibilité,  chez  les  modernes,  de  cette  universalité 
de  recherches  spéciales,  si  facile  et  si  commune  dans  les  temps 
antiques.  En  un  mot,  la  division  du  travail  intellectuel,  perfec- 
tionnée de  plus  en  plus,  est  un  des  attributs  caractéristiques 
les  plus  importants  de  la  philosophie  positive. 

Mais,  tout  en  reconnaissant  les  prodigieux  résultats  de  cette 
division,  tout  en  voyant  désormais  en  elle  la  véritable  base 
fondamentale  de  l'organisation  générale  du  monde  savant,  il  est 
impossible,  d'un  autre  côté,  de  n'être  pas  frappé  des  inconvé- 
nients capitaux  qu'elle  engendre,  dans  son  état  actuel,  par  l'ex- 
cessive particularité  des  idées  qui  occupent  exclusivement  cha- 
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tffte  îDtcUigeucc  lodivIilueUa  Ce  fAclieux  ettet  est  sans  doiilc 
teévitalile  jusqu'à  uu  certain  point ,  comme  inhérent  an  principe 
^Bfee  (le  la  division  ;  c'cst-£t-âire  que ,  par  aucune  mesure  quel- 
^BpS)  nons  ne  parviendrons  jamais  à  égaler  sous  ce  rapport 
^rânciens,  clicz  lesquels  une  telle  sapérioril^  ne  tenait  surtout 
qu'au  peu  de  développement  de  leurs  connni$sanc<>s.  Nous  pou- 
vons néanmoins,  ce  me  seml)le,  par  des  nioyras  convenables, 
éviter  les  plus  pernicieux  effets  de  la  spécialilé  exagt^réo ,  sans 
nuire  à  l'inlluence  viviDaDle  de  la  séparation  dei  recherches.  Il 

Kr^eul  de  s'en  occuper  sérieusenieut;  car  ces  Inconvénients, 
par  leur  nature,  tendent  à  s'accroître  sans  cesse,  commen- 
^  devenir  trte-sensihles.  De  l'aveu  de  tous,  tes  divisions . 
liés  pour  la  plus  grande  perfection  de  nos  travaux ,  entre 
les  diverses  Lranclies  de  la  pliiloNnphle  naiurelle, sont  finale- 
ment artificielles.  N'ouliliont  pns  qilft,  iionobstnnt  cet  aveu ,  Il 
est  déjU  bien  petit  dans  le  monde  savàa^  lo  notubrc  flcs  Intel- 
ligences enibrossniit  dans  leurs  conccplhfte  ronscrnble  mf'nir 
d'une  science  unique, qui  n'est  cependant  h  son  tour  qu'une 
partie  d'un  grand  (oui,  La  plupart  se  bornent  déjà  enti^remcnl 
k  la  considératiuu  isolée  d'une  section  plus  on  tW^Os  >^tendu« 
(fooe  science  déterminée ,  sans  s'occuper  bcancouMfrlii'nb- 
Uoa  de  ces  travaux  particuliers  avec  le  système  génériïM^ron- 
ndssaBces  positives.  It.Mons-nous  de  remédier  nu  mal. avant 
qn'il  soit  devenu  plus  grave.  Craignons  que  l'esp'ïlt  humain  oc 
finisse  par  se  perdre  dans  les  travaux  de  détail  Ne  nous  (Â^ 
simulons  pas  que  c'est  là  essentiellement  le  cdté  Tatblc  par  le-' 
<]ucl  les  partisans  de  la  philosophie  tbéologique  et  de  la  phi- 
losophie métaphysique  peuvent  encore  attaquer  avec  quelque 
espoir  de  succès  la  philosophie  positive. 

Le  véritable  moyen  d'arrêter  l'InHnencc  délétère  dont  l'avenir 
intellectuel  semble  menacé ,  par  suite  d'une  trop  grande  spécJa- 
UsaUon  des  recherches  individuelles,  ne  saurait  eire.évidcm- 
meot,  de  revenir  à  cette  antique  conrusion  do  travaus ,  <pii  ten- 
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(irait  à  faire  rétrograder  l'esprit  tiumain,  et  qui  est,  d'ailleurs^ 
aujourd'hui  heureusement  devenue  impossible.  Il  consiste,  au 
contraire,  dans  le  perfectionnement  de  la  division  du  travail 
elle-même.  Il  suffit,  en  effet,  de  faire  de  l'étude  des  généralités 
scientifiques  une  grande  spécialité  de  plus.  Qu'une  classe  nou- 
velle de  savants,  préparés  par  une  éducation  convenable ,  sans 
se  livrer  à  la  culture  spéciale  d'aucune  branche  particulière  de 
la  philosophie  naturelle,  s'occupe  uniquement,  en  considérant 
les  diverses  sciences  positives  dans  leur  état  actuel ,  à  détermi- 
ner exactement  l'esprit  de  chacune  d'elles,  à  découvrir  leurs 
relations  et  leur  enchaînement,  à  résumer,  s'il  est  possible,  tous 
leurs  principes  propres  en  un  moindre  nombre  de  principes 
communs ,  en  se  conformant  sans  cesse  aux  maximes  fonda- 
mentales de  la  méthode  positive.  Qu*en  même  temps,  les  autres 
savants ,  avant  de  se  livrer  à  leurs  spécialités  respectives,  soient 
rendus  aptes  désormais,  par  une  éducation  portant  sur  l'en- 
semble des  connaissances  positives,  à  profiter  immédiatement 
des  lumières  répandues  par  ces  savants  voués  à  Tétude  des  gé- 
néralités,  et  réciproquement  à  rectifier  leurs  i*ésultats ,  état  de 
choses  dont  les  savants  actuels  se  rapprochent  visiblement  de 
jour  en  jour.  Ces  deux  grandes  conditions  une  fois  remplies,  il 
est  évident  qu'elles  peuvent  l'être ,  la  division  du  travail  dans 
les  sciences  sera  poussée ,  sans  aucun  danger,  aussi  loin  que  le 
développement  des  divers  ordres  de  connaissances  l'exigera. 
Une  classe  distincte,  incessamment  contrôlée  par  toutes  les 
autres,  ayant  pour  fonction  propre  et  permanente  de  lier  chaque 
nouvelle  découverte  particulière  au  système  général ,  on  n'aura 
plus  à  craindre  qu'une  trop  grande  attention  donnée  aux  détails 
empêche  jamais  d'apercevoir  l'ensemble.  En  un  mot,  l'organisa- 
tion  moderne  du  monde  savant  sera  dès  lors  complètement 
fondée ,  et  n'aura  qu'à  se  développer  indéfiniment ,  en  conser- 
vant toujours  le  môme  caractère. 
Former  ainsi  de  l'étude  des  généralités  scientifiques  une  sec- 
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lioD  dislincte  du  grand  travail  iniellertuel,  c'est  simplpuimit 
étendre  l'appUcation  du  même  principe  de  division  qui  a  succes- 
tivemenl  séparé  les  diverses  spécialités;  car,  tant  que  les  diffé- 
rentes sciences  positives  ont  été  peu  développées,  leurs  rela- 
tions mutueUes  ne  pouvaient  avoir  assez  d'importance  pour 
donner  lieu ,  au  moins  d'une  manière  permanente ,  t  une  classe 
particulière  de  travaux,  et  en  même  temps  la  ntîcessité  de  cetle 
nouvelle  étude  était  bien  moins  urgente.  Mais  aujourd'lmi  cha- 
cune des  sciences  a  pris  séparément  assez  d'extension  pour  que 
l'examen  de  leurs  rapports  mutuels  puissent  donner  lieu  à  des 
travaux  suivis,  en  nii^me  temps  que  ce  nouvel  ordre  d'études 
devient  indispensable  pour  prévenir  la  dispersion  des  concep- 
tions  h  nul  aines. 

Telle  est  la  manière  dont  je  conçois  la  destination  de  la  phi- 
losophie positive  dans  le  système  général  des  sciences  positives 
proprement  dites.  Tel  est,  du  moins,  le  but  de  ce  cours. 

Maintenant  que  J'ai  essayé  de  détcriuiner,  aussi  exactemeni 
qu'il  m'a  été  possible  de  le  faire ,  dans  ce  premier  aperçu ,  l'es- 
prit générai  d'un  cours  de  philosophie  positive ,  je  crois  devoir, 
pour  imprimer  à  ce  tableau  tout  son  caractère ,  signaler  rapi- 
dement les  principaux  avantages  généraux  que  peut  avoir  un 
tel  travail ,  si  les  conditions  essentielles  en  sont  convenablement 
remplies,  relativement  aux  progrès  de  l'esprit  humain.  Je  ré- 
duirai ce  dernier  ordre  de  considérations  à  l'indication  de  quatre 
propriétés  rondamcnlales. 

Premièrement  l'étude  de  la  philosophie  positive,  en  considé- 
rant lesrésultats  de  l'activité  de  nos  facultés  intellectuelles,  nous 
fournit  le  seul  vrai  moyen  rationnel  de  mettre  en  évidence  les 
lois  logiques  de  l'esprit  humain,  qui  ont  été  reclierchées  jusqu'ici 
par  des  voles  si  peu  propres  fi  les  dévoiler. 

Pour  expliquer  convenablement  ma  pensée  à  cet  égard,  je 
dois  d'abord  rappeler  une  conception  philosophique  de  la  plus 
hante  imporlnnce,  exposée  par  M.  de   Blainville  dans  la  belle 
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introduction  de  ses  Principes  généraux  (Vanatomie  comparée. 
Elle  consiste  en  ce  que  tout  être  actifs  et  spécialement  tout  être 
vivant  y  peut  être  étudié  ^  dans  tous  ses  phénomènes  sous  deux 
rapports  fondamentaux ,  sous  le  rapport  statique  et  sous  le  rap- 
port dynamique ,  c'est-à-dire  comme  apte  à  agir  et  comme 
agissant  effectivement  II  est  clair,  en  effet,  que  toutes  les  con- 
sidérations qu'on  pourra  présenter  rentreront  nécessairement 
dans  Tun  ou  l'autre  mode.  Appliquons  cette  lumineuse  maxime 
fondamentale  à  Tétude  des  fonctions  intellectuelles. 

Si  Ton  envisage  ces  fonctions  sous  le  point  de  vue  statique  ^ 
leur  étude  ne  peut  consister  que  dans  la  détermination  des  con- 
ditions organiques  dont  elles  dépendent  ;  elle  forme  ainsi  une 
partie  essentielle  de  Tanatomie  et  de  la  physiologie.  En  les  con- 
sidérant sous  le  point  de  vue  dynamique ,  tout  se  réduit  à  étu- 
dier la  marche  effective  de  l'esprit  humain  en  exercice^  par 
Texamen  des  procédés  réellement  employés  pour  obtenir  les 
diverses  connaissances  exactes  qu'il  a  déjà  acquises,  ce  qui  con- 
stitue essentiellement  l'objet  général  de  la  philosophie  positive, 
amsi  que  je  l'ai  défmie  dans  ce  discours.  En  un  mot ,  regardant 
toutes  les  théories  scientiflques  comme  autant  de  grands  faits 
logiques,  c'est  uniquement  par  l'observation  approfondie  de 
ces  faits  qu'on  peut  s'élever  à  la  connaissance  des  lois  lo- 
giques. 

Telles  sont  évidemment  les  deux  seules  voies  générales,  com- 
plémentaires l'une  de  l'autre  ^  par  lesquelles  on  puisse  arriver 
à  quelques  notions  rationnelles  véritables  sur  les  phénomènes 
intellectuels.  On  voit  que,  sous  aucun  rapport,  il  n'y  a  place 
pour  cette  psychologie  illusoire ,  dernière  transformation  de  la 
théologie,  qu'on  tente  si  vainement  de  ranimer  aujourd'hui,  et 
qui,  sans  s'inquiéter  ni  de  l'étude  physiologique  de  nos  organes 
intellectuels ,  ni  de  l'observation  des  procédés  rationnels  qui 
dirigent  effectivement  nos  diverses  recherches  scientifiques,  pré- 
tend arriver  à  la  découverte  des  lois  fondamentales  de  l'esprit 
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Iiuuiuiu ,  eu  te  cODtetnpbiil  en  lot-m^nie,  c'est-a-dlre  en  faisant 
coinplètenieut  absiractiOD  et  des  causes  et  des  effets. 

La  prépondérance  de  la  philosoplije  positive  est  successive- 
ment devenue  telle  depuis  Bcicon  ;  elle  a  pris  anjourd'lmi ,  indi- 
rectement ,  un  si  grand  ascendant  sur  les  esprits  même  qui  sont 
demeurés  les  plus  étrangers  &  son  immense  développement,  qui? 
les  métapliysiciens  livrés  à  l'élude  de  notre  Intelligence  n'ont  pu 
espérer  de  ralentir  la  décadence  de  leur  prétendue  science  qu'eu 
se  ravisant  pour  présenter  leurs  doctrines  comme  étant  aussi 
fondées  sur  l'observation  des  faits.  A  cette  lin .  ils  ont  imaginé . 
dans  ces  derniers  temps,  de  distinguer,  par  une  subtilité  (on 
singulière ,  deux  sortes  d'observations  d'égale  importance ,  l'une 
extérieure,  l'autre  intérieure ,  et  dont  la  dernière  est  uniquement 
destinée  à  l'étude  des  pliénoBrànes  intellectuels.  Ce  n'est  point 
id  le  lieu  d'entrer  dans  la  discussion  spéciale  de  ce  sopliisme 
fondamental.  Je  dois  me  tiorucr  à  indiquer  la  cottsidération  prin- 
cipale qui  prouve  clairement  que  cette  prétendue  contemplation 
directe  de  l'esprit  par  lui-même  esl  une  pure  illusioD. 

On  croyait,  il  y  a  encore  peu  de  temps,  avoir  expliqué  la  vi- 
sion, en  disant  que  l'action  lumineuse  des  corps  détermine  sur 
la  rétine  des  tableaux  représentatifs  des  formes  et  des  couleurs 
extérieures.  A  cela  les  physiologistes  ont  objecté  avec  raison 
que ,  si  c'était  comme  imiiges  qu'agissaient  les  impressions  lomi- 
neoses,  il  faudrait  un  autre  œil  pour  les  regarder.  N'en  est-il  pas 
encore  plus  fortement  de  méuie  dans  le  cas  présent  ? 

11  est  sensible ,  eu  effet ,  que ,  par  une  nécessité  invincible , 
l'esprit  humain  peut  observer  directement  tous  les  phénomènes, 
excepté  les  siens  propres.  Car,  par  qui  serait  faite  l'observation? 
On  conçoit,  relativement  aux  phénomènes  moraux,  que  l'homme 
poisse  s'observer  lui-même  sous  le  rapport  des  passions  qui  l'a- 
niment, par  cette  raison  anatomique,  que  les  organes  qui  en 
sont  le  siège  sont  distincts  de  ceux  destinés  aux  fonctions  obser- 
vatrices. Encore  même  que  cliacun  ait  eu  occasion  de  faire  sur 
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lai  de  telles  remarques ,  elles  ne  sauraient  évidemment  avoir 
jamais  une  grande  importance  scientifique ^  et  le  meilleur  moyen 
de  connaître  les  passions  sera-t-il  toujours  de  les  observer  en 
dehors  ;  car  tout  état  de  passion  très-prononcé ,  c'est-à-dire 
précisément  celui  qu'il  serait  le  plus  essentiel  d'examiner^  est 
nécessairement  incompatible  avec  l'état  d'observation.  Mais, 
quant  à  observer  de  la  même  manière  les  phénomènes  intellec- 
tuels pendant  qu'ils  s'exécutent,  il  y  a  impossibilité  manifeste. 
L'individu  pensant  ne  saurait  se  partager  en  deux ,  dont  l'un 
raisonnerait ,  tandis  que  l'autre  regarderait  raisonner.  L'organe 
observé  et  l'organe  observateur  étant,  dans  ce  cas  identiques, 
comment  l'observation  pourrait-elle  avoir  lieu? 

Cette  prétendue  méthode  psychologique  est  donc  radicale- 
ment nulle  dans  son  principe.  Aussi,  considérons  à  quels  pro- 
cédés profondément  contradictoires  elle  conduit  immédiate- 
ment! D'un  côté,  on  vous  recommande  de  vous  isoler,  autant 
que  possible,  de  toute  sensation  extérieure, il  faut  surtout  vous 
interdire  tout  travail  intellectuel;  car,  si  vous  étiez  seulement 
occupés  à  faire  le  calcul  le  plus  simple  s  que  deviendrait  Tob- 
servation  intérieure?  YfunL  autre  côté,  après  avoir,  enfin,  à  force 
de  précautions,  atteint  cet  état  parfait  de  sommeil  intellectuel, 
vous  devrez  vous  occuper  à  contempler  les  opérations  qd 
s'exécuteront  dans  votre  esprit  lorsqu'il  ne  s'y  passera  plus 
rienl  Nos  descendants  verront  sans  doute  de  telles  prétentions 
transportées  un  jour  sur  la  scène. 

Les  résultats  d'une  aussi  étrange  manière  de  procéder  sont 
parfaitement  conformes  au  principe.  Depuis  deux  mille  ans  que 
les  métaphysiciens  cultivent  ainsi  la  psychologie^  ils  n'ont  pu  en-* 
core  convenir  d'une  seule  proposition  intelligible  et  solidemeat. 
arrêtée.  Ils  sont,  même  aujourd'hui,  partagés  en  une  multitude 
d'écoles  qui  disputent  sans  cesse  sur  les  premiers  éléments  A^ 
'  %       leurs  doctrines.  V observation  intérieure  engendre  presque  autaï*' 
.    d'opinions  divergentes  qu'il  y  a  d'hidividus  croyant  s'y  livrer. 
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i  véritables  savaDls,  les  hommes  voués  aou  études  posi- 
Utgs  ,  en  sont  encore  à  demander  vainement  à  ces  psychologues 
de  citer  une  seule  découverte  réelle ,  grande  ou  petite ,  qui  soit 
(lae  à  celte  méthode  si  vantée.  Ce  n'est  pas  à  dire  pour  cela  que 
tous  leurs  travaux  aient  été  absolument  sans  aucun  résultat  rela- 
tivement aux  progrès  généraux  de  nos  connaissances,  indépen- 
damment du  service  éminent  qu'ils  ont  rendu  en  soutenant 
l'activité  de  notre  intelligence, à  l'époque  oii  elle  ne  pouvait 
pas  avoir  d'aliment  plus  substantieL  Mais  on  peut  affirmer  que 
tout  ce  qui ,  dans  leurs  écrits ,  ne  consiste  pas ,  suivant  la  judi- 
cieuse expression  d'un  illustre  phllosoplic  positif  {M.  Cuvler), 
en  métaphores  prises  pour  des  raisonnements,  et  présente 
quelque  notion  véritable ,  au  lieu  de  provenir  de  leur  prétendue 
méthode ,  a  été  obtenu  par  des  observations  cfTeclives  sur  la 
marche  de  l'esprit  humain,  auxquelles  a  dû  donner  naissance, 
de  temps  à  autre  le  développement  des  sciences.  Encore  même, 
ces  notions  si  clair-semées,  proclamées  avec  tant  d'emphase, 
et  qui  ne  sont  dues  qu'à  l'infidélité  des  psychologues  à  leur  pré- 
tendue méthode ,  se  trouvent- elles  le  plus  souvent  ou  fort  exa- 
gérées, ou  très-Incomplètes,  et  bien  inférieures  aux  remarques 
déjà  faites  sans  ostentation  par  les  savants  sur  les  procédés 
qu'ils  emploient.  Il  sérail  aisé  d'en  citer  des  exemples  frappants, 
si  je  ne  craignais  d'accorder  ici  trop  d'exten^on  à  une  telle 
discussion  :  voyez ,  entre  autres ,  ce  qui  est  arrivé  pour  la  théorie 
des  signes. 

Les  considérations  que  je  viens  d'indiquer,  relativement  à  la 
science  logique,sont  encore  plus  manifestes, quand  on  les  trans- 
porte à  l'art  lexique. 

En  effet,  lorsqu'il  s'agit,  non-seulement  de  savoir  ce  que 
c'est  que  la  méthode  positive ,  mais  d'en  avoir  une  connaissance 
assez  nette  et  assez  profonde  pour  en  pouvoir  faire  un  usage 
efTecUf ,  c'est  eu  action  qu'il  faut  la  considérer  ;  ce  sont  les  dl- 
s  grandes  applications  déjfi  vérltiëes  que  l'esprit  liumaiu 
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en  a  faites  qu'il  convient  d'étudier.  En  un  mot,  ce  n'est  évidem- 
ment que  par  l'examen  philosophique  des  sciences  qu'il  est  pos- 
sible d'y  parvenir.  La  méthode  n'est  pas  susceptible  d'être  étu- 
diée séparément  des  recherches  où  elle  est  employée  ;  où^  du 
moins  ^  ce  n'est  là  qu'une  étude  morte  9  incapable  de  féconder 
l'esprit  qui  s'y  livre.  Tout  ce  qu'on  en  peut  dire  de  réel ,  quand 
on  l'envisage  abstraitement  ^  se  réduit  à  des  généralités  telle- 
ment vagues  9  qu'elles  ne  sauraient  avoir  aucune  influence  sur 
le  régime  intellectuel.  Lorsqu'on  a  bien  établi  ^  en  thèse  logique^ 
que  toutes  nos  connaissances  doivent  être  fondées  sur  l'obser- 
vation^que  nous  devons  procéder  tantôt  des  faits  aux  principes, 
et  tantôt  des  principes  aux  faits  ^  et  quelques  autres  aphorismes 
semblables ,  on  connaît  beaucoup  moins  nettement  la  méthode 
que  celui  qui  a  étudié,  d'une  manière  un  peu  approfondie, 
une  seule  science  positive  ^  même  sans  intention  philosophique. 
C'est  pour  avoir  méconnu  ce  fait  essentiel ,  que  nos  psycholo- 
gues sont  conduits  à  prendre  leurs  rêveries  pour  de  la  science, 
croyant  comprendre  la  méthode  positive  pour  avoir  lu  les  pré- 
ceptes de  fiacon  ou  le  discours  de  Descartes. 

J'ignore  si^  plus  tard,  il  deviendra  possible  de  faire  à  priori 
un  véritable  cours  de  méthode  tout-à-fait  indépendant  de  l'é- 
tude philosophique  des  sciences;  mais  je  suis  bien  convaincu  que 
cela  est  inexécutable  aujourd'hui,  les  grands  procédés  logiques 
ne  pouvant  encore  être  expliqués  avec  la  précision  suffisante  sé- 
parément de  leurs  applications.  J'ose  ajouter,  en  outre ^  que 
'^  lors  même  qu'une  telle  entreprise  pourrait  être  réalisée  dans  la 
ff^'i  suite,  ce  qui,  en  efiet,  se  laisse  concevoir,  ce  ne  serait  jamais 
'  /?^.  néanmoins  que  par  l'étude  des  applications  régulières  des  pro- 
^  cédés  scientifiques  qu'on  pourrait  parvenir  à  se  former  un  bon 

'  ..  système  d'habitudes  intellectuelles;  ce  qui  est  pourtant  le  but 

essentiel  de  l'étude  de  la  méthode.  Je  n'ai  pas  besoin  d'insister 
davantage  en  ce  moment  sur  un  sujet  qui  reviendra  fréquemment 
dans  toute  la  durée  de  ce  cours,  et  à  l'égard  duquel  je  présen- 
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u-rai  spécialement  de  nouvelles  consitlérationstlans  l.i  prochaine 
leçon. 

Tel  doU  être  le  premier  çraiid  résultat  direct  de  la  plilloso- 
ptiie  positive ,  la  manifestation  par  ci^périeuce  des  lois  que  sui- 
vent dans  leur  accomplissement  nos  ToncUons  Intellectuelles,  et, 
par  suite ,  la  connaissance  précise  des  règles  générales  conve- 
nables pour  procéder  sûrement  à  la  recherche  de  la  vérité. 

Une  seconde  conséquence,  non  moins  importante ,  et  d'nu 
intérêt  bien  plus  pressant,  qu'est  nécessairement  destiné  i!t  pro- 
duire aujourd'hui  l'établissement  de  la  philosophie  positive  dé- 
riQÎe  dans  ce  discours,  c'est  de  présider  £■  la  refonte  générale 
de  noire  système  d'éducation. 

ËD  elTct ,  déjà  les  bons  esprits  reconnaissent  unanimement  la 
nécessité  de  remplacer  notre  éducation  européenne ,  encore  es- 
sentiellement théologique,  métaphysir[ue  et  littéraire .  par  une 
éducation  positive,  conforme  à  l'esprit  de  noire  époque,  et  • 
adaptée  aux  besoins  de  la  civilisation  moileme.  Les  tcniallvt's' 
variées  qui  se  sont  multipliées  de  plus  en  plus  depuis  un  siècle, 
particulièrement  dans  ces  derniers  temps,  pour  répandre  et  pour 
augmenter  sans  cesse  l'instruction  positive,  et  auxquelles  les  di- 
vers gouvernements  européens  se  sont  toujours  associés  avec 
empressement  quand  ils  n'en  ont  pas  pris  l'initiative,  témoignent 
assez  que,  de  toutes  parts,  se  développe  le  sentiment  spontané 
de  cette  nécessité.  Mais ,  tout  en  secondant  autant  que  possible 
ces  utiles  entreprises,  on  ne  doit  pas  se  dissimuler  que.  dans 
l'état  présent  de  nos  idées,  elles  ne  sont  nullement  susceptibles 
d'atteindre  leur  but  principal ,  la  régénération  fondamentale  de 
l'éducation  générale.  Car,  la  spécialité  exclusive ,  l'Isoiemenl 
trop  prononcé  qui  caractérisent  encore  notre  manière  de  con- 
cevoir et  de  cultiver  les  sciences,  influent  nécessairement  à  un 
haut  degré  sur  la  manière  de  les  exposer  dans  l'enseignemenL 
Qu'on  bon  esprit  veuille  aujourd'liui  étudier  les  principales 
JMaache-s  de  la  philosophie  naturelle ,  alin  de  se  former  un  sys- 
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tème  général  d'idées  positives ,  il  sera  obligé  d'étudier  séparé- 
meot  chacune  d'elles  d'après  le  même  mode  et  dans  le  même 
détaU  que  s'il  voulait  devenir  spécialement  ou  astronome^  ou 
chimiste^  etc.  ;  ce  qui  rend  une  telle  éducation  presque  impos- 
sible et  nécessairement  fort  imparfaite  ^  même  pour  les  plus 
hautes  hitelligences  placées  dans  les  circonstances  les  plus  fa- 
vorables. Une  telle  manière  de  procéder  serait  donc  tout-à- 
fait  chimérique ,  relativement  à  l'éducation  générale.  Et  néan- 
mohis  celle-ci  exige  absolument  un  ensemble  de  conceptions 
positives  sur  toutes  les  grandes  classes  de  phénomènes  naturels. 
C'est  un  tel  ensemble  qui  doit  devenir  désormais^  sur  une 
échelle  plus  ou  moins  étendue  5  même  dans  les  masses  popu- 
laires^ la  base  permanente  de  toutes  les  combhiaisons  hu- 
maines; qui  doit,  en  un  mot^  constituer  l'esprit  général  de 
nos  descendants.  Pour  que  la  philosophie  naturelle  puisse  ache- 
ver la  régénération 9  déjà  si  préparée,  de  notre  système  intel- 
lectuel ^  il  est  donc  indispensable  que  les  différentes  sciences 
dont  elle  se  compose,  présentées  à  toutes  les  intelligences  comme 
les  diverses  branches  d'un  tronc  unique  9  soient  réduites  d'a- 
bord à  ce  qui  constitue  leur  esprit  ^  c'est-à-dire  ^  à  leurs  mé- 
thodes principales  et  à  leurs  résultats  les  plus  importants.  Ce 
n'est  qu'ainsi  que  l'enseignement  des  sciences  peut  devenir  parmi 
nous  la  base  d'une  nouvelle  éducation  générale  vraiment  ration- 
nelle. Qu'ensuite  à  cette  instruction  fondamentale  s'ajoutent  les 
diverses  études  scientifiques  spéciales  ^  correspondantes  aux  di- 
verses éducations  spéciales  qui  doivent  succéder  à  l'éducation 
générale ,  cela  ne  peut  évidemment  être  mis  en  doute.  Mais  la 
considération  essentielle  que  j'ai  voulu  hidiquer  ici  consiste  en 
ce  que  toutes  ces  spécialités  9  même  péniblement  accumulées^ 
seraient  nécessairement  insu£Qsantes  pour  renouveler  réeUement. 
le  système  de  notre  éducation  9  si  elles  ne  reposaient  sur  13. 
base  préalable  de  cet  enseignement  général^  résultat  direct  d^ 
la  philosophie  positive  défmie  dans  ce  discours. 
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Non-seulemenl  l'clade  spéciale  des  généralités  scienQflques 
est  destinée  à  réorgaolser  l'éducatloD ,  mais  elle  doit  aussi  con- 
tribuer aux  progrès  particuliers  des  diverses  scieuces  positives  ; 
ce  qui  constitue  la  troisième  propriété  fondamentale  que  Je  me 
suis  proposé  de  signaler. 

En  effet ,  les  dlvlsloas  que  nous  établissons  entre  nos  sciences, 
sans  être  arbitraires,  comme  quelques-uns  le  croient ,  sont  es- 
sentiellement artiticielles.  En  r<3alité ,  le  sujet  de  toutes  nos  re- 
cherches est  un  ;  nous  ne  le  partageons  que  dans  la  vue  de  sé- 
parer les  dillicultés  pour  tes  mieux  résoudre.  II  en  résulte  plus 
d'une  fois  que ,  contrairement  à  nos  répartitions  classiques ,  des 
questions  importantes  exigeraient  une  certaine  combinaison  do 
plusieurs  points  de  vue  spéciaux ,  qui  ne  peut  gui>re  avoir  lieu 
dans  la  constitution  actuelle  du  monde  savant;  ce  qui  expose  à 
laisser  ces  problèmes  sans  solution  beaucoup  plus  longtemps 
cju'il  ne  serait  nécessaire,  tin  tel  inconvénient  doit  se  présenter 
surtout  pour  les  doctrines  les  plus  essentielles  de  chaque  science 
positive  en  particulier.  On  en  peut  citer  aisément  des  exemples 
très-marquants,  que  je  signalerai  soigneusement,  â  mesure  que 
le  développement  naturel  de  ce  cours  nous  les  pri'sentera, 

J'en  pourrais  citer,  dans  le  passé ,  un  exemple  éminemment 
mémorable ,  en  considérant  l'admirable  conception  de  Descartes 
relative  à  la  géométrie  analytique.  Cette  découverte  fondamen- 
tale ,  qui  a  changé  la  face  de  la  science  mathématique .  et  dans 
laquelle  on  doit  voir  le  véritable  germe  de  tous  les  grands  pro- 
grès ultérieurs,  qu'esi-cUe  autre  chose  que  le  résultat  d'un  rap- 
prochement établi  entre  deux  sciences,  connues  jusqu'alors 
d'une  manière  isolée?  Mais  l'observation  sera  plus  décisive  en 
la  faisant  porter  sur  des  questions  encore  pendantes. 

Je  me  bornerai  ici  à  choi^r  dans  la  chimie ,  la  doctrine  si 
importante  des  proportions  définies.  Certainement ,  la  mémo- 
rable discussion  élevée  de  nos  jours,  relativement  au  principe 
toPdamenlal  de  celte  théorie,  ne  saurait  encore,  quelles  que 


62  PHILOSOPHIE  POSITIVE. 

soient  les  apparences^  être  regardée  comme  irrévocablement 
terminée.  Gar^  ce  n'est  pas  là,  ce  me  semble ,  une  simple  ques- 
tion de  chimie.  Je  crois  pouvoir  avancer  que ,  pour  obtenir  à 
cet  égard  une  décision  vraiment  définitive 9  c'est-à-dire  ^  pour 
déterminer  si  nous  devons  regarder  comme  une  loi  de  la  nature 
que  les  molécules  se  combinent  nécessairement  en  nombres 
fixes^  il  sera  indispensable  de  réunir  le  point  de  vue  chimique 
avec  le  point  de  vue  physiologique.  Ce  qui  l'indique,  c'est  que^ 
de  l'aveu  même  des  illustres  chimistes  qui  ont  le  plus  puissam- 
ment contribué  à  la  formation  de  cette  doctrine ,  on  peut  dire 
tout  au  plus  qu'elle  se  vérifie  constamment  dans  la  composi- 
tion des  corps  inorganiques;  mais  elle  se  trouve  au  moins 
aussi  constamment  en  défaut  dans  les  composés  organiques, 
auxquels  il  semble  jusqu'à  présent  tout-à-fait  impossible  de 
l'étendre.  Or,  avant  d'ériger  cette  théorie  en  un  principe  réel- 
lement fondamental,  ne  faudra -t-il  pas  d'abord  s'être  rendu 
compte  de  cette  immense  exception  ?  Ne  tiendrait-elle  pas  à  ce 
même  caractère  général ,  propre  à  tous  les  corps  organisés^ 
qui  fait  que ,  dans  aucun  de  leurs  phénomènes ,  il  n'y  a  lieu  à 
concevoir  des  nombres  invariables?  Quoiqu'il  en  soit,  un  ordre 
tout  nouveau  de  considérations,  appartenant  également  à  la 
chimie  et  à  la  physiologie,  est  évidemment  nécessaire  pour 
décider  finalement,  d'une  manière  quelconque,  cette  grande 
question  de  philosophie  naturelle. 

Je  crois  convenable  d'hidiquer  encore  ici  un  second  exemple 
de  même  nature ,  mais  qui ,  se  rapportant  à  un  sujet  de  recher- 
ches bien  plus  particulier,  est  encore  plus  concluant  pour  mon- 
trer l'importance  spéciale  de  la  philosophie  positive  dans  la  so- 
lution des  questions  qui  exigent  la  combmaison  de  plusieurs 
sciences.  Je  le  prends  aussi  dans  la  chimie.  Il  s'agit  de  la  ques- 
tion encore  hidécise,  qui  consiste  à  déterminer  si  l'azote  doit 
être  regardé ,  dans  l'état  présent  de  nos  connaissances ,  comme 
>  un  corps  simple  ou  comme  un  corps  composé.  Vous  savez  par 
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iiuëlles  considérations  purement  chimiques  l'illuslrc  Iterzi^lius 
est  parvenu  à  balancer  l'opinion  de  presque  tous  les  cliinilsles 
acluels ,  relativemcat  b.  la  simplicité  de  ce  gaz.  Mais  ce  que  Je  ne 
dois  pas  négliger  de  faire  particulièrement  remarquer,  c'est  l'ia- 
Hueuce  exercée  ù  ce  sujet  sur  l'esprit  de  M.  Berzélius,  comme 
il  eu  Eait  lui-même  le  précieux  aveu,  par  celte  observation 
physiologique ,  que  les  auimaux  qui  se  nourrissent  de  maUères 
non  azotées  renferment  dans  la  composition  de  leurs  tissus  tout 
autant  d'azote  que  les  animaux  carnivores.  Il  est  clair,  eu  effei, 
d'après  cela,  que  pour  décider  riîellement  si  t'azote  est  ou  non 
un  corps  sioipie ,  U  faudra  nécessairement  faire  Intervenir  la 
physiologie ,  et  combiner  avec  les  considérations  ctiimiqucs  pro- 
prement dites,  une  série  de  recherches  neuves  sur  la  relation 
entre  la  composition  des  corps  vivants  el  leur  mttdc  d'allmcnta- 
Uon. 

Il  serait  maintenant  superllu  de  multiplier  davantage  les 
exemples  de  ces  problèmes  dénature  multiple,  qui  ne  sauraient 
Ctre  résolus  que  par  l'intime  combinaison  de  plusieurs  sciences 
cultivées  aujourd'hui  d'une  manière  tout-.'i-fall  indépendante. 
Ceux  que  je  viens  de  citer  sufliscnl  pour  faire  sentir,  eu  géaé- 
ral ,  l'importance  de  la  fonction  que  doit  remplir  dans  le  per- 
fectionoemeot  de  chaque  science  naturelle  en  particulier  la  phi- 
losophie positive,  immédiatement  destinée  fi  organiser  tl'iinc 
manière  permanente  de  telles  combinaisons,  qui  ne  pourraient 
se  former  convenablement  sans  elle. 

Enfin ,  une  quatrième  et  deraière  propriété  fondamentale  que 
je  dois  faire  remarquer  dès  ce  moment  dans  ce  que  j'ai  appelé 
la  philosophie  positive ,  et  qui  doit  sans  doute  lui  mériter  plus 
que  toute  autre  l'attention  générale ,  puisqu'elle  est  aujourd'hui 
la  pltts  Importante  pour  la  pratique,  c'est  qu'elle  peut  être  con- 
sidérée comme  la  seule  base  solide  de  la  réorganisation  sociale 
qui  doit  terminer  l'état  de  crise  dans  lequel  se  trouvent  depuis 
gtcuips  les  nations  les  plus  civilisées.  La  dernière  partie 
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de  ce  cours  sera  spécialement  consacrée  à  élnblir  cette  {MmPI 
positiOD ,  en  la  développant  dans  toute  son  étendue.  Mais  l'es- 
quisse générale  du  grand  tableau  que  j'ai  entrepris  d'indiquer 
dans  ce  discours  manquerait  d'un  de  ses  éléments  les  plus  ca- 
ractéristiques ,  si  je  négligeais  de  signaler  ici  une  considération 
aussi  essentielle. 

Quelques  réflexions  bieo  simples  suffiront  pour  justifier  ce 
qu'une  telle  quaUllcaliou  paraît  d'abord  présenter  de  trop  am- 
bitieux. 

Ce  n'est  pas  aux  lecteurs  de  cet  ouvrage  que  je  croirai  jamais 
devoir  prouver  que  les  idées  gouvernent  et  bouleversent  le 
monde,  ou,  en  d'autres  termes,  que  tout  le  mécanisme  social 
repose  finalement  sur  des  opinions.  Ib  savent  surtout  que  la 
grande  crise  politique  et  morale  des  sociétés  actuelles  tient .  en 
dernière  analyse,  à  l'anarchie  intellectuelle.  Notre  mal  le  plus 
grave  consiste,  en  efTet,  dans  cette  profonde  divergence  qui 
Gxisle  maintenant  entre  tous  les  esprits  relativement  à  toutes 
les  maximes  fondamentales  dont  la  fixité  est  la  première  con- 
dition d'un  véritable  ordre  social.  Tant  que  les  intelligences  in- 
dividuelles n'auront  pas  adbëré  par  un  assentiment  unanime  ï 
un  certain  nombre  d'idées  générales  capables  de  former  une 
doctrine  sociale  commune ,  on  ne  peut  se  dissimuler  que  l'étal 
des  nations  restera,  de  toute  nécessité ,  essentiellement  révolu- 
tionnaire ,  malgré  tous  les  palliatifs  politiques  qui  pourront  être 
adoptés,  et  ne  comportera  réellement  que  des  institutions  pro- 
visoires. Il  est  également  certain  que  si  cette  réunion  des  esprits 
dans  une  même  communion  de  principes  peut  une  fois  être  ob- 
tenue ,  les  institutions  convenables  en  découleront  nécessaire- 
ment, sans  donner  lieu  h  aucune  secousse  grave,  le  plus  graml 
désordre  étant  déjà  dissipé  par  ce  seul  fait.  C'est  donc  là  que 
doit  se  porter  principalement  l'attention  de  tous  ceux  qui  sentent 
l'importance  d'un  état  de  cboses  vraiment  normal. 
Haînlenanl,  du  point  de  vue  élevé  oii  nous  ont  placés  gra- 
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duelleineut  les  diverses  considérations  indiquées  dans  ce  dis- 
cours, il  est  aisé  à  la  fois  el  de  caractériser  nettement  dans  son 
intime  profondenr  l'état  présent  des  sociétés ,  et  d'en  déduire 
par  quelle  voie  on  peut  le  changer  essentiellement.  F.n  me  rat- 
tachant k  la  loi  fondamentale  énoncée  au  coinnienccnient  de  ce 
discours ,  je  crois  pouvoir  résumer  exactement  toutes  les  ob- 
servations relatives  à  la  situation  actuelle  de  la  société,  en  di- 
sant simplement  que  le  désordre  actuel  des  intelligences  tieni, 
en  dernière  analyse ,  h  l'emploi  simultané  des  trois  pbtlosoptiies 
radicalement  incompatibles  :  la  philosophie  théologlque,  la  plii- 
losophie  mëlapliysique  et  la  philosophie  positive.  11  est  clair, 
en  effet ,  que  si  l'une  quelconque  de  ces  trois  philosophie;  obte- 
nait en  réalité  une  prépondérance  universelle  et  complète ,  il  y 
aurait  on  ordre  social  déterminé,  tandis  que  le  mal  coDsiste 
surtout  dans  l'absence  de  toute  véritable  organisation.  C'est  ia 
co-existence  de  ces  trois  philosophles  opposées  qui  empêche  ab- 
solumeDt  de  s'entendre  sur  aucun  poitil  csseoliel.  Or,  si  celte 
manière  do  voir  est  exacte,  il  ne  s'agit  plus  que  de  savoir  la- 
quelle des  trois  philosophles  peut  el  doit  prévaloir  par  la  na- 
ture des  choses;  tout  liomnie  sensé  devra  ensuite,  quelles 
qu'aient  pu  être,  avant  l'analyse  de  la  question ,  ses  opinions 
particulières,  s'efforcer  de  concourir  à  son  triomphe.  La  re- 
cherche étant  une  fois  réduite  â  ces  termes  simples,  elle  ne 
paraît  pas  devoir  rester  longtemps  incertaine  ;  car  il  est  évi- 
dent ,  par  toutes  sortes  de  raisons  dont  j'ai  indiqué  dans  ce 
discours  quelques-unes  des  principales,  que  la  philosophie  po- 
sitive est  seule  destinée  à  prévaloir  selon  le  cours  ordinaire 
des  choses.  Seule  elle  a  été ,  depuis  une  longue  suite  de  siècles, 
constamment  en  progrès,  tandis  que  ses  antagonistes  ont  été 
constamment  en  décadence.  Que  ce  soit  à  tort  ou  h  raison,  peu 
importe  ;  le  fait  général  est  incontestable,  el  il  suffit  On  peut  le 
déplorer,  mais  non  le  détruire ,  ni  par  conséquent  le  négliger, 
sous  peine  de  ne  se  livrer  qu'ù  des  spéculations  illusoires.  Celte 
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révolution  générale  de  Tesprit  humain  est  aujourd'hui  presque 
entièrement  accomplie  :  il  ne  reste  plus  ^  comme  je  Tai  expli- 
qué ^  qu'à  compléter  la  philosophie  positive  en  y  comprenant 
l'étude  des  phénomènes  sociaux^  et  ensuite  à  la  résumer  en  un 
seul  corps  de  doctrine  homogène.  Quand  ce  double  travail  sera 
suffisamment  avancé^  le  triomphe  définitif  de  la  philosophie  po- 
sitive aura  lieu  spontanément^  et  rétablira  l'ordre  dans  la  se* 
ciété.  La  préférence  si  prononcée  que  presque  tous  les  esprits  ^ 
depuis  les  plus  élevés  jusqu'aux  plus  vulgaires^  accordent  aa- 
jourd'hui  aux  connaissances  positives  sur  les  conceptions  vagues 
et  mystiques ,  présage  assez  l'accueil  que  recevra  cette  philo- 
sophie »  lorsqu'elle  aura  acquis  la  seule  qualité  qui  lui  manque 
encore,  un  caractère  de  généralité  convenable. 
^  En  résumé ,  la  philosophie  théologique  et  la  philosophie  mé- 
taphysique se  disputent  aujourd'hui  la  tâche,  trop  supérieure 
aux  forces  de  l'une  et  de  Tautre ,  de  réorganiser  la  société  : 
c'est  entre  elles  seules  que  subsiste  encore  la  lutte,  sous  ce 
rapport  La  philosophie  positive  n'est  hitervenue  jusqu'ici  dans 
la  contestation  que  pour  les  critiquer  toutes  deux ,  et  eUe  s'en 
est  assez  bien  acquittée  pour  les  discréditer  entièrement  Met- 
tons-la enfin  en  état  de  prendre  un  rôle  actif,  sans  nous  in- 
quiéter plus  longtemps  de  débats  devenus  inutiles.  Complétant 
la  vaste  opération  intellectuelle  commencée  par  Bacon,  par 
Descartes  et  par  Galilée ,  construisons  directement  le  système 
d'idées  générales  que  cette  philosophie  est  désormais  destinée 
à  faire  indéfiniment  prévaloir  dans  l'espèce  humaine ,  et  la  crise 
révolutionnaire  qui  tourmente  les  peuples  civilisés  sera  ess^tiel- 
lement  terminée 

Tels  sont  les  quatre  points  de  vue  principaux  sous  lesquels 
j'ai  cru  devoir  indiquer  dès  ce  moment  l'mlluence  salutaire  de 
la  philosophie  positive ,  pour  servir  de  complément  essentiéi  à 
la  définition  générale  que  j'ai  essayé  d'en  exposer. 

Avant  de  terminer,  je  désire  appeler  un  instant  l'attention 
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sur  une  dcrniCre  réflexion  (jui  me  suiiible  convenable  pour  évi- 
ter, aulanl  que  possible,  qu'on  se  forme  d'avance  une  opUiion 
erronfïe  de  la  nature  de  ce  cours. 

En  assignant  pour  Lut  ù  la  philosophie  positive  de  résumer 
en  un  seul  corps  de  doctrine  tiomogëne  l'ensemble  des  con- 
naissances acquises,  relativement  ans  différents  ordres  de  pbé- 
nomènes  naturels ,  it  était  loin  de  ma  pensée  de  vouloir  pro- 
céder à  l'étude  générale  de  ces  phénomènes  en  les  considérant 
tous  comme  des  elTels  divers  d'un  principe  unique ,  comme  as- 
stijétb  à  une  seule  et  même  loi.  Quoique  je  doive  traiter  spé- 
cialement cette  question  dans  la  prochaine  leçon ,  je  crois  de- 
voir, dès  à  présent,  en  faire  la  déclaration  .  afin  de  prévenir 
les  reproches  très-mal  fondés  que  pourraient  m'adresser  ceu^ 
qui,  sur  un  faux  aperçu,  classeraient  ce  cours  parmi  ces  teuta- 
lives  d'explication  universelle  qu'on  volt  éclore  journellement 
de  la  part  d'esprits  entièrement  étrangers  aux  méUiodcs  et  aux 
connaissances  scientinques,  il  ne  s'agit  ici  de  rien  de  semblable; 
et  le  développement  de  ce  cours  en  fournira  la  preuve  mani- 
feste à  tous  ceux  chez  lesquels  les  éclaircissements  contenus 
dans  ce  discours  auraient  pu  laisser  quelques  doutes  h  cet 
égard. 

Dans  ma  profonde  conviction  personnelle,  je  considère  ces 
entreprises  d'explication  universelle  de  tous  les  pliénomènes 
par  ime  loi  uuique,.comme  éminemment  chimériques,  m<hne 
quand  elles  sont  tentées  par  tes  intelligences  les  plus  compé- 
tentes. .Pc  crois  que  les  moyens  de  l'esprit  humain  sont  trop  fai- 
bles ,  et  l'univers  trop  compliqué  pour  qu'une  telle  perfecUon 
scientifique  soit  jamais  à  notre  portée,  et  je  pense,  d'ailleurs, 
qu'on  se  forme  généralement  une  idée  très-exagérée  des  avan- 
tages qui  en  résulter^ent  nécessairement,  si  elle  était  possible: 
Dans  tous  les  cas,  il  me  semble  évident  que,  vu  l'état  présenl 
de  nos  connaissances,  nous  en  sommes  encore  beaucoup  trop 
loin  pour  que  de  telles  tentatives  puissent  être  raisonnables 
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avant  un  laps  de  temps  considérable.  Car,  si  on  pouvait  espé- 
rer d'y  parvenir^  ce  ne  pourrait  être,  suivant  moi,  qu'en  ratta- 
chant tous  les  phénomènes  naturels  à  la  loi  positive  la  plus  gé- 
rale  que  nous  connaissions  5  la  loi  de  la  gravitation ,  qui  lie  déjà 
tous  les  phénomènes  astronomiques  à  une  partie  de  ceux  de  la 
physique  terrestre.  Laplace  a  exposé  effectivement  une  concep- 
tion par  laquelle  on  pourrait  ne  voir  dans  les  phénomènes  chi- 
miques que  de  simples  effets  moléculaires  de  l'attraction  new* 
tonienne^  modifiée  par  la  figure  et  la  position  mutuelle  des 
atomes.  Mais^  outre  rmdétermination  dans  laquelle  resterait 
probablement  toujours  cette  conception^  par  Fabsence  des  don- 
nées essentielles  relatives  à  la  constitution  intime  des  corps,  il 
est  presque  certain  que  la  difficulté  de  l'appliquer  serait  telle  5 
qu'on  serait  obligé  de  maintenir,  comme  artificielle,  la  divi- 
sion aujourd'hui  établie  conmie  naturelle  entre  Tastronomie  et 
la  chimie.  Aussi  Laplace  n'a-t-il  présenté  cette  idée  que  comme 
un  simple  jeu  philosophique,  incapable  d'exercer  réellement 
aucune  influence  utile  sur  les  progrès  de  la  science  chimique.  Il 
y  a  plus,  d'ailleurs;  car,  même  en  supposant  vaincue  cette  in- 
surmontable difficulté ,  on  n'aurait  pas  encore  atteint  à  Punité 
scientifique ,  puisqu'il  faudrait  ensuite  tenter  de  rattacher  à  la 
même  loi  l'ensemble  des  phénomènes  physiologiques;  ce  qui, 
certes,  ne  serait  pas  la  partie  la  moins  difficile  de  Pentreprise. 
Et,  néanmoins,  Phypotbèse  que  nous  venons  de  parcourir  se- 
rait, tout  bien  considéré,  la  plus  favorable  à  cette  unité  si  dé- 
sirée. 

Je  n'ai  pas  besoin  de  plus  grands  détails  pour  achever  de  con- 
vaincre que  le  but  de  ce  cours  n'est  nullement  de  présenter  tous 
les  phénomènes  naturels  comme  étant  au  fond  identiques ,  sauf 
la  variété  des  circonstances.  La  philosophie  positive  serait  sans 
doute  plus  parfaite  s'il  pouvait  en  être  ainsi.  Mais  cette  condi- 
tion n'est  nydlement  nécessaire  à  sa  formation  systématique, 
non  plus  qu'à  la  réalisation  des  grandes  et  heureuses  consé- 


EXPOSITION. 


49 


quencesque  nous  l'avons  vue  ilcsUnée  à  produire,  il  n'y  a  d'unité 
indispensable  pour  cela  que  i'unilé  de  inélliode ,  laquelle  peut  et 
doit  évidemment  exister,  et  se  trouve  déjà  établie  en  majeure 
partie.  Quant  à  la  doctrine,  il  n'es!  pas  nécessaire  qu'elle  soit 
une  ;  il  suffit  qu'elle  soit  homogâne.  C'est  donc  sous  le  double 
point  de  vue  de  l'unité  des  mctbodcs  et  de  rbomogénéilé  des 
doctrines  que  nous  considérons,  dans  ce  cours,  les  diJTérentes 
classes  de  théories  positives.  Tout  en  tendant  tu  diminuer,  le  plus 
possible,  le  nombre  des  lois  générales  nécessaires  il  l'explica- 
tion positive  des  phénomènes  naturels ,  ce  qui  est ,  en  efTet ,  le 
bat  phitosopiiique  de  la  science ,  nous  regarderons  comme  té- 
méraire d'aspirer  jamais,  même  pour  l'avenir  le  plus  éloigné,  ^ 
les  réduire  rigoureusement  h  une  seule. 

J'ai  tenté,  dans  ce  discours,  de  déterminer,  aussi  exactement 
qu'U  a  été  eu  mon  pouvoir,  le  but,  t'espril  et  l'influence  de  la 
philosophie  posilive.  J'ai  donc  marqué  le  terme  vers  lequel  ont 
toujours  tendu  et  tendront  sans  cosse  Ions  mes  iravaus,  soit 
dans  ce  cours,  soit  de  toute  autre  manière,  Personne  n'est  plus 
profondément  convaincu  que  moi  de  rinsulTisance  de  mes  forces 
intellectueUes ,  fasseut-elles  même  très-supérieures  h  leur  va- 
leur réelle ,  pour  répondre  à  une  tache  aussi  vaste  et  aussi  éle- 
vée. Mais  ce  qui  ne  peut  être  fait  ni  par  un  seul  esprit,  ni  en  une 
seule  vie,  un  seul  peut  le  proposer  nettement.  Telle  est  toute 
mon  ambition. 

Ayant  exposé  le  véritable  but  de  ce  cours ,  c'est-à-dire  ûxé  le 
point  de  vue  sous  lequel  je  considérerai  les  diverses  branches 
prbicipales  de  la  pldlosophie  naturelle ,  je  compléterai,  dans  la 
leçon  prochaine ,  ces  prolégomènes  généraux,  en  passant  ."i  l'ex- 
position du  plan ,  c'est- à -dire  à  la  détermination  de  l'ordre  en- 
cyclopédique qu'il  convient  d'établir  entre  les  diverses  classes 
des  phénomènes  naturels ,  et  par  conséquent  entre  les  sciences 
posiUvcs  correspondantes. 
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Exposition  da  plan  de  ce  coors  »  on  consldératlong  générales  aor  la 

lilérarclile  des  sciences  positives. 

Après  avoir  caractérisé  aussi  exactement  que  possible  ^  dans 
la  leçon  précédente^  les  considérations  à  présenter  dans  ce 
cours  sur  toutes  les  branches  principales  de  la  philosophie  na- 
turelle ,  il  faut  déterminer  maintenant  le  plan  que  nous  devons 
suivre,  c'est-à-dire,  la  classification  rationnelle  la  plus  conve- 
nable à  établir  entre  les  différentes  sciences  positives  fondamen- 
tales, pour  les  étudier  successivement  sous  le  point  de  vue  que 
nous  avons  fixé.  Cette  seconde  discussion  générale  est  indis* 
pensable  pour  achever  de  faire  connaître  dès  Torigine  le  vé- 
ritable esprit  de  ce  cours. 

On  conçoit  aisément  d'abord  qu'il  ne  s'agit  pas  ici  de  faire 
la  critique ,  malheureusement  trop  facile ,  des  nombreuses  clas- 
sifications qui  ont  été  proposées  successivement  depuis  deux 
siècles,  pour  le  système  général  des  connaissances  humaines, 
envisagé  dans  toute  son  étendue.  On  est  aujourd'hui  bien  con- 
vaincu que  toutes  les  échelles  encyclopédiques  construites, 
comme  celles  de  Bacon  et  de  d'Alembert ,  d'après  une  distinc- 
tion quelconque  des  diverses  facultés  de  l'esprit  humain ,  sont 
par  cela  seul  radicalement  vicieuses,  même  quand  cette  dis- 
tinction n'est  pas ,  comme  il  arrive  souvent ,  plus  subtile  que 
réelle;  car,  dans  chacune  de  ses  sphères  d'activité,  notre  enten- 
dement emploie  simultanément  toutes  ses  facultés  principales. 
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Quant  à  toutes  les  autres  classifications  proposées,  il  suffira  d'ob- 
server que  les  différentes  discussions  élevées  à  ce  sujet  ont  eu 
pour  résultat  définitif  de  montrer  dans  chacune  des  vices  fon- 
damentaux^ tellement  qu'aucune  n'a  pu  obtenir  un  assentiment 
unanime ,  et  qu'il  existe  à  cet  égard  presqu'autant  d'opinions 
que  d'individus.  Ces  diverses  tentatives  ont  même  été ,  en  gé- 
néral^ si  mal  conçues^  qu'il  en  est  résulté  involontairement  dans 
la  plupart  des  bons  esprits  une  prévention  défavorable  contre 
toute  entreprise  de  ce  genre. 

Sans  nous  arrêter  davantage  sur  un  fait  si  bien  constaté ,  il 
est  plus  essentiel  d'en  rechercher  la  cause.  Or,  on  peut  aisément 
s'expliquer  la  profonde  imperfection  de  ces  tentatives  encyclo- 
pédiques^ si  souvent  renouvelées  jusqu'ici.  Je  n'ai  pas  besoin  de 
faire  observer  que  5  depuis  le  discrédit  général  dans  lequel  sont 
tombés  les  travaux  de  cette  nature  par  suite  du  peu  de  solidité 
des  premiers  projets ,  ces  classifications  ne  sont  conçues  le  plus 
souvent  que  par  des  esprits  presque  entièrement  étrangers  à  la 
connaissance  des  objets  à  classer.  Sans  avoir  égard  à  cette  consi- 
dération personnelle,  il  en  est  une  beaucoup  plus  impor- 
tante^ puisée  dans  la  nature  même  du  sujet,  et  qui  montre 
clairement  pourquoi  il  n'a  pas  été  possible  jusqu'ici  de  s'élever 
à  une  conception  encyclopédique  véritablement  satisfaisante. 
Elle  consiste  dans  le  défaut  d'homogénéité   qui  a  toujours 
existé  jusqu'à  ces  derniers  temps  entre  les  difi'érentes  parties  du 
système  intellectuel  ^  les  unes  étant  successivement  devenues 
positives,  tandis  que  les  autres  restaient  théologiques  ou  méta- 
physiques. Dans  un  état  de  choses  aussi  incohérent,  il  était  évi- 
demment impossible  d'établir  aucune  classification  rationnelle. 
Gomment  parvenir  à  disposer,  dans  un  système  unique,  des 
conceptions  aussi  profondément  contradictoires  ?  c'est  une  diffi- 
culté contre  laquelle  sont  venus  échouer  nécessairement  tous  les 
classificateurs^  sans  qu'aucun  l'ait  aperçue  distinctement.  Il  était 
bien  sensible  néanmoins,  pour  quiconque  eût  bien  connu  la  vé- 
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litable  situation  de  l'esprit  humain^  qu'une  telle  entreprise  était 
prématurée^  et  qu'elle  ne  pourrait  être  tentée  avec  succès  que 
lorsque  toutes  nos  conceptions  principales  seraient  devenues  po- 
sitives. 

Cette  condition  fondamentale  pouvant  maintenant  être  re- 
gardée comme  remplie^  d'après  les  explications  données  dans  la 
leçon  précédente ,  il  est  dès  lors  possible  de  procéder  à  une 
disposition  vraiment  rationnelle  et  durable  d*un  système  dont 
toutes  les  parties  sont  enfin  devenues  homogènes. 

D'un  autre  côté ^  la  théorie  générale  des  classifications^  éta- 
blie dans  ces  derniers  temps  par  les  travaux  philosophiques  des 
botanistes  et  des  zoologistes ,  permet  d'espérer  un  succès  réel 
dans  un  semblable  travail^  en  nous  offrant  un  guide  certain  par 
le  véritable  principe  fondamental  de  Fart  de  classer,  qui  n'avait 
jamais  été  conçu  distinctement  jusqu'alors.  Ce  principe  est  une 
conséquence  nécessaire  de  la  seule  application  directe  de  la 
méthode  positive  à  la  question  même  des  classifications^  qui  5 
comme  toute  autre ^  doit  être  traitée  par  observation^  au  lieu 
d'être  résolue  par  des  considérations  à  priori.  Il  consiste  en  ce 
que  la  classification  doit  ressortir  de  l'étude  même  des  objets 
à  classer,  et  être  déterminée  par  les  affinités  réelles  et  l'enchaî- 
nement naturel  qu'ils  présentent,  de  telle  sorte  que  cette  classifi- 
cation soit  elle-même  l'expression  du  fait  le  plus  général,  mani- 
festé par  la  comparaison  approfondie  des  objets  qu'elle  em- 
brasse. 

Appliquant  cette  règle  fondamentale  au  cas  actuel,  c'est  donc 
d'après  la  dépendance  mutuelle  qui  a  lieu  effectivement  entre 
les  diverses  sciences  positives,  que  nous  devons  procéder  à 
leur  classification  ;  et  cette  dépendance ,  pour  être  réelle ,  ne 
peut  résulter  que  de  celle  des  phénomènes  correspondants. 

Mais  avant  d'exécuter,  dans  un  tel  esprit  d'observation,  cette 
importante  opération  encyclopédique,  il  est  indispensable,  pour 
ne  pas  nous  égarer  dans  un  travail  trop  étendu ,  de  circonscrire 
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avec  plus  de  précislou  que  uous  ae  l'avoi 
jet  propre  de  la  classilicaljon  proposée. 

Tons  les  travaux  tiumaios  sont,  ou  de  spéculation ,  ou  d'ac- 
tion. Ainsi,  la  division  la  plus  générale  de  nos  connaissances 
réelles  consiste  a  les  distinguer  en  Uiéoriques  et  pratiques,  Si 
nous  considérons  d'abord  celle  première  division.  Il  est  évident 
que  c'est  seulement  des  connaissances  théoriques  qu'il  doit  être 
question  dans  un  cours  de  la  nature  de  celui-ci  ;  car,  il  ne  s'^it 
point  d'observer  le  système  entier  des  notions  humaines,  mais 
uniquement  celui  des  conceptions  Tondamentalcs  sous  les  divers 
ordres  de  pbénomèites ,  qui  rournissent  une  base  solide  a  toutes 
nos  autres  combinaisons  quelconques,  et  qui  ne  soul.ù  leur 
tour,  fondées  sur  aucun  système  intellectuel  antécédent.  Or, 
dans  un  tel  travail ,  c'est  la  spéculation  qu'il  faut  considérer,  et 
non  l'application ,  si  ce  n'est  en  tant  que  celle-ci  peut  éclaircir 
la  première.  C'est  ta  probablemcut  ce  qu'entendait  Bacon, 
quoique  fort  Imparfaitement,  par  celle  philosophie  pretnière 
qu'il  indique  comme  devant  être  extraite  de  l'ensemble  des 
sciences,  et  qui  a  été  si  diversement  et  toujours  si  étrange- 
ment conçue  par  les  métaphysiciens  qui  ont  entrepris  de 
commenter  sa  pensée. 

Sans  doute,  quand  on  envisage  l'ensemble  complet  des  tra- 
vaux de  tout  genre  de  l'espèce  humaine,  on  doit  concevoir  l'é- 
tude de  la  nature  comme  destinée  a  fournir  la  véritable  base 
rationnelle  de  l'actlou  de  l'homme  sur  la  nature,  puisque  la  con- 
naissance des  lois  des  phénomènes,  dont  le  résultat  constant  est 
de  nous  les  faire  prévoir,  peut  seule  évidemment  nous  con- 
duire, dans  la  vie  active,  a  les  modifier  a  notre  avantage  les  uns 
par  les  autres.  Nos  moyens  naturels  et  directs  pour  agir  sur  les 
corps  qui  nous  entourent  sont  extrêmement  faibles,  et  toul-&- 
faît  disproportionnés  a  nos  besoins.  Toutes  les  fois  que  nous 
parvenons  a  exercer  une  grande  action ,  c'est  seulement  parce 
que  la  connaissance  des  lois  naturelles  nous  permet  d'intro- 
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duire  parmi  les  circonstances  détennlnées  sous  Finfluence  des- 
quelles s'accomplissent  les  divers  phénomènes ,  quelques  élé- 
ments modificateurs,  qui,  quelque  faibles  qu'ils  soient  en  eux- 
mêmes,  suffisent,  dans  certains  cas,  pour  faire  tourner  à  notre 
satisfaction  les  résultats  définitifs  de  l'ensemble  des  causes  exté- 
rieures. En  résumé,  science,  d'où  prévoyance;  prévoyance,  d^ok 
action  :  telle  est  la  formule  très-simple  qui  exprime,  d'une  ma- 
nière exacte,  la  relation  générale  de  la  science  et  de  l'arf ,  en 
prenant  ces  deux  expressions  dans  leur  acception  totale. 

Mais,  malgré  l'importance  capitale  de  cette  relation,  qui  ne 
doit  jamais  être  méconnue ,  ce  serait  se  former  des  sciences  une 
îdée  bien  imparfaite  que  de  les  concevoir  seulement  comme  les 
bases  des  arts ,  et  c'est  à  quoi  malheureusement  on  n'est  que 
trop  enclin  de  nos  jours.  Quels  que  soient  les  immenses  ser- 
vices rendus  à  Vindustrie  par  les  théories  scientifiques,  quoi- 
que ,  suivant  l'énergique  expression  de  Bacon ,  la  puissance  soit 
nécessairement  proportionnée  à  la  connaissance,  nous  ne  de- 
vons pas  oublier  que  les  sciences  ont,  avant  tout,  une  destina- 
tion plus  directe  et  plus  élevée ,  celle  de  satisfaire  au  besoin 
fondamental  qu'éprouve  notre  intelligence  de  connaître  les 
lois  des  phénomènes.  Pour  sentir  combien  ce  besoin  est  pro- 
fond et  impérieux,  il  suffit  de  penser  un  instant  aux  effets  phy- 
siologiques de  Vétonnement,  et  de  considérer  que  la  sensation  la 
plus  terrible  que  nous  puissions  éprouver  est  celle  qui  se  produit 
toutes  les  fois  qu'un  phénomène  nous  semble  s'accomplir  con- 
tradictoirement  aux  lois  naturelles  qui  nous  sont  familières.  Ce 
besoin  de  disposer  les  faits  dans  un  ordre  que  nous  puissions 
concevoir  avec  facilité  (ce  qui  est  l'objet  propre  de  toutes  les 
théories  scientifiques)  est  tellement  inhérent  à  notre  organisa- 
tion, que^  si  nousne  parvenions  pas  à  le  satisfaire  par  des  concep- 
tions positives,  nous  retournerions  inévitablement  aux  explica- 
tions théologiques  et  métaphysiques  auxquelles  il  a  primitivement 
donné  naissance ,  comme  je  l'ai  exposé  dans  la  dernière  leçon. 


I  cru  devoir  sigualer  expressément  dès  ce  moment  une 
Mération  qui  se  reproduira  fri'qucniment  dans  toute  la 
suite  de  ce  cours,  afm  d'indiquer  In  n«5cessité  de  se  prémuuir 
contre  la  Irop  grande  Influence  des  habitudes  actuelles  qui  (en- 
deut  îi  empêcher  qu'on  se  forme  des  idées  justes  et  uobles  de 
l'importance  et  de  la  destination  des  sciences.  Si  la  puissance 
prépondérante  de  notre  organisation  ne  corrigeait ,  même  invo- 
lontaîremenl,  dans  l'esprit  des  savants,  ce  qu'il  y  asous  ce 
rapport  d'incomplet  et  d'étroit  dans  la  tendance  générale  de 
notre  époque,  l'intelligence  Immaine,  réduite  ï  ne  s'occuper 
que  de  recherches  susceptibles  d'une  utilité  pratique  Immé- 
diate ,  se  trouverait  par  cela  seul .  comme  l'a  très  juslement 
remarqué  Condorcet,  tout-â-fait  arrêtée  dans  ses  progrès, 
même  à  l'égard  de  ces  applications  auxquelles  on  aurait  Impni- 
demmeut  sacriCé  les  travaux  purement  spéculatifs;  car.  les  ap- 
plications les  plus  imporlaules  dérivent  constamment  de  théo- 
ries formées  dans  une  simple  intention  scientifique,  et  qui  sou- 
vent ont  été  cultivées  pendant  plusieurs  sii^cles  sans  produire 
nucUD  résultat  pratique.  On  en  peut  citer  un  exemple  bien  re- 
marquable dans  tes  belles  spéculations  des  géomètres  grecs 
sur  les  sections  coniques ,  qui ,  après  une  longue  suite  de  géné- 
nttiODS,  ont  servi,  en  déterminant  la  rénovation  de  l'aslronomie. 
a  conduire  finalement  l'art  de  la  navigation  au  degré  de  per- 
fectionnement qu'il  n  atteint  dans  ces  derniers  temps ,  et  au- 
Qtiel  i!  ne  serait  jamais  parvenu  sans  les  travaux  si  purement 
théoriques  d'Archlmède  et  d'Apollouius  ;  tellement  que  Condor- 
cet  a  pu  dire  avec  raison  ù  cet  égard  :  "  Le  matelot,  qu'une 

■  exacte  observation  de  la  longitude  préserve  du  naufrage ,  doit 
»  la  <ie  a  une  théorie  conçue,  deux  mille  ans  auparavant,  par 
»  des  hommes  de  génie  qui  avaient  en  vue  de  simples  spécula- 

■  lions  géométriques.  • 

11  est  donc  évident  qu'après  avoir  conçu, d'une  manière  gé- 
Bcral*' .  l'élude  de  la  natur.^  comme  servant  rie  hase  rationnelle 
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à  l'action  sur  la  nature ,  Tesprit  humain  doit  procéder  aux  re- 
cherches théoriques^  en  faisant  complètement  abstraction  de 
toute  considération  pratique  ;  car,  nos  moyens  pour  découvrir 
la  vérité  sont  tellement  faibles ,  que  si  nous  ne  les  concentrions 
pas  exclusivement  vers  ce  but ^  et  si,  en  cherchant  la  vérité, 
nous  nous  imposions  en  même  temps  la  condition  étrangère  d'y 
trouver  une  utilité  pratique  immédiate,  il  nous  serait  presque 
toujours  impossible  d'y  parvenir. 

Quoi  qu'U  en  soit ,  il  est  certain  que  l'ensemble  de  nos  con- 
naissances sur  la  nature,  et  celui  des  procédés  que  nous  en  dé- 
duisons pour  la  modifier  à  notre  avantage,  forment  deux  sys- 
tèmes essentiellement  distincts  par  eux-mêmes,  qu'il  est  conve- 
nable de  concevoir  et  de  cultiver  séparément.  En  outre,  le  pre- 
mier système  étant  la  base  du  second ,  c'est  évidemment  celui 
qu'il  convient  de  considérer  d'abord  dans  une  étude  méthodi- 
que, même  quand  on  se  proposerait  d'embrasser  la  totalité  des 
connaissances  humaines,  tant  d'application  que  de  spéculation. 
Ce  système  théorique  me  parait  devoûr  constituer  exclusivement 
aujourd'hui  le  sujet  d'un  cours  vraiment  rationnel  de  philoso- 
phie positive  :  c'est  ainsi  du  moins  que  je  le  conçois.  Sans  doute, 
il  serait  possible  d'imaginer  un  cours  plus  étendu,  portant  à 
la  fois  sur  les  généralités  théoriques  et  sur  les  généralités  prati- 
ques. Mais  je  ne  pense  pas  qu'une  telle  entreprise,  même  indé- 
pendamment de  son  étendue,  puisse  être  convenablement  tentée 
dans  l'état  présent  de  l'esprit  humain.  Elle  me  semble,  en  elTet, 
exiger  préalablement  un  travail  très-important  et  d'une  nature 
toute  particulière,  qui  n'a  pas  encore  été  fait,  celui  de  former, 
d'après  les  théories  scientifiques  proprement  dites ,  les  concep- 
tions spéciales  destinées  h  servir  de  bases  directes  aux  procédés 
généraux  de  la  pratique. 

Au  degré  de  développement  déjà  atteint  par  notre  intelli- 
gence ,  ce  n'est  pas  immédiatement  que  les  sciences  s'appli- 
quent aux  arts,  du  moins  dans  les  cas  les  plus  parfaits;  il 
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existe  entre  ces  deux  ordres  d'idées  uu  ordre  moyeu ,  qui ,  en- 
core mal  détermioé  dans  son  caractère  philosopbique ,  est  déjà 
plus  sensible  quand  on  coDsidère  la  classe  sociale  qui  s'en  oc- 
ctipe  spécialement.  Entre  les  savanU  proprement  dits  et  les 
directeurs  elTectifs  des  travaux  produclib  il  commence  à  se  for- 
mer de  nos  jours  une  classe  intermédiaire ,  celle  des  ingcmeurs, 
dont  la  destination  spéciale  est  d'organiser  les  relations  de  la 
théorie  et  de  la  pratique.  Sans  avoir  aucunement  en  ïuc  le  pro- 
grès des  connaissances  scientifiques,  elle  les  considère  dans  leur 
état  présent  pour  en  déduire  les  applications  industrielles  dont 
elles  sont  susceptibles.  Telle  est,  du  moins ,  la  tendance  natu- 
relle des  choses,  quoiqu'il  y  ait  encore  à  cet  égard  beaucoup 
de  confusion.  Le  corps  de  doctrine  propre  à  cette  classe  nou- 
velle, et  qui  doit  constituer  les  véritables  théories  directes  des 
différents  arts,  pourrait,  sans  doute,  donner  lieu  i  des  considé- 
rations philosophiques  d'un  grand  intérêt  et  d'une  importance 
réelle.  Mais,  un  travail  qui  les  embrasserait  conjointement  avec 
celles  fondées  sur  les  sciences  proprement  dites ,  serait  aujour- 
d'hui tout -à-fait  prématuré  ;  car,  ces  doctrines  intermédiaires 
entre  la  théorie  pure  et  la  pr.itique  directe  ne  sont  point  encore 
formées  :  Il  n'en  existe  jusqu'ici  que  quelques  éléments  impar- 
faits relatifs  aux  sciences  et  aux  arts  les  plus  avancés,  et  qui 
permettent  seulement  de  concevoir  la  nature  et  la  possibilité  de 
semblables  travaux  pour  l'ensemble  des  opérations  humaines. 
C'est  ainsi,  pour  en  citer  ici  l'exemple  le  plus  important,  qu'on 
doit  envisager  la  belle  conception  de  Rlongc ,  relativement  à  la 
géométrie  descriptive ,  qui  n'est  réellement  autre  cbose  qu'une 
Ibéorie  générale  des  arts  de  construction.  J'aurai  soin  d'indi- 
quer successivement  le  petit  nombre  d'idées  analogues  déjù 
formées  et  de  faire  apprécier  leur  importance,  il  mesure  que  le 
développement  naturel  de  ce  cours  nous  les  présentera.  Mais  il 
est  clair  que  des  conceptions  jusqu'à  présent  aussi  incomplètes 
!  doivent  poini   cnlrer.  comme  partie   essentielle .  dans  un 
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cours  de  philosophie  positive  qui  ne  doit  comprendre,  autant 
que  possible ,  que  des  doctrines  ayant  un  caractère  fixe  et  net- 
tement  déterminé. 

On  concevra  d'autant  mieux  la  difficulté  de  construire  ces 
doctrines  intermédiaires  que  je  viens  d'indiquer,  si  Ton  consi- 
dère que  chaque  art  dépend  non-seulement  d'une  certaine 
science  correspondante ,  mais  à  la  fois  de  plusieurs ,  tellement 
que  les  arts  les  plus  importants  empruntent  des  secours  directs 
à  presque  toutes  les  diverses  sciences  principales.  C'est  ahisi 
que  la  véritable  théorie  de  l'agriculture,  pour  me  borner  au 
cas  le  plus  essentiel,  exige  une  intime  combinaison  de  connais- 
sances physiologiques ,  chimiques ,  physiques  et  même  astrono- 
miques et  mathématiques  :  il  en  est  de  même  des  beaux-arts. 
On  aperçoit  aisément  «  d'après  cette  considération ,  pourquoi  ces 
théories  n'ont  pu  encore  être  formées,  puisqu'elles  supposent  le 
développement  préalable  de  toutes  les  différentes  sciences  fon- 
damentales. Il  en  résulte  également  un  nouveau  motif  de  ne 
pas  comprendre  un  tel  ordre  d'idées  dans  un  cours  de  philo- 
sophie positive,  puisque,  loin  de  pouvoir  contribuer  à  la  forma- 
tion systématique  de  cette  philosophie ,  les  théories  générales 
propres  aux  différents  arts  principaux  doivent,  au  contraire, 
comme  nous  le  voyons ,  être  vraisemblablement  plus  tard  une 
des  conséquences  les  plus  utiles  de  sa  construction. 

En  résumé ,  nous  ne  devons  donc  considérer  dans  ce  cours 
que  les  théories  scientifiques  et  nullement  leurs  applications. 
Mais  avant  de  procéder  à  la  classification  méthodique  de  ses 
différentes  parties,  U  me  reste  à  exposer,  relativement  aux 
sciences  proprement  dites,  une  distinction  importante,  qui 
achèvera  de  chrconscrire  nettement  le  sujet  propre  de  l'étude 
que  nous  entreprenons. 

Il  faut  distinguer,  par  rapport  à  tous  les  ordres  de  phéno- 
mènes, deux  genres  de  sciences  naturelles  :  les  unes  abstraites^ 
générales,  ont  pour  objet  la  découverte  des  lois  qui  régissent  les 
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diverses  classes  de  phénomènes^  en  considérant  tous  les  cas 
qu'on  peut  concevoir  ;  les  autres  concrètes,  particulières,  des- 
criptives ,  et  qu'on  désigne  quelquefois  sous  le  nom  de  sciences 
naturelles  proprement  dites,  consistent  dans  l'application  de 
ces  lois  à  l'histoire  effective  des  différents  êtres  existants.  Les 
premières  sont  donc  fondamentales ,  c'est  sur  elles  seulement 
que  porteront  nos  études  dans  ce  cours;  les  autres,  quelle  que 
soit  leur  importance  propre,  ne  sont  réellement  que  secon- 
daires^ et  ne  doivent  points  par  conséquent,  faire  partie  d'un 
travail  que  son  extrême  étendue  naturelle  nous  ohllge  à  ré- 
duire au  moindre  développement  possible. 

La  distinction  précédente  ne  peut  présenter  aucune  obscu- 
rité aux  esprits  qui  ont  quelque  connaissance  spéciale  des  dif- 
férentes sciences  positives,  puisqu'elle  est  à  peu  près  l'équi- 
valent de  celle  ^qu'on  énonce  ordinairement  dans  presque  tous 
les  traités  scientifiques  en  comparant  la  physique  dogmatique  à 
l'histoire  naturelle  proprement  dite.  Quelques  exemples  suffi- 
ront d'ailleurs  pour  rendre  sensible  cette  division ,  dont  l'im- 
portance n'est  pas  encore  convenablement  appréciée. 

On  pourra  d'abord  l'apercevoir  très-nettement  en  comparant, 
d'une  part,  la  physiologie  générale,  et,  d'une  autre  part,  la  zoo- 
logie et  la  botanique  proprement  dites.  Ce  sont  évidemment,  en 
effet,  deux  travaux  d'un  caractère  fort  distinct,  que  d'étudier, 
en  général,  les  lois  de  la  vie,  ou  de  déterminer  le  mode  d'exis- 
tence de  chaque  corps  vivant,  en  particulier.  Cette  seconde 
étude,  en  outre,  est  nécessairement  fondée  sur  la  première. 

n  en  est  de  même  de  la  chimie ,  par  rapport  à  la  minéra- 
logie ;  la  première  est  évidemment  la  base  rationnelle  de  la 
seconde.  Dans  la  chimie,  on  considère  toutes  les  combinaisons 
possibles  des  molécules,  et  dans  toutes  les  circonstances  ima- 
ginables ;  dans  la  minéralogie ,  on  considère  seulement  celles 
de  ces  combinaisons  qui  se  trouvent  réalisées  dans  la  consti- 
tution effective  du  globe  terrestre ,  et  sous  l'mfluence  des  seules 
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circonstances  qui  lui  sont  propres.  Ce  qui  montre  clairement 
la  différence  du  point  de  vue  chimique  et  du  point  de  vue  mi- 
néralogique ,  quoique  les  deux  sciences  portent  sur  les  mêmes 
objets^  c'est  que  la  plupart  des  faits  envisagés  dans  la  première 
n'ont  qu'une  existence  artificielle»  de  telle  manière  qu'un  corps, 
comme  le  chlore  ou  le  potassium  »  pourra  avohr  une  extrême 
importance  en  chimie  par  l'étendue  et  l'énergie  de  ses  affi- 
nités »  tandis  qu'U  n'en  aura  presque  aucune  en  minéralogie  ;  et 
réciproquement  5  un  composé»  tel  que  le  granit  ou  le  quartz»  sur 
lequel  porte  la  majeure  partie  des  considérations  minéralogi- 
ques»  n'offrira»  sous  le  rapport  chimique»  qu'un  intérêt  très- 
médiocre. 

Ce  qui  rend  »  en  général»  plus  sensible  encore  la  nécessité  lo- 
gique de  cette  distinction  fondamentale  entre  les  deux  grandes 
sections  de  la  philosophie  naturelle  »  c'est  que  non-seulement 
chaque  section  de  la  physique  concrète  suppose  la  culture 
préalable  de  la  section  correspondante  de  la  physique  abs- 
traite» mais  qu'elle  exige  même  la  connaissance  des  lois  géné- 
rales relatives  à  tous  les  ordres  de  phénomènes.  Ainsi»  par 
exemple  »  non-seulement  l'étude  spéciale  de  la  terre»  consi- 
dérée sous  tous  les  points  de  vue  qu'elle  peut  présenter  effecti- 
vement »  exige  la  connaissance  préalable  de  la  physique  et  de 
la  chimie  »  mais  elle  ne  peut  être  faite  convenablement  »  sans  y 
introduire»  d'une  part»  les  connaissances  astronomiques»  et 
même»  d'une  autre  part»  les  connaissances  physiologiques;  en 
sorte  qu'elle  tient  au  système  entier  des  sciences  fondamen- 
tales. Il  en  est  de  même  de  chacune  des  sciences  naturelles  pro- 
prement dites.  C'est  précisément  pour  ce  motif  que  la  physique 
concrète  a  fait  jusqu'à  présent  si  peu  de  progrès  réels»  car  elle 
n'a  pu  commencer  à  être  étudiée  d'une  manière  vraiment  ration- 
nelle qu'après  la  physique  abstraite  j  et  lorsqae  toutes  les  di- 
verses branches  principales  de  celle-ci  ont  pris  leur  caractère 
définitif»  ce  qui  n'a  eu  lieu  que  de  nos  jours.  Jusqu'alors  on  n'a 
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pu  recneillir  à  ce  sujet  qiic  des  matériaux  plus  ou  moins  In- 
coliérenls ,  qui  sont  même  encore  Tort  Incomplels.  Les  fails  con- 
nus ne  pourront  être  coordonnés  de  manière  à  former  de  vé- 
ritables lliéories  spéciales  des  dîfTérenls  êtres  de  l'univers,  que 
lorsque  la  distinction  foodamentale  rappelée  ci-dessus,  sera 
plus  profondément  sentie  et  plus  régulièrement  organisée ,  et 
que ,  par  suite ,  les  savants  particulièrement  livrés  à  l'élude  des 
sciences  naturelles  proprement  diles,  auront  reconnu  la  néces- 
sité de  fonder  leurs  recherclies  sur  une  connaissance  approfon- 
die de  toutes  les  sciences  fondamentales,  condition  qui  est  en- 
core aujourd'hui  fort  loin  d'être  convenablement  remplie. 

L'examen  de  cette  condition  confirme  nellement  pourquoi 
nous  devons,  dans  ce  cours  de  philosophie  positive,  réduire  nos 
considérations  à  l'étude  des  sciences  générales,  sans  embras- 
ser en  même  temps  les  sciences  descriptives  ou  particulières. 
On  voit  naître  ici, en  elTet,  une  nouvelle  propriété  essenlleUo 
de  celle  étude  propre  des  généralités  de  la  physique  abstraite  ; 
c'est  de  fournir  la  base  rationnelle  d'une  physique  concrète 
vr^ment  systématique.  Ainsi ,  dans  l'état  présent  de  l'esprit  hu- 
main, U  y  aurait  une  sorte  de  contradiction  ù  vouloir  réunir,  dans 
un  seul  et  môme  cours,  les  deux  ordres  de  sciences.  Ou  peut 
dire,  de  plus,  que  quand  même  la  physique  concrète  aurait  déjà 
atteint  le  degré  de  perfectionnement  de  la  physique  abstraite , 
et  que ,  par  suite ,  il  serait  possible ,  dans  un  cours  de  philoso- 
phie positive,  d'embrasser  à  la  fois  l'une  et  l'autre,  il  n'en 
faudrait  pas  moins  évidemment  commencer  par  la  section  abs- 
traite, qui  restera  la  base  invariable  de  l'aulre.  U  est  clair,  d'ail- 
leurs, que  la  seule  étude  des  généralités  des  sciences  fonda- 
mentales ,  est  assez  vaste  par  elle-niOme ,  pour  qu'il  importe 
d'en  écarter,  autant  que  possible ,  toutes  les  considérations  qui 
ne  sont  pas  indispensables;  or,  celles  relatives  aux  sciences  se- 
condaires seront  toujours,  quoiqu'il  arrive,  d'un  genre  distinct. 
La  philosophie  des  sciences  fondamentales,  présentant  un  sys- 
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tème  de  conceptions  positives  sur  tons  nos  ordres  de  connais- 
sances réelles  ;  suffit^  par  cela  même^  pour  constituer  cette  phi- 
losophie premièi^e  que  cherchait  Bacon  ^  et  qui  étant  destinée  à 
servir  désormais  de  base  permanente  à  toutes  les  spéculations 
humaines ,  doit  être  soigneusement  réduite  à  la  plus  simple  ex- 
pression possible. 

Je  n'ai  pas  besoin  d'insister  davantage  en  ce  moment  sur 
une  telle  discussion^  que  j'aurai  naturellement  plusieurs  occa- 
sions de  reproduire  dans  les  diverses  parties  de  ce  cours.  L'ex- 
plication précédente  est  assez  développée  pour  motiver  la  ma- 
nière dont  j'ai  circonscrit  le  sujet  général  de  nos  considéra- 
tions. 

Mnsi,  en  résultat  de  tout  ce  qui  vient  d'être  exposé  dans  cette 
leçon 5  nous  voyons;  l^^Que  la  science  humaine  se  composant, 
dans  son  ensemble  ^  de  connaissances  spéculatives  et  de  con- 
naissances d'application^  c'est  seulement  des  premières  que 
nous  devons  nous  occuper  ici;  2°  que  les  connaissances  théori- 
ques ou  les  sciences  proprement  dites  ^  se  divisant  en  sciences 
générales  et  sciences  particulières ,  nous  devons  ne  considé* 
rer  ici  que  le  premier  ordre ,  et  nous  borner  à  la  physique  abs- 
traite^ quelque  intérêt  que  puisse  nous  présenter  la  physique 
concrète. 

Le  sujet  propre  de  ce  cours  étant  par  là  exactement  circons- 
crit^ il  est  facile  maintenant  de  procéder  à  une  classification  ra- 
tionnelle vraiment  satisfaisante  des  sciences  fondamentales  ^  ce 
qui  constitue  la  question  encyclopédique^  objet  spécial  de  cette 
leçon. 

Il  faut  5  avant  tout^  commencer  par  reconnaître  que  ^  quelque 
naturelle  que  puisse  être  une  telle  classification^  elle  renfermera 
toujours  nécessairement  quelque  chose,  sinon  d'arbitraire 5 do 
moins  d'artificiel,  de  manière  à  présenter  une  imperfection  vd- 
ritable. 

En  efl'ct ,  le  but  principal  que  l'on  doit  avoir  en  vue  dans  toot 
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travail  encyclopédique^  c'est  de  disposer  les  sciences  dans  l'or- 
dre de  leur  enchaînement  naturel,  en  suivant  leur  dépendance 
mutuelle; de  telle  sorte  qu'on  puisse  les  exposer  successive- 
ment^ sans  jamais  être  entraîné  dans  le  moindre  cercle  vicieux. 
Or^  c'est  une  condition  qu'il  me  paraît  impossible  d'accomplir 
d'une  manière  tout-à-fait  rigoureuse.  Qu'il  me  soit  permis  de 
donner  ici  quelque  développement  à  cette  réflexion,  que  je 
crois  importante  pour  caractériser  la  véritable  difiQculté  de  la 
recherche  qui  nous  occupe  actuellement  Cette  considération , 
d'ailleurs,  me  donnera  lieu  d'établir,  relativement  à  l'exposi- 
tion de  nos  connaissances,  un  principe  général  dont  j'aurai  plus 
tard  à  présenter  de  fréquentes  applications. 

Toute  science  peut  être  exposée  suivant  deux  marches  es- 
sentiellement distinctes,  dont  tout  autre  mode  d'exposition  ne 
saurait  être  qu'une  combinaison ,  la  marche  historique ,  et  la 
marche  dogmatique. 

Par  le  premier  procédé,  on  expose  successivement  les  con- 
naissances dans  le  même  ordre  eflfectif  suivant  lequel  l'esprit  hu- 
main les  a  réellement  obtenus,  et  en  adoptant,  autant  que  pos- 
sible ,  les  mêmes  voies. 

Par  le  second ,  on  présente  le  système  des  idées  tel  qu'il  pour- 
rait être  conçu  aujourd'hui  par  un  seul  esprit,  qui,  placé  au 
point  de  vue  convenable,  et  pourvu  des  connaissances  suffi- 
santes, s'occuperait  à  refaire  la  science  dans  son  ensemble. 

Le  premier  mode  est  évidemment  celui  par  lequel  commence, 
de  toute  nécessité ,  l'étude  de  chaque  science  naissante  ;  car,  il 
présente  cette  propriété,  de  n'exiger,  pour  l'exposition  des  con- 
naissances, aucun  nouveau  travail  distinct  de  celui  de  leur  for- 
mation, toute  la  didactique  se  réduisant  alors  à  étudier  succcs- 
^vement,  dans  l'ordre  chronologique,  les  divers  ouvrages  ori- 
ginaux qui  ont  contribué  aux  progrès  de  la  science. 

Le  mode  dogmatique ,  supposant  au  contraire ,  que  tous  ces 
travaux  particuliers  ont  été  refondus  en  un  système  général. 
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pour  être  présentés  suivant  un  ordre  logique  plus  naturel,  n'est 
applicable  qu'à  une  science  déjà  parvenue  à  un  assez  haut  de- 
gré de  développement.  Mais^  à  mesure  que  la  science  fait  des 
progrès^  Tordre  historique  d'exposition  devient  de  plus  en  plus 
impraticable^  par  la  trop  longue  suite  d'intermédiaires  qu'il  obli- 
gerait l'esprit  à  parcourir  ;  tandis  que  l'ordre  dogmatique  devient 
de  plus  en  plus  possible,  en  même  temps  que  nécessaire 5  parce 
que  de  nouvelles  conceptions  permettent  de  présenter  les  dé- 
couvertes antérieures  sous  un  point  de  vue  plus  direct 

C'est  ainsi,  par  exemple,  que  l'éducation  d'un  géomètre  de 
l'antiquité  consistait  simplement  dans  l'étude  successive  du  très 
petit  nombre  de  traités  originaux  produits  jusqu'alors  sur  les 
diverses  parties  de  la  géométrie ,  ce  qui  se  réduisait  essentiel- 
lement aux  écrits  d'Archimède  et  d'Apollonius;  tandis  que, 
au  contraire ,  un  géomètre  moderne  a  communément  terminé 
son  éducation,  sans  avoir  lu  un  seul  ouvrage  original,  excepté 
relativement  aux  découvertes  les  plus  récentes, qu'on  ne  peut 
connaître  que  par  ce  moyen. 

La  tendance  constante  de  l'esprit  humain,  quant  à  l'exposi- 
tion des  connaissances,  est  donc  de  substituer  de  plus  en  plus 
à  Tordre  historique  Tordre  dogmatique ,  qui  peut  seul  convenir 
à  l'état  perfectionné  de  notre  intelligence. 

Le  problème  général  de  l'éducation  intellectuelle  consiste  à 
faire  parvenir,  en  peu  d'années,  un  seul  entendement,  le  plus 
souvent  médiocre ,  au  même  point  de  développement  qui  a  été 
atteint ,  dans  une  longue  suite  de  siècles ,  par  un  grand  nombre 
de  génies  supérieurs  appliquant  successivement,  pendant  leur 
vie  entière,  toutes  leurs  forces  à  Tétude  d'un  même  sujet  II  est 
clair,  d'après  cela,  que ,  quoiqu'il  soit  infiniment  plus  facile  et 
plus  court  d'apprendre  que  d'inventer,  il  serait  certainement  im- 
possible d'atteindre  le  but  proposé,  si  Ton  voulait  assiyétir 
chaque  esprit  individuel  à  passer  successivement  par  les  mêmes 
intermédiaires  qu'a  dû  suivre  nécessairement  le  génie  collectif 
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àe  l'espèce  hamaîae.  De  là,  rinilispensable  besoio  de  l'ordre 
dogmalique ,  qui  est  surlout  si  sensible  aujourd'hui  pour  les 
sciences  les  plus  avancées,  dont  le  mode  ordinaire  d'exposition 
ne  présente  plus  presqu'aucune  Irace  de  la  filiation  effeclive  de 
leurs  détails. 

n  faut,  néanmoins,  ajouter,  pour  prévenir  toute  exagération, 
qne  tout  mode  réel  d'exposition  est ,  inévitableuient ,  une  cer- 
taine combinaison  de  l'ordre  dogmatique  avec  l'ordre  histo- 
rique ,  dans  laquelle  seulemcnl  le  premier  doit  dominer  cous- 
lamment  et  de  plus  en  plus.  L'ordre  dogmatique  ne  peut,  en 
effet,  être  suivi  d'nne  manière  tout-à-fait  rigoureuse;  car,  par 
cela  même  qu'il  exige  une  nouvelle  élahoralion  (les  connais- 
sances acquises ,  il  n'est  point  applicable .  à  chaque  époque  de 
la  science,  aux  parties  récemment  formées ,  dont  l'étude  ne 
comporte  qu'un  ordre  essentiellement  litstorique,  lequel  ne  pré- 
sente pas,  d'ailleurs,  dans  ce  cas,  les  inconvénients  principaux 
qui  le  foDl  rejeter  en  générât. 

La  seule  imperfection  fondamentale  qu'on  pourrait  reprocher 
au  mode  dogmatique ,  c'est  de  laisser  ignorer  la  manière  dont 
se  sont  formées  les  diverses  connaissances  huoiaines.cc  qui, 
quoique  distinct  de  l'acqulsiliou  tn<^me  de  ces  connaissances , 
est,  en  soi ,  du  plus  haut  intérêt  pour  tout  esprit  philosophique. 
Cette  considération  aurait ,  îi  mes  yeo\,  beaucoup  de  poids ,  si 
eUe  était  réellement  un  motif  en  faveur  de  l'ordre  blstorlque. 
Mais  U  est  aisé  de  voir  qu'il  n'y  a  qu'une  relation  apparente 
entre  étudier  une  science  en  suivant  le  mode  dit  historiijue ,  et 
connatire  véritablement  l'histoire  cfTectlve  de  celle  science. 

£d  effet,  non-seulement  les  diverses  parties  de  chaque  science, 
qu'on  est  conduil  à  séparer  dans  l'ordre  dogmatique,  se  sont,  en 
réalité,  développées  simultanément  et  sons  l'influence  les  unes 
des  autres,  ce  qui  tendrait  k  faire  préférer  l'ordre  hisioriijiie  : 
mais  en  considérant, dans  son  ensemble, le  développement  ef- 
fectif de  l'esprit  tiumaîn,on  voit  de  plus  que  les  différentes 
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sciences  ont  été,  dans  le  fait,  perfectionnées  en  même  temps  et 
mutuellement  ;  on  voit  même  que  les  progrès  des  sciences  et 
ceux  des  arts  ont  dépendu  les  uns  des  autres,  par  d'innombra- 
bles Influences  réciproques ,  et  enfin  que  tous  ont  été  étroite- 
ment liés  au  développement  général  de  la  société  humaine.  Ce 
vaste  enchaînement  est  tellement  réel  que  souvent,  pour  con- 
cevoir la  génération  effective  d'une  théorie  scientifique ,  Tesprit 
est  conduit  à  considérer  le  perfectionnement  de  quelque  art  qui 
n'a  avec  elle  aucune  liaison  rationnelle,  ou  même  quelque  pro- 
grès particulier  dans  l'organisation  sociale,  sans  lequel  cette  dé- 
couverte n'eût  pu  avoir  lieu.  Nous  en  verrons  dans  la  suite  de 
nombreux  exemples.  Il  résulte  donc  de  là  que  l'on  ne  peut  con- 
naître la  véritable  histoire  de  chaque  science, c'est-à-dire, la 
formation  réelle  des  découvertes  dont  elle  se  compose ,  qu'en 
étudiant,  d'une  manière  générale  et  directe ,  l'histoire  de  l'hu- 
manité. C'est  pourquoi  tous  les  documents  recueillis  jusqu'ici 
sur  l'histoire  des  mathématiques,  de  l'astronomie,  de  la  méde- 
cine, etc.,  quelque  précieux  qu'ils  soient ,  ne  peuvent  être  re- 
gardés que  comme  des  matériaux. 

Le  prétendu  ordre  histoiique  d'exposition,  même  quand  il 
pourrait  être  suivi  rigoureusement  pour  les  détails  de  chaque 
science  en  particulier,  serait  déjà  purement  hypothétique  et 
abstrait  sous  le  rapport  le  plus  important,  en  ce  qu'il  considé- 
rerait le  développement  de  cette  science  comme  isolé.  Bien 
loin  de  mettre  en  évidence  la  véritable  histoure  de  la  science, 
il  tendrait  à  en  faire  concevoir  une  opinion  très-fausse. 

Ainsij  nous  sommes  certainement  convaincus  que  la  connais- 
sance  de  l'histoire  des  sciences  est  de  la  plus  haute  impor- 
tance. Je  pense  même  qu'on  ne  connaît  pas  complètement  une 
science  tant  qu'on  n'en  sait  pas  l'histoire.  Mais  cette  étude  doit 
être  conçue  comme  entièrement  séparée  de  l'étude  propre  et 
dogmatique  de  la  science,  sans  laquelle  même  cette  histoire  ne 
serait  pas  intelligible.  Nous  considérerons  donc  avec  beaucoup 
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de  soin  riiisloire  réelle  des  sciences  rondamciilnles  qui  vont 
être  le  sujet  de  nos  méditations;  mais  ce  sera  seulement  dans  la 
dernière  partie  de  ce  cours,  celle  relative  à  l'élnde  des  pliéuo- 
roènes  sociaux ,  en  traitant  du  développement  général  de  l'Iiu- 
manitéidonl  l'Iiistolre  des  sciences  constitue  la  partie  l;v  pins 
importante,  quoique  jusqu'ici  la  plus  négligée.  Dans  l'étude  de 
chaque  science,  les  considérations  historiques  incidentes  qut 
pourront  se  présenter,  auront  un  caractère  nettement  distinct , 
de  manière  à  ne  pas  altérer  la  nature  propre  de  notre  Iravail 
principal 

La  discussion  précédente,  qui  doit  d'ailleurs ,  comme  on  le 
voit ,  être  spécialement  développée  plus  tard ,  tend  à  préciser 
davantage,  en  le  présentant  sous  un  nouveau  point  de  vue, le 
véritable  esprit  de  ce  cours.  Mais,  surtout,  il  en  résulte,  relati- 
vement £t  la  question  actuelle,  la  détermination  exacte  des  con- 
ditions qu'on  doit  s'imposer  et  qu'on  peut  justement  espérer  de 
remplir  dans  la  construction  d'une  éctielle  encyclopédipo  des 
diverses  sciences  fondamentales. 

On  voit,  en  effet,  que,  quelque  parfaite  qu'on  pilt  la  suppo- 
ser, cette  classification  ne  saurait  jamais  être  rigoureusement 
conforme  à  l'enchaînement  historique  des  sciences.  Quoi  qu'on 
fasse,  on  ne  peut  éviter  entièrement  de  présenter  comme  anté- 
rieure telle  science  qui  aura  cependant  besoin,  sous  quelques 
rapports  particuliers  plus  ou  moins  importants,  d'emprunter  des 
notions  a  une  autre  science  classée  dans  un  rang  postérieur.  Il 
faut  lâcher  seulement  qu'un  tel  inconvénient  n'ait  lieu  relati- 
vement aux  conceptions  caraclérisUques  de  chaque  science, 
car  alors  la  classification  serait  toul-fi-fait  vicieuse. 

Ainsi ,  par  exemple ,  il  me  semble  incontestable  que ,  dans  le 
système  général  des  scieiiccs,raslronomie  doit  être  placée  avant 
la  physique  proprement  dite,  et  néanmoins  plusieurs  branches 
de  celle-ci ,  surtout  l'optique,  sont  indispensables  t  l'exposition 
complète  de  la  premiÈre, 
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De  tels  défauts  secondaires^ qui  sont  strictement  inévitables, 
ne  sauraient  prévaloir  contre  une  classification^  qui  remplirait 
d'ailleurs  convenablement  les  conditions  principales.  Ils  tien- 
nent à  ce  qu'il  y  a  nécessairement  d'artificiel  dans  notre  divi- 
sion du  travail  intellectuel 

Néanmoins,  quoique^  d'après  les  explications  précédentes, 
nous  ne  devions  pas  prendre  l'ordre  historique  pour  base  de 
notre  classification ,  je  ne  dois  pas  négliger  d'indiquer  d'avance, 
comme  une  propriété  essentielle  de  l'échelle  encyclopédique 
que  je  vais  proposer,  sa  conformité  générale  avec  l'ensemble  de 
l'histoire  scientifique  ;  en  ce  sens,  que,  malgré  la  simultanéité 
réelle  et  continue  du  développement  des  difiiérentes  sciences, 
celles  qui  seront  classées  comme  antérieures  seront,  en  effet, 
plus  anciennes  et  constamment  plus  avancées  que  celles  pré- 
sentées comme  postérieures.  C'est  ce  qui  doit  avoir  lieu  inévita- 
blement si,  en  réalité,  nous  prenons,  comme  cela  doit  être, 
pour  principe  de  classification ,  l'encbainement  logique  naturel 
des  diverses  sciences ,  le  point  de  départ  de  l'espèce  ayant  dû 
nécessairement  être  le  même  que  celui  de  l'individu. 

Pour  achever  de  déterminer  avec  toute  la  précision  possible 
la  difficulté  exacte  de  la  question  encyclopédique  que  nous  avons 
à  résoudre,  je  crois  utile  d'introduire  une  considération  mathé- 
matique fort  simple  qui  résumera  rigoureusement  l'ensemble  des 
raisonnements  exposés  jusqu'ici  dans  cette  leçon.  Voici  en  quoi 
elle  consiste. 

Nous  nous  proposons  de  classer  les  sciences  fondamentales. 
Or,  nous  verrons  bientôt  que,  tout  bien  considéré,  il  n'est  pas 
possible  d'en  distinguer  moins  de  six  ;  la  plupart  des  savants  en 
admettraient  même  vraisemblablement  un  plus  grand  nombre. 
Gela  posé ,  on  sait  que  six  objets  comportent  720  dispositions 
différentes.  Les  sciences  fondamentales  pourraient  donc  donner 
lieu  à  720  classifications  distinctes,  parmi  lesquelles  il  s'agit  de 
choisir  la  classification  nécessairement  unique, qui  satisfait  le 
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iiiiea\  aa\  principales  conililioDs  du  prubliîiue.  Ou  voit  que, 
malgré  le  grand  uombrc  d'écbelles  encyclopédiques  successi- 
vement proposées  jusqu'il  présent ,  la  discussion  n'a  porté  en- 
core que  sur  une  bien  faible  partie  des  dispositions  possibles;  et 
néanmoins ,  je  crois  pouvoir  dire  sans  exagération  qu'en  csatoi- 
nant  chacune  de  ces  720  classifications ,  il  n'en  serait  peut-être 
pas  une  seule  en  faveur  de  laquelle  on  ne  pût  faire  valoir  quel- 
ques motifs  plausibles  ;  car,  en  observant  les  diverses  disposi- 
tions qui  ont  étt?  effeclivemenl  proposées ,  on  remarque  entre 
elles  les  plus  extrêmes  différences;  les  sciences  qui  sont  placées 
par  les  uns  ii  la  lôle  du  système  cncyclopédiipie .  étant  ren- 
voyées par  d'autres  à  l'extrémité  opposée ,  et  réciproquemeol. 
C'est  doue  dans  ce  choix  d'un  seul  ordre  vraiment  rationnel, 
parmi  le  nombre  très-considérable  des  systèmes  possibles,  que 
consiste  la  dilticulté  précise  de  la  question  que  nous  avons 
posée. 

Abordant  maintenant  d'une  manière  directe  cette  grande 
question,  rappelons-nous  d'abord  que  pour  obtenir  une  clas- 
sification naturelle  et  positive  des  sciences  fondamentales,  c'est 
dans  la  comparaison  des  divers  ordres  de  phénomènes  dont 
elles  ont  pour  objet  de  découvrir  les  lois  que  nous  devons  en 
chercher  le  principe.  Ce  que  nous  voulons  déterminer,  c'est  la 
dépendance  réelle  des  diverses  études  scientifiques.  Or,  cette  dé- 
pendance ne  peut  résulter  que  de  celle  des  phénomènes  cor- 
respondants. 

Eu  considérant  sous  ce  point  de  vue  tous  les  phénomènes 
observables,  nous  .liions  voir  qu'il  est  possible  de  les  classer 
en  un  petit  nombre  de  catégories  naturelles ,  disposées  d'une 
telle  manière,  que  l'étude  rationnelle  de  chaque  catégorie  soit 
fondée  sur  la  connaissance  des  lois  principales  de  la  eat^orie 
précédente,  et  devienne  le  fondement  de  l'étude  de  la  suivante. 
Cet  ordre  est  déterminé  par  le  degré  de  simplicité ,  ou ,  ce  qui 
revient  au  même,  par  le  degré  de  généralité  des  phénomènes, 
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d'où  résulte  leur  dépendance  successive,  et ^  en  conséquence^ 
la  facilité  plus  ou  moins  gn^ande  de  leur  étude. 

Il  est  clair,  en  effet,  àprtori,  que  les  phénomènes  les  plus 
simples,  ceux  qui  se  compliquent  le  moins  des  autres ,  sont  né- 
cessairement aussi  les  plus  généraux;  car,  ce  qui  s'obsenre  dans 
le  plus  grand  nombre  de  cas  est,  par  cela  même,  dégagé  le 
plus  possible  des  circonstances  propres  à  chaque  cas  séparé. 
C'est  donc  par  Tétude  des  phénomènes  les  plus  généraux  ou  les 
plus  simples  qu'il  faut  commencer,  en  procédant  ensuite  succes- 
sivement jusqu'aux  phénomènes  les  plus  particuliers  ou  les  plus 
compliqués,  si  l'on  veut  concevoir  la  philosophie  naturelle  d'une 
manière  vraiment  méthodique  ;  car,  cet  ordre  de  généralité  ou  de 
simplicité  déterminant  nécessairement  l'enchaînement  rationnel 
des  diverses  sciences  fondamentales  par  la  dépendance  succes- 
sive de  leurs  phénomènes,  Gxe  ainsi  leur  degré  de  facilité. 

En  même  temps,  par  une  considération  auxiliaire  que  je  crois 
important  de  noter  ici,  et  qui  converge  exactement  avec  toutes  les 
précédentes,  les  phénomènes  les  plus  généraux  ou  les  plus  sim- 
ples se  trouvant  nécessairement  les  plus  étrangers  à  l'homme , 
doivent ,  par  cela  même,  être  étudiés  dans  une  disposition  d'es- 
prit plus  calme,  plus  rationnelle,  ce  qui  constitue  un  nouveau 
motif  pour  que  les  sciences  correspondantes  se  développent  plus 
rapidement 

Ayant  ainsi  indiqué  la  règle  fondamentale  qui  doit  présider  à 
la  classification  des  sciences ,  je  puis  passer  immédiatement  à 
la  construction  de  l'échelle  encyclopédique  d'après  laquelle  le 
plan  de  ce  cours  doit  être  déterminé,  et  que  chacun  pourra 
aisément  apprécier  à  l'aide  des  considérations  précédentes. 

Une  première  contemplation  de  Tensemble  des  phénomènes 
naturels  nous  porte  à  les  diviser  d'abord,  conformément  au 
principe  que  nous  venons  d'établir,  en  deux  grandes  classes 
principales,  la  première  comprenant  tous  les  phénomènes  des 
corps  bruts ,  la  seconde  tous  ceux  des  corps  organisés. 
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^^Bb  derniers  sont  évldemmenl ,  en  efTet ,  plus  compUqaés  et 
^ffi parUciiliers  que  les  iiulres  ;  ils  dépendent  des  prëcédeuls, 
qui,  au  contraire,  n'en  dépendent  nultemenl.  De  1^  la  néces^lë 
de  n'étudier  les  phéuomènes  ptiysiologiques  qu'après  ceux  des 
corps  inorganiques.  De  quelque  uianière  qu'on  explique  les  dif- 
férences de  ces  deux  sortes  d'êtres ,  il  est  certain  qu'on  observe 
dans  les  corps  vivants  tous  les  pliénomëues,soit  mécaniques, 
soit  cbimlques,  qui  ont  lieu  dans  les  corps  bruts ,  plus  du  ordre 
tout  spécial  de  phénomènes ,  les  phénomènes  vitaux  proprement 
dits,  ceux  qui  tiennent  îi  l'organisation,  11  ne  s'agit  pas  ici  d'exa- 
miner si  les  deux  classes  de  corps  sont  ou  ne  sont  pas  de  la 
même  naïur^,  question  insoluble  qu'on  agile  beaucoup  trop  de 
nos  jours,  par  un  reste  d'influence  des  habitudes  Ihêologiques  et 
métaphysiques;  une  telle  question  n'est  pas  du  domaine  de  la 
pbilosophie  positive, qui  fait  formellement  profession  d'ignorer 
absolument  la  nature  intime  d'un  corps  quelconque.  Mais  il 
n'est  uullemeci  indispensable  de  considérer  les  corps  bruts  et 
les  corps  vivants  comme  étant  d'une  nature  cssenliellement 
différente  pour  reconnaître  la  nécessité  de  la  séparation  de  leurs 
éludes. 

Sans  doute,  les  idées  ne  sont  pas  encore  suffisamment  fixées 
sur  la  manière  générale  de  concevoir  les  phénomènes  des 
corps  vivants.  Mais,  quelque  parti  qu'on  puisse  prendre  à  cet 
égard  par  suite  des  progrès  ultérieurs  de  la  philosophie  natu- 
relle, la  classification  que  nous  clablissons  n'en  saurait  être  au- 
cunement affectée.  Eu  effet,  regardât-on  comme  démontré ,  ce 
que  permet  a  peine  d'entrevoir  l'état  présent  de  la  physiologie, 
que  les  phénomènes  physiologiques  sont  toujours  de  simples 
phénomènes  mécaniques,  électriques  et  chimiques,  modifiés 
par  la  structure  et  la  composition  propres  aux  corps  organisés, 
notre  division  fondamentale  n'en  subsisterait  pas  moins.  Car  il 
reste  toujours  vrai .  même  dans  cette  bypotlièse,  que  les  phéno- 
s  géuéraux  doivent  être  étudiés  avant  de  procéder  .1  l'cxa- 
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men  des  modifications  spéciales  qu'ils  éprouvent  dans  certains 
êtres  de  Tunivers^par  suite  d'une  disposition  particulière  des 
molécules.  Ainsi^  la  division^  qui  est  aujourd'hui  fondée  dans  la 
plupart  des  esprits  éclairés  sur  la  diversité  des  lois^  est  de  na- 
ture à  se  maintenir  indéfiniment  à  cause  de  la  subordination  des 
phénomènes  et  par  suite  des  études^  quelque  rapprochement 
qu'on  puisse  jamais  établir  solidement  entre  les  deux  classes  de 
corps. 

Ce  n'est  pas  ici  le  lieu  de  développer^  dans  ses  diverses  parties 
essentielles^  la  comparaison  générale  entre  les  corps  bruts  et 
les  corps  vivants^  qui  sera  le  sujet  spécial  d'un  examen  appro- 
fondi dans  la  section  physiologique  de  ce  cours.  Il  suflGit,  quant 
à  présent ,  d'avoir  reconnu ,  en  principe ,  la  nécessité  l(^ique  de 
séparer  la  science  relative  aux  premiers  de  celle  relative  aux  se* 
conds  y  et  de  ne  procéder  à  l'étude  de  la  physique  organique 
qu'après  avoir  établi  les  lois  générales  de  la  physique  inorga- 
nique. 

Passons  maintenant  à  la  détermination  de  la  sous-divi^n 
principale  dont  est  susceptible ,  d'après  la  même  règle ,  cha- 
cune de  ces  deux  grandes  moitiés  de  la  philosophie  naturelle. 

Pour  la  physique  inorganique,  nous  voyons  d'abord ^  en  nous 
conformant  toujours  à  l'ordre  de  généralité  et  de  dépendance 
des  phénomènes,  qu'elle  doit  être  partagée  en  deux  sections 
distinctes  y  suivant  qu'elle  considère  les  phénomènes  généraux 
de  l'univers,  ou ,  en  particulier,  ceux  que  présentent  les  corps 
terrestres.  D'où  la  physique  céleste,  ou  l'astronomie,  soit  géo- 
métrique» soit  mécanique  ;  et  la  physique  terrestre.  La  nécessité 
de  cette  division  est  exactement  semblable  à  celle  de  la  précé- 
dente. 

Les  phénomènes  astronomiques  étant  les  plus  généraux,  les 
plus  simples ,  les  plus  abstraits  de  tous ,  c'est  évidenmient  par 
leur  étude  que  doit  commencer  la  philosophie  naturelle,  puisque 
les  lois  auxquelles  ils  sont  assujétis  influent  sur  celles  de  tous  les 
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autres  pliéDomèncs,  donL  Glles-Diômessonl,  au  coniraire,  es- 
seniietleoieut  indépendantes.  Dans  tous  les  phénomèues  de  la 
physique  terrestre,  on  observe  d'abord  les  effets  généraux  de 
la  gravitation  universelle ,  plus  quelques  autres  effets  qui  leur 
sont  propres,  et  qui  modirient  les  premiers.  Il  s'ensuit  que, 
lorsqu'on  analyse  le  phénomène  terrestre  le  plus  simple ,  non- 
seulement  en  prenant  un  phénomène  diimique.  mais  en  choisis- 
sant mËniG  un  pliénomène  purement  mécanique,  ou  le  trouve 
constamment  plus  composé  que  le  phénomène  céleste  le  plus 
compliqué.  C'est  ainsi ,  par  exemple ,  que  le  simple  mouvement 
d'un  corps  pesant ,  m^me  quand  il  ne  s'agit  que  d'un  solide , 
présente  réellement,  lorsqu'on  veut  tenir  compte  de  toutes  les 
circonstances  déterminantes,  un  sujet  de  recherches  plus  com- 
pliqué que  la  question  astronomique  la  plus  iliQicile.  Une  telle 
considération  montre  clairement  combien  il  est  indispensable 
de  séparer  nettement  la  physique  céleste  et  la  physique  terres- 
tre, et  de  ne  procéder  ii  l'étude  de  la  seconde  qu'après  celle  de 
la  première ,  qui  eu  est  la  base  rationnelle. 

La  pliysique  terrestre,  h  son  tour,  se  sous-divîse,  d'après  le 
même  principe,  en  deux  portions  irès-dtsUnctes,  selon  qu'elle 
envisage  les  corps  sous  le  point  de  vue  mécanique,  ou  sous  le 
point  de  vue  chimique.  D'oii  la  pliysique  proprement  dite,  et  la 
cbimie.  Celle-ci,  pour  être  conçue  d'une  manière  vraiment  mé- 
thodique, suppose  évidemment  la  connaissance  préalable  de 
l'autre.  Car,  tous  les  phénomènes  chimiques  sont  nécessaire- 
ment plus  compliqués  que  les  phénomènes  physiques;  ils  eu 
dépendent  sans  influer  sur  eux.  Chacun  sait,  en  effet,  que  toute 
action  chimique  est  soumise  d'abord  ft  l'InQuence  de  la  pesan- 
teur, de  la  chaleur,  de  l'électricité,  etc.,  et  présente,  en  outre, 
quelque  chose  de  propre  qui  modifie  l'action  des  agents  précé- 
dents. Cette  considération,  qui  montre  évidemment  la  chimie 
comme  ne  pouvant  marcher  qu'après  la  physique ,  la  présente 
en  même  temps  comme  une  science  distincte.  Car,  quelque  opi- 
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Dion  qu'on  adopte  relativemeDt  aux  aflicités  chimiques,  et 
quand  même  on  ne  verrait  en  elles ,  ainsi  qu'on  peut  le  conce- 
voir, que  (les  modifications  de  ïa  gravitation  générale  produites 
par  la  ligure  et  par  la  disposition  mutuelle  des  atOmes ,  il  dfc- 
meurerail  incontestable  que  la  nécessité  d'avoir  continuellemeot 
égard  à  ces  conditions  spéciales  ne  permettrait  point  de  traiter 
la  chimie  comme  un  simple  appendice  de  la  physique.  On  s& 
rail  donc  obligé ,  dans  tous  les  cas,  ne  fût-ce  que  pour  la  facilité 
de  l'étude ,  de  maintenir  la  division  et  l'enchaînement  que  l'OB 
regarde  aujourd'hui  comme  tenant  à  l'hétérogénéité  des  phéno- 
mènes. 

Telle  est  donc  la  distribution  rationnelle  des  principales  bran- 
ches de  la  science  générale  des  corps  bruts.  Une  division  ana- 
logue s'établit ,  de  la  même  manière ,  dans  la  science  générale 
des  corps  organisés. 

Tous  les  étrea  vivants  présentent  deux  ordres  de  phénomènes 
essentiellement  distincts,  ceux  relatifs  à  l'individu,  et  ceux  qui 
concernent  l'espèce,  surtout  quand  elle  est  sociable,  C'est  prin- 
cipalement par  rapport  à  l'homme,  que  cette  distinction  est  fon- 
damentale. T.e  dernier  ordre  de  phénomènes  est  évidemment 
plus  compliqué  et  plus  particulier  que  le  premier;  il  eu  dépend 
sans  influer  sur  lui.  De  là ,  deux  grandes  sections  dans  la  phy^ 
sif/ve  organitjue  :  la  physiologie  proprement  dite,  et  la  physiqeâ 
sociale ,  qui  est  fondée  sur  la  première. 

Dans  tous  les  phénomènes  sociaux ,  on  observe  d'abord  l'iu- 
Huence  des  lois  physiologiques  de  l'individu ,  et ,  en  outre, 
quelque  chose  de  particulier  qui  en  modilie  les  effets,  et  qui 
tient  à  l'action  des  hidividus  les  uns  sur  les  autres ,  singulière- 
ment compliquée,  dans  l'espèce  humaine,  par  l'action  de  chaqns 
génération  sur  celle  qui  la  suit.  Il  est  donc  évident  que,  poor 
étudier  convenablement  les  phénomènes  sociaux,  il  faut  d'a- 
bord parlir  d'une  connaissance  approfondie  des  lois  relatives  à 
la  vie  individuelle.  D'un  autre  cOté,  cette  subordination  oéces-  ■ 
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saire entre  les  dens  éindes  ne  prescrit  nullement,  comme  qoel- 
qaes  physiologistes  du  premier  ordre  ont  été  portés  a  le  croire, 
de  voir  dans  la  phfsique  sociale  an  simple  appendice  de  ta  phy- 
siologie. Quoique  les  phénomènes  soient  certainement  liomo- 
gènes,  ils  ne  sont  point  identiques,  et  la  séparation  des  deux 
sciences  est  d'une  Importance  vraiment  fondamentale.  Car,  il 
serait  impossible  de  traiter  l'étude  collective  de  l'espèce  comme 
une  pure  déduction  de  l'étude  de  l'individu,  puisque  les  condi- 
tions sociales,  qui  modifient  l'action  des  lois  physiologiques, 
sont  précisément  alors  la  considération  la  plus  essentielle.  Ainsi, 
la  physique  sociale  doit  être  fondée  sur  un  corps  d'observations 
directes  qui  lui  soit  propre ,  tout  en  ayant  égard ,  comme  il 
convient,  à  son  intime  relaliou  nécessaire  avec  la  piiyslologie 
proprement  dite. 

On  pourrait  aisément  établir  une  symétrie  parfaite  entre  la  dÉ- 
vi^on  de  ta  physique  organique  et  celle  ci-dessus  exposée  pour 
la  physique  inorganique,  en  rappelant  la  distmction  vulgaire  de  la 
pbysiolt^le  proprement  dite  en  végétale  et  animale.  11  serait  fa- 
cile ,  en  effet ,  de  rattacher  celte  sous-division  au  principe  de 
classification  que  nous  avons  constamment  suivi,  puisque  les 
phénomènes  de  la  vie  animale  se  présentent ,  en  général  du 
moins ,  comme  plus  compliqués  et  plus  spéciaux  que  ceux  de  la 
rie  végétale.  Mais  la  reclierclie  de  cette  symétrie  précise  aurait 
quelque  chose  de  puéril ,  si  elle  entraînait  à  méconnaître  ou  à 
exagérer  les  analogies  réelles  ou  les  différences  effectives  des 
phénomènes.  Or,  il  est  certain  que  la  distinction  entre  la  physio- 
l(%ie  végétale  et  lapliysiologie  animale,  qui  a  une  grande  impor- 
tance dans  ce  que  j'ai  appelé  la  physique  concn-tc ,  n'en  a  pres- 
qu'aucune  da.iis\a.  physiqueabstraiic,  la  seule  dont  il  s'agisse  ici. 
La  connaissance  des  luis  générales  de  la  vie ,  qui  doit  être ,  à 
DOS  yeux,  le  véritable  objet  de  la  physiologie,  exige  la  considéra- 
tion simultanée  de  toute  ta  série  organique  sans  distinction  de  vé- 
gét»ux  et  d'animaux,  distinction  qui ,  d'ailleurs .  s'efface  de  jour 
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en  jour^  à  mesure  que  les  phénomènes  sont  étudiés  d'une  ma- 
nière plus  approfondie. 

Nous  persisterons  donc  à  ne  considérer  qu'une  seule  division 
dans  la  physique  organique  ^  quoique  nous  ayons  cru.  devoir  en 
établir  deux  successives  dans  la  physique  inorganique. 

En  résultat  de  cette  discussion,  la  philosophie  positive  se 
trouve  donc  naturellement  partagée  en  cinq  sciences  fondamen- 
tales, dont  la  succession  est  déterminée  par  une  subordination 
nécessaire  et  invariable,  fondée,  indépendamment  de  toute  opi- 
nion hypothétique,  sur  la  simple  comparaison  approfondie  des 
phénomènes  correspondants  :  ce  sont  l'astronomie^  la  physique, 
la  chimie,  la  physiologie,  et  enfin  la  physique  sociale.  La  pre- 
mière considère  les  phénomènes  les  plus  généraux ,  les  plus  sim- 
ples, les  plus  abstraits  et  les  plus  éloignés  de  l'humanité; Us 
influent  sur  tous  les  autres,  sans  être  influencés  par  eux.  Les 
phénomènes  considérés  par  la  dernière  sont,  au  contraire^  les 
plus  particuliers ,  les  plus  compliqués ,  les  plus  concrets  et  les 
plus  directement  intéressants  pour  l'homme  ;  ils  dépendent, 
plus  ou  moins,  de  tous  les  précédents,  sans  exercer  sur  eux  aa- 
cune  influence.  Entre  ces  deux  extrêmes ,  les  degrés  de  spécia- 
lité, de  complication  et  de  personnalité  des  phénomènes  vont 
graduellement  en  augmentant ,  ainsi  que  leur  dépendance  suc- 
cessive. Telle  est  l'intime  relation  générale  que  la  véritable 
observation  philosophique,  convenablement  employée,  et  non 
de  vaines  distinctions  arbitraires,  nous  conduit  h  établir  entre 
les  diverses  sciences  fondamentales.  Tel  doit  donc  être  le  plan 
de  ce  cours. 

Je  n'ai  pu  ici  qu'esquisser  l'exposition  des  considérations 
principales  sur  lesquelles  repose  cette  classification.  Pour  la 
concevoir  complètement ,  il  faudrait  maintenant ,  après  l'avoir 
envisagée  d'un  point  de  vue  général,  l'examiner  relativement 
à  chaque  science  fondamentale  en  particulier.  C'est  ce  que  nous 
ferons  soigneusement  en  commençant  l'étude  spéciale  de  chaque 
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parlie  de  ce  cours.  La  conslractlnn  de  cette  échelle  encyclopé- 
dique, reprise  ainsi  successivement  eu  parlant  de  chacune  des 
cinq  graudes  sciences,  lui  fera  acqudrir  plus  d'exactitude,  et 
surtout  mettra  pleinement  en  évidence  sa  solidité.  Ces  avan- 
tages seront  d'autant  plus  sensibles  que  nous  verrons  alors  la 
distribution  intérieure  de  chaqne  science  s'établir  nalurellenienl 
d'après  le  même  principe ,  ce  qui  présentera  tout  le  système  des 
connaissaDces  humaines  décomposé ,  jusque  dans  ses  détails 
secondaires,  d'après  une  considération  unique  consiauiment 
suivie,  celle  du  degré  d'abstraction  plus  ou  moins  grand  des 
conceptions  correspondantes.  Mais  des  travaux  de  ce  genre, 
outre  qu'ils  oous  entraîneraient  maintenant  beaucoup  trop  loin, 
seraient  certainement  déplacés  dans  celte  leçon ,  oti  notre  esprit 
doit  se  maintenir  au  point  de  vue  le  plus  général  de  la  philoso- 
phie positive. 

Néanmoins,  pour  faire  apprécier  aussi  complètement  que 
possible ,  lias  ce  momcat,  l'importance  de  celle  liiérarchic  foo- 
damentale,  dont  je  ferai,  dans  toute  la  suite  de  ce  cours,  des 
applications  continuelles ,  je  dois  signaler  rapidement  ici  ses 
propriétés  générales  les  plus  essentielles. 

n  faut  d'abord  remarquer,  comme  une  vérilicallon  très-dé- 
dstre  de  l'exactitude  do  celte  classilication ,  sa  conformité  es- 
sentielle avec  la  coordination ,  en  quelque  sorte  spontanée .  qui 
se  trouve  en  efTct  Implicitement  admise  par  les  savants  livrés  h 
fétode  des  diverses  branches  delà  philosophie  naturelle. 

C'est  une  condition  ordinairement  fort  négligée  par  les  cons- 
troctears  d'échelles  encyclopédiques,  que  de  présenter  comme 
tisthtctea  les  sciences  que  la  marche  elTectlve  de  l'esprit  humain 
a  conduit  sans  dessein  prémédité,  à  cultiver  séparément,  et  d'é- 
tablir entr'elles  une  subordination  conforme  aux  relations  posi- 
tives que  manifeste  leur  développement  journalier.  L'n  tel  accord 
est  néanmoins  évidemment  le  plus  sûr  indice  d'une  bonne  clas- 
siflcaiion  ;  car,  les  divisions  qui  se  sont  introduites  spontanément 
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dans  le  système  scientifique  n'ont  pu  (>tre  déterminées  que  par 
le  sentiment  longtemps  éprouvé  des  véritables  besoins  de  l'es- 
prit humain ,  sans  qu'on  ait  pu  être  égaré  par  des  généralités 
vicieuses. 

Mais,  quoique  la  cl assili cation  ci-dessus  proposée  remplisse 
entièrement  cette  condition ,  ce  qu'il  serait  superflu  de  prouver, 
il  n'en  faudrait  pas  conclure  que  les  liabiludes  généralement 
établies  aujourd'iiui  par  expérience  chez  les  savants ,  renâraleal 
Inutile  le  travail  encyclopédique  que  nous  venons  d'exécuter. 
Elles  ont  seulement  rendu  possible  une  telle  opération,  qui 
présente  la  dilTércncc  fondamentale  d'une  conception  ration- 
nelle à  une  classification  purement  empirique.  Il  s'en  faut  d'ail- 
leurs que  cette  classification  soit  ordinairement  conçue  et  sur- 
tout suivie  avec  toute  la  précision  nécessaire,  et  que  son  Im- 
portance soit  convenablement  appréciée;  il  suffirait,  pour  s'en 
convaincre ,  de  considérer  les  graves  infractions  qui  sont  com- 
mises tous  les  jours  contre  celte  loi  encyclopédique,  au  graad 
préjudice  de  l'esprit  humain. 

Un  second  caractère  très-essentiel  de  notre  clasdlication,  c'est 
d'être  nécessairement  conforme  à  l'ordre  effectif  du  développe- 
ment de  la  philosophie  naturelle.  C'est  ce  que  vérifie  tout  ce 
qu'on  sait  de  l'histoire  des  sciences,  particulièrement  dans  les 
deui  derniers  siècles,  oii  nous  pouvons  suivre  leur  marche  avec 
plus  d'exactitude. 

On  conçoit,  en  effet,  que  l'étude  rationnelle  de  chaque  science 
fondamentale  exigeant  ta  culture  préalable  de  toutes  celles  qd 
la  précèdent  dans  notre  hiérarchie  encyclopédique,  n'a  pa 
faire  de  progrès  réels  et  prendre  son  véritable  caractère ,  qu'a- 
près un  grand  développement  des  sciences  antérieures  relatives 
à  des  phénomènes  plus  généraux ,  plus  abstraits ,  moins  compli- 
qués ,  et  indépendants  des  autres.  C'est  donc  dans  cet  ordre  qo  d 
la  progression, quoique  simultanée,  a  dû  avoir  lieu. 

Cette  considération  me  semble  d'une  telle  importance ,  i 
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ne  crob  pas  possible  de  coiiipreadre  réellemeot ,  sans  y  avoir 
égard ,  l'histoire  de  l'esprit  huinaîD.  La  loi  géoérale  qui  domine 
toute  cette  liistoire ,  et  que  j'ai  exposée  dans  la  leçon  précé- 
dente ,  ne  peut  être  convenablement  entendue ,  si  on  ne  la  com- 
bine point  dans  l'application  avec  la  formule  encyclopédique 
que  nous  venons  d'établir.  Car,  c'est  suivant  l'ordre  énoncé 
par  cette  formule  que  les  différentes  tliéorles  humaines  ont 
atteint  successivement,  d'abord  l'état  Ihéologique ,  ensuite  l'état 
métaphysique,  et  enlin  l'étal  positif.  Si  l'on  ne  tient  pas  compte 
dans  l'tisag^e  de  la  loi  de  cette  progression  nécessaire ,  on  ren- 
contrera souvent  des  difficultés  qui  paraîtront  insurmontables. 
car  il  est  clair  que  l'état  théologique  ou  métaphysique  de  cer- 
taines théories  fondamentales  a  dû  temporairement  coïncider 
et  a  quelquefois  coïncidé  en  ellet  avec  l'état  positif  de  celles  qui 
leur  sont  antérieures  dans  notre  système  encyclopédique ,  ce 
qui  tend  h  jeter  sur  la  vérification  de  la  loi  générale  une  obsca- 
rilé  qu'on  ne  peut  dissiper  que  parla  classification  prt'cedente. 

En  troisième  lieu ,  celte  classification  présente  la  propriété 
très-remarquable  de  marquer  exactement  la  perfection  rela- 
tive des  dlITérentes  sciences,  laquelle  consiste  esseuliellement 
dans  le  degré  de  précision  des  connaissances ,  et  dans  leur 
coordination  plus  ou  moius  intime. 

Il  est  aisé  de  sentir  en  effet  que  plus  des  phénomènes  sont  gé- 
néraux ,  simples  et  abstraits ,  moins  ils  dépendent  des  autres ,  et 
plus  les  connaissances  qui  s'y  rapportent  peuvent  être  précises, 
en  même  temps  que  leur  coordination  peut  être  plus  complète. 
Ainsi ,  les  phénomènes  organiques  ne  comportent  qu'une  étude 
à  la  fois  moins  exacte  et  moins  systématique  que  les  phénomènes 
des  corps  bruts.  De  même,  dans  la  physique  inorganique,  les 
phénomènes  célestes,  vu  leur  plus  grande  généralité  et  leur  in- 
dépendance de  tous  les  autres,  ont  donné  lieu  à  une  science  bien 
plus  précise  et  beaucoup  plus  liée  que  celle  des  phénomènes 
terrestres. 
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Cette  observation,  qui  est  si  frappante  dans  Tétade  effec- 
tive des  sciences,  et  qui  a  souvent  donné  lieu  à  des  espérances 
chimériques  ou  à  d'injustes  comparaisons,  se  trouve  donc  com- 
plètement expliquée  par  Tordre  encyclopédique  que  j'ai  établi 
J'aurai  naturellement  occasion  de  lui  donner  toute  son  extension 
dans  la  leçon  prochaine ,  en  montrant  que  la  possibilité  d'appli- 
quer à  l'étude  des  divers  phénomènes  l'analyse  mathématique, 
ce  qui  est  le  moyen  de  procurer  h  cette  étude  le  plus  haut  de- 
gré possible  de  précision  et  de  coordination,  se  trouve  exacte- 
ment déterminée  par  le  rang  qu'occupent  ces  phénomènes  dans 
mon  échelle  encyclopédique. 

Je  ne  dois  point  passer  à  une  autre  considération ,  sans  mettre 
le  lecteur  en  garde  à  ce  sujet  contre  une  erreur  fort  grave ,  et 
qui ,  bien  que  très-grossière ,  est  encore  extrêmement  communa 
Elle  consiste  à  confondre  le  degré  de  précision  que  comportent 
nos  différentes  connaissances  avec  leur  degré  de  certitude ,  d'où 
est  résulté  le  préjugé  très-dangereux  que ,  le  premier  étant  évi- 
demment fort  inégal,  il  en  doit  être  ainsi  du  second.  Aussi  parle- 
t-on  souvent  encore,  quoique  moins  que  jadis,  de  l'inégale  cer- 
titude des  diverses  sciences,  ce  qui  tend  directement  à  dé- 
courager la  culture  des  sciences  les  plus  difficiles.  Il  est  clair, 
néanmoins ,  que  la  précision  et  la  certitude  sont  deux  qualités 
en  elles-mêmes  fort-différentes.  Une  proposition  tout  à  fait  ab- 
surde peut  être  extrêmement  précise,  comme  si  l'on  disait >  par 
exemple ,  que  la  somme  des  angles  d'un  triangle  est  égale  à  trois 
angles  droits;  et  une  proposition  très-certaine  peut  ne  comporter 
qu'une  précision  fort  médiocre,  comme  lorsqu'on  affirme,  par 
exemple^  que  tout  homme  mourra.  Si,  d'après  Texplication  pré- 
cédente, les  diverses  sciences  doivent  nécessairement  présenter 
une  précision  très-inégale,  il  n'en  est  nullement  ainsi  de  leur 
certitude.  Chacune  peut  offrir  des  résultats  aussi  certains  que 
ceux  de  tout  autre ,  pourvu  qu'elle  sache  renfermer  ses  con- 
clusions dans  le  degré  de  précision  que  comportent  les  phéno- 
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mènes  correspondants,  condition  qui  peut  n'être  pas  loajonrs 
très-facile  à  remplir.  Dans  une  scicDce  quelconque,  tout  ce  qui 
est  simplement  conjectural  n'est  que  plus  ou  moins  probable , 
et  ce  n'est  pas  là  ce  qui  compose  son  domaine  essentiel  ;  tout  ce 
qui  est  positif ,  c'est-à-dire ,  fondé  sur  des  faits  bien  constatés, 
est  certain  :  il  n'j  a  pas  de  distinction  1\  cet  égard. 

Enlin,  la  propriété  la  plus  intéressante  de  noire  formule  en- 
cyclopédique ,  à  cause  de  l'importance  et  de  la  multiplicité  des 
applications  immédiates  qu'on  en  peut  faire ,  c'est  de  déterminer 
directement  le  véritable  plan  général  d'une  éduciition  scientifique 
entièrement  rationnelle.  C'est  ce  qui  résulte  sur  le  champ  de  la 
seule  composition  de  la  formule. 

Il  est  sensible,  en  effet,  qu'avant' d'entreprendre  l'étude  mé- 
thodique de  quelqu'une  des  sciences  fondamentales,  11  faut  né- 
cessairement s'être  préparé  par  l'examen  de  celles  relatives  aux 
phénomènes  antérieurs  dans  noire  échelle  encyclopédique, 
puisque  éëus-ci  influent  toujours  d'une  manière  prépomiér^nte 
sur  ceux  dont  on  se  propose  de  counaltre  les  lois.  Cette  considé- 
ration est  tellement  frappante,  que,  malgré  son  extrême  impor- 
tance pratique ,  je  n'ai  pas  besoin  d'insister  davantage  en  ce  mo- 
ment sur  un  principe  qui ,  plus  tard ,  se  reproduira  d'ailleurs  Iné- 
vitaLIemenlj  par  rapport  fi  chaque  science  fondamentale.  Je  me 
bornerai  seulement  a  faire  observer  que ,  s'il  est  éminemment 
^plicable  à  l'éducation  générale,  il  l'est  aussi  particulièrement 
à  l'éducation  spéciale  des  savants. 

Ainsi,  les  physiciens  qui  n'ont  pas  d'abord  étudié  l'astrono- 
mie ,  au  moins  sous  un  point  de  vue  général  ;  les  chimistes  qui , 
avant  de  s'occuper  de  leur  science  propre ,  n'ont  pas  étudié  pré- 
alablement l'astronomie  et  ensuite  la  physique;  les  physiolo- 
gistes qui  ne  se  sont  pas  préparés  H  leurs  travaux  spéciaux  par 
une  étude  préliminaire  de  l'astronomie ,  de  la  physique  et  de  la 
chimie,  ont  manqué  h  l'une  des  conditions  fondamentales  de 
leur  développement  intellectuel,  fl  en  est  encore  plus  évidcm- 
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ment  de  même  pour  les  esprits  qui  veuleut  se  livrer  à  l'étude  po- 
sitive des  pbéDomënes  sociaux, sans  avoir  d'abord  acquis  une 
connaissance  générale  de  l'astronomie,  de  la  physique,  de  la  chi- 
mie et  de  la  physiologie. 

Comme  de  telles  conditions  sont  bien  rarement  rempUes  de 
nos  jours,el  qu'aucune  institution  régulière  n'est  organisée  pour 
les  accomplir,  nous  pouvons  dire  qu'il  n'existe  pas  encore  poor 
les  savants,  d'éducation  vraiment  rationnelle.  Cette  considération 
est ,  à  mes  jeus ,  d'une  si  grande  importance ,  que  je  oe  crafais 
pas  d'attribuer  en  partie  fi  ce  vice  de  nos  éducations  actuelles, 
l'état  d'imperfection  extrême  où  nous  voyons  encore  les  sciences 
les  plus  difficiles,  état  véritablement  inférieur  H  ce  que  prescrit 
en  effet  la  nature  plus  compliquée  des  phénomènes  correspon- 
dants. 

Relativement  à  l'éducation  générale,  cette  condition  est  en- 
core bien  plus  nécessaire.  Je  la  crois  tellement  indispensable, 
que  je  regarde  l'enseignement  scientifique  comme  incipable  de 
réaliser  les  résultats  généraux  les  plus  essentiels  qu'il  est  «lestlDé 
à  produire  dans  la  société  pour  la  rénovation  du  système  In- 
tellectuel ,  si  les  diverses  branches  principales  de  la  philosophie 
naturelie  ne  sont  pas  étudiées  dans  l'ordre  convenable.  N'ou- 
blions pas  que ,  dans  presque  toutes  les  intelligences ,  même  les 
plus  élevées ,  les  idées  restent  ordhialrement  enchaînées  suivant 
l'ordre  de  leur  acquisition  première  ;  et  que ,  par  conséquent, 
c'est  un  mal  le  plus  souvent  irrémédiable  que  de  n'avoir  pas 
commencé  par  le  commencement.  Chaque  siècle  ne  compte 
qu'un  bien  petit  nombre  de  penseurs  capables,  à  l'époque  de 
leur  virilité ,  comme  Bacon ,  Descartes  et  Lelbnitz ,  de  faire  Té- 
rilablement  table  rase,  pour  reconstruire  de  fond  en  comble  le 
système  entier  de  leurs  idées  acquises. 

L'importance  de  notre  loi  encyclopédique  pour  servir  de  bue 
H  l'éducation  scientifique,  ne  peut  6tre  convenablement  ap- 
préciée qu'en  la  considérant  aussi  par  rapport  à  la  méthode. 
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au  lieu  de  l'envisager  seulemeut , connue  nous  venons  de  le  faire, 
relativement  à  la  doctrine. 

Sons  ce  nouveau  point  de  vue,  une  exécution  convenable 
du  plan  générai  d'études  que  nous  avons  déterminé  doit  avoir 
pour  résultat  nécessaire  de  nous  procurer  une  connaissance 
parfaite  de  la  métliode  positive ,  qui  ne  pourrait  être  obtenue 
d'aucune  autre  manière. 

En  effet,  les  phénomènes  naturels  ayant  été  classés  de  telle 
sorte ,  que  ceux  qui  sont  réellement  homogènes  restent  toqjours 
compris  dans  une  même  étude ,  tandis  que  ceux  qui  ont  été  af- 
fectés à  des  études  dUTérenles  sont  eOecUvement  hétérogènes,  il 
doit  nécessairement  en  résulter  que  la  méthode  positive  géné- 
rale sera  constamment  modifiée  d'une  manière  uniforme  dans 
l'étendue  d'une  même  science  fondamentale ,  et  qu'elle  éprou- 
vera sans  cesse  des  modifications  dilTérentes  et  de  plus  en  plus 
composées,  en  passant  d'une  science  à  une  autre.  Nous  aurons 
donc  ainsi  la  certitude  de  la  considérer  dans  toutes  les  variétés 
réelles  dont  elle  est  susceptible ,  ce  qui  n'aurait  pu  avoir  lieu, 
si  nous  avions  adopté  une  formule  cocyclopcdique  qui  ne  rem- 
plît pas  les  conditions  essentielles  posées  ci-dessus. 

Cette  nouvelle  considération  est  d'une  importance  vraiment 
fondamentale  ;  car,  si  nous  avons  vu  en  général ,  dans  la  dernière 
leçon ,  qu'il  est  impossible  de  connaître  ta  méthode  positive , 
quand  on  veut  l'étudier  séparément  de  son  emploi ,  nous  devons 
ajouter  aujourd'hui  qu'on  ne  peut  s'en  former  une  idée  nette  et 
exacte  qu'en  étudiant  successivement,  et  dans  l'ordre  conve- 
nable, son  application  à  toutes  les  diverses  classes  principales 
des  phénomènes  naturels.  Une  seule  science  ne  suQirait  point 
pour  atteindre  ce  but,  même  en  la  choisissant  le  plus  judicieuse- 
ment possible.  Car,  quoique  la  méthode  soit  essenliellement 
identique  dans  toutes,  chaque  science  développe  spécialement 
tel  ou  tel  de  ses  procédés  caractéristiques,  dont  l'influence ,  trop 
|keu  prononcée  dans  les  autres  sciences,  demeurerait  inaperçue. 
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Ainsi ^  par  exemple^  dans  certaines  branches  de  la  philosophie ^ 
c'est  robservation  proprement  dite;  dans  d'autres  c'est  Texpé- 
rience,  et  telle  ou  telle  nature  d'expériences,  qui  constitue  le 
principal  moyen  d'exploration.  De  même,  tel  précepte  général  » 
qui  fait  partie  intégrante  de  la  méthode ,  a  été  fourni  primitive- 
ment par  une  certaine  science;  et ^  bien  qu'il  ait  pu  être  ensuite 
transporté  dans  d'autres,  c'est  à  sa  source  qu'il  faut  l'étudier 
pour  le  bien  connaître;  comme,  par  exemple,  la  théorie  des 
classifications. 

En  se  bornant  à  l'étude  d'une  science  unique,  il  faudrait  sans 
doute  choisir  la  plus  parfaite,  pour  avoir  un  sentiment  plus 
profond  de  la  méthode  positive.  Or,  la  plus  parfaite  étant  en 
même  temps  la  plus  simple ,  on  n'aurait  ainsi  qu'une  connais- 
sance bien  incomplète  de  la  méthode, puisque  on  n'apprendrait 
pas  quelles  modifications  essentielles  elle  doit  subir  pour  s'a- 
dapter à  des  phénomènes  plus  compliqués.  Chaque  science  fon- 
damentale a  donc,  sous  ce  rapport,  des  avantages  qui  lui  sont 
propres;  ce  qui  prouve  clairement  la  nécessité  de  les  considérer 
toutes,  sous  peine  de  ne  se  former  que  des  conceptions  trop 
étroites  et  des  habitudes  insuffisantes.  Cette  considération  de- 
vant se  reproduire  fréquemment  dans  la  suite,  il  est  inutile  de 
la  développer  davantage  en  ce  moment. 

Je  dois  néanmoins  ici ,  toujours  sous  le  rappori  de  la  méthode, 
insister  spécialement  sur  le  besoin,  pour  la  bien  connaître, 
non -seulement  d'étudier  philosophiquement  toutes  les  diverses 
sciences  fondamentales,  mais  de  les  étudier  suivant  Tordre  ency- 
clopédique établi  dans  cette  leçon.  Que  peut  produire  de  ra- 
tionnel, à  moins  d'une  extrême  supériorité  naturelle,  un  esprit 
qui  s'occupe  de  prime  abord  de  l'étude  des  phénomènes  les 
plus  compliqués,  sans  avoir  préalablement  appris  à  connaître, 
par  l'examen  des  phénomènes  les  plus  simples,  ce  que  c'est 
qu'une  loi,  ce  que  c'est  qu'observer,  ce  que  c'est  qu'une  con- 
ception positive,  ce  que  c'est  même  qu'un  raisonnement  suivi? 
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Telle  esl  ponrtant  encore  aujourd'hui  la  marche  ordinaire  de 
nos  jeunes  physiologistes,  qui  abordent  immédiatement  l'élnde 
îles  corps  vivants ,  sans  avoir  le  plus  souvent  été  préparés  au- 
trement que  par  une  éducation  préliminaire  réduite  à  l'élude 
d'une  ou  deux  langues  mortes,  et  n'ayant,  tout  au  plus, qu'une 
connaissance  très-superficielle  de  la  physique  et  de  la  chimie, 
connaissance  presque  nulle  sous  le  rapport  de  la  méUiodc ,  puis- 
qu'elle n'a  pas  été  obtenue  communément  d'une  manière  ra- 
tionnelle, et  en  partant  du  véritable  point  de  départ  de  la 
philosophie  natm'elle.  On  conçoit  combien  il  Importe  de  réfor- 
mer un  plan  d'études  aussi  vicieux.  De  même ,  relativement  aux 
phénomènes  sociaux ,  qui  sont  encore  plus  compUqués ,  ne  se- 
rait-ce point  avoir  fait  un  grand  pas  vers  le  retour  des  sociétés 
modernes  à  un  état  vraiment  normal ,  que  d'avoir  reconnu  la 
nécessité  logique  de  ne  procéder  à  l'étude  de  ces  phénomènes , 
qu'après  avoir  dressé  sacces^vement  l'organe  Intellectuel  par 
l'examen  philosophique  approfondi  de  tous  les  phénomènes 
antérieurs?  On  peut  même  dire  avec  précision  que  c'est  là  toute 
la  difficulté  principale.  Car,  11  est  peu  de  bons  esprits  qui  ne 
soient  convaincus  aujourd'hui  qu'il  faut  étudier  les  phénomènes 
sociaux  d'après  la  méthode  positive.  Seulement ,  ceux  qui  s'oc- 
cupent de  cette  étude ,  ne  sachant  pas  et  ne  pouvant  pas  savoir 
exactement  en  quoi  consiste  cette  méthode ,  faute  de  l'avoir  exa- 
minée dans  ses  applications  antérieures,  cette  maxime  est  Jusqu'à 
présent  demeurée  stérile  pour  la  rénovation  des  théories  so- 
ciales, qui  ne  sont  pas  encore  sorties  de  l'état  théologique  ou 
de  l'état  métaphysique,  malgré  les  efforts  des  prétendus  réfor- 
mateurs positifs.  Cette  considération  sera,  plus  tard ,  spéciale- 
ment développée  ;  je  dois  ici  me  borner  à  l'iudiqucr,  uniquement 
pour  faire  apercevoir  toute  la  portée  de  la  conception  encyclo- 
pédique que  j'ai  proposée  dans  cette  leçon. 

Tels  sont  donc  les  quatre  points  de  vue  principaux ,  sous  les- 
fjuels  j'ai  dii  lu'atlacher  ii  faire  ressortir  l'importance  générale 
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de  la  classification  rationnelle  et  positive^  établie  ci- dessus  pour 
les  sciences  fondamentales. 

Afin  de  compléter  l'exposition  générale  du  plan  de  ce  cours , 
il  me  reste  maintenant  à  considérer  une  lacune  immense  et  ca- 
pitale^ que  j'ai  laissée  à  dessein  dans  ma  formule  encyclopédi- 
que ,  et  que  le  lecteur  a  sans  doute  déjà  remarquée.  En  effet , 
nous  n'avons  point  marqué  dans  notre  système  scientifique  le 
rang  de  la  science  mathématique. 

Le  motif  de  cette  omission  volontaire  est  dans  l'importance 
même  de  cette  science^  si  vaste  et  si  fondamentale.  Gar^  la  leçon 
prochaine  sera  entièrement  consacrée  à  la  détermination  exacte 
de  son  véritable  caractère  général^  et  par  suite  à  la  fixation  pré- 
cise de  son  rang  encyclopédique.  Mais  pour  ne  pas  laisser  in- 
complet^ sous  un  rapport  aussi  capital^  le  grand  tableau  que  j'ai 
tâché  d'esquisser  dans  cette  leçon  ^  je  dois  indiquer  ici  sommai- 
rement^ par  anticipation,  les  résultats  généraux  de  l'examen 
que  nous  entreprendrons  dans  la  leçon  suivante. 

Dans  l'état  actuel  du  développement  de  nos  connaissances 
positives^  il  convient^  je  crois ^  de  regarder  la  science  ma- 
thématique^ moins  comme  une  partie  constituante  de  la  philo- 
sophie naturelle  proprement  dite^  que  comme  étante  depuis 
Descartes  et  Newton^  la  vrai  base  fondamentale  de  toute  cette 
philosophie 9  quoique^  à  parler  exactement^  elle  soît  à  la  fois 
Tune  et  l'autre.  Aujourd'hui ^  en  effets  la  science  mathématique 
est  bien  moins  importante  par  les  connaissances^  très-réelles  et 
très-précieuses  néanmoins  qui  la  composent  directement  «  que 
comme  constituant  l'instrument  le  plus  puissant  que  l'esprit 
humain  puisse  employer  dans  la  recherche  des  lois  des  phéno- 
mènes naturels. 

Pour  présenter  à  cet  égard  une  conception  parfaitement  nette 
et  rigoureusement  exacte  ^  nous  verrons  qu'il  faut  diviser  la 
science  mathématique  en  deux  grandes  sciences^  dont  le  carac- 
tère est  essentiellement  distinct  :  la  mathématique  abstraite  ou 
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le  calcul ,  en  prenant  ce  mot  dans  sn  plus  grande  extension ,  et 
la  matbématique  concrète,  qui  se  compose,  d'ane  part  de  la  géo- 
métrie générale,  d'une  autre  part  de  la  mécanique  rationnelle. 
La  partie  concrète  est  nécessairement  fondée  sur  la  partie  al)  ■ 
straile,  et  devient  à  son  tour  la  base  directe  de  toute  la  philo- 
sophie naturelle,  en  considérant,  autant  que  possible.  Ions  les 
phénomènes  de  l'univers  comme  géométriques  ou  comme  mé- 
caniques, 

La  partie  abstraite  est  la  seule  qui  soit  purement  instrument 
taie,  n'étant  autre  chose  qu'une  immense  extension  admirable 
de  la  logique  naturelle  à  un  certain  ordre  de  déductions.  La 
géométrie  et  la  mécanique  doivent,  au  contraire,  être  envisa- 
gées comme  de  véritables  sciences  naturelles ,  fondées  ainsi  que 
toutes  les  autres ,  sur  l'observation ,  quoique ,  par  l'extrême  sUn- 
plicllé  de  leurs  phénomènes,  elles  comportent  un  degré  infini- 
ment plus  parfait  de  systématisation,  qui  a  pu  quelquefois  faire 
méconnaître  le  caraclère  eipériraental  de  leurs  premiers  prin- 
cipes. Mais  ces  deux  sciences  physiques  ont  cela  de  particulier, 
que,  dans  l'état  présent  de  l'esprit  humain,  elles  sont  déjà  et 
seront  toujours  davantage  employées  comme  méthode,  beau- 
coup plus  que  comme  doctrine  directe. 

Il  est ,  du  reste ,  évident  qu'en  plaçant  ainsi  la  science  mathé- 
matique à  la  tète  de  la  philosophie  positive ,  nous  ne  faisons 
qu'étendre  davantage  l'application  de  ce  même  principe  de  clas- 
slflcatioD ,  fondé  sur  la  dépendance  successive  des  sciences  en 
résultat  du  degré  d'abstraction  de  leurs  phénomènes  respectifs, 
qui  nous  a  fourni  la  série  encyclopédique ,  établie  dans  cette 
leçon.  Nous  ne  faisons  maintenant  que  restituer  à  celte  série 
son  véritable  premier  terme ,  dont  l'importance  propre  exigeait 
un  examen  spécial  plus  développé.  On  volt ,  en  effet ,  que  les 
phénomènes  géométriques  et  mécaniques  sont,  de  tous,  les  plus 
généraux,  les  plus  simples,  les  plus  abstraits,  les  plus  irréduc- 
tibles, et  les  plus  indépendants  de  tous  les  autres,  dont  ils  sont. 
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au  contraire  ^  la  base.  On  conçoit  pareillement  que  leur  étude 
est  un  préliminaire  indispensable  à  celle  de  tous  les  autres  ordres 
de  phénomènes.  C'est  donc  la  science  mathématique  qui  doit 
constituer  le  véritable  point  de  départ  de  toute  éducation  scien- 
tifique rationnelle 9  soit  générale^  soit  spéciale^  ce  qui  explique 
l'usage  universel  qui  s'est  établi  depuis  longtemps  à  ce  sujet, 
d'une  manière  empirique^  quoiqu'il  n'ait  eu  primitivement 
d'autre  cause  que  la  plus  grande  ancienneté  relative  de  la  science 
mathématique.  Je  dois  me  borner  en  ce  moment  à  une  indica- 
tion très-rapide  de  ces  diverses  considérations^  qui  vont  être 
l'objet  spécial  de  la  leçon  suivante. 

Nous  avons  donc  exactement  déterminé  dans  cette  leçon  y  non 
d'après  de  vaines  spéculations  arbitraires ,  mais  en  le  regardant 
comme  le  sujet  d'un  véritable  problème  philosophique ,  le  plan 
rationnel  qui  doit  nous  guider  constamment  dans  l'étude  de  la 
philosophie  positive.  En  résultat  définitif^  la  mathématique , 
l'astronomie^  la  physique,  la  chimie^  la  physiologie  et  la  phy- 
sique sociale  ;  telle  est  la  formule  encyclopédique  qui ,  parmi 
le  très-grand  nombre  de  classifications  que  comportent  les  six 
sciences  fondamentales,  est  seule  logiquement  conforme  à  la  hié- 
rarchie naturelle  et  invariable  des  phénomènes.  Je  n'ai  pas  be- 
soin de  rappeler  l'importance  de  ce  résultat,  que  le  lecteur  doit 
se  rendre  éminemment  familier,  pour  en  faire  dans  toute  l'é- 
tendue de  ce  cours  une  application  continuelle. 

La  conséquence  finale  de  cette  leçon,  exprimée  sous  la  forme 
la  plus  simple ,  consiste  donc  dans  l'explication  et  la  justification 
du  grand  tableau  synoptique  placé  au  commencement  de  cet 
ouvrage ,  et  dans  la  construction  duquel  je  me  suis  efforcé  de 
suivre,  aussi  rigoureusement  que  possible,  pour  la  distribution 
intérieure  de  chaque  science  fondamentale ,  le  même  principe 
de  classification  qui  vient  de  nous  fournir  la  série  générale  des 
sciences. 
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GontMératlon»  phOoiophMiacs  lar  l'entemlble  de  la  •clence 

matlièiiiatlqae. 

£n  commençant  à  entrer  directement  en  matière  par  l'étude 
philosophique  de  la  première  des  six  sciences  fondamentales 
établies  dans  la  leçon  précédente  ^  nous  avons  lieu  de  constater 
immédiatement  l'importance  de  la  philosophie  positive  pour 
perfectionner  le  caractère  général  de  chaque  science  en  parti- 
culier. 

Quoique  la  science  mathématique  soit  la  plus  ancienne  et  la 
plus  parfaite  de  toutes^  l'idée  générale  qu'on  doit  s'en  former 
n'est  point  encore  nettement  déterminée.  La  déûnîtion  de  la 
science^  ses  principales  divisions ^  sont  demeurées  jusqu'ici  va- 
gues et  Incertaines.  Le  nom  multiple  par  lequel  on  la  désigne 
habituellement  sufGurait  même  seul  pour  indiquer  le  défaut  d'u- 
nité de  son  caractère  philosophique^  tel  qu'il  est  conçu  com- 
munément 

A  la  vérité^  c'est  seulement  au  commencement  du  siècle  der- 
nier que  les  diverses  conceptions  fondamentales  qui  constituent 
cette  grande  science  ont  pris  chacune  assez  de  développement 
pour  que  le  véritable  esprit  de  l'ensemble  pût  se  manifester 
clairement  Depuis  cette  époque^  l'attention  des  géomètres  a 
été  trop  justement  et  trop  exclusivement  absorbée  par  le  per- 
fectionnement spécial  des  différentes  branches ,  et  par  l'appli- 
cation capitale  qu'ils  en  ont  faites  aux  lois  les  plus  importantes 
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de  l'univers  ^  pour  pouvoir  se  diriger  convenablement  sur  le 
système  général  de  la  science. 

Mais  aujourd'hui  le  progrès  des  spécialités  n'est  plus  telle- 
ment rapide ,  qu'il  interdise  la  contemplation  de  l'ensemble.  La 
mathématique  ^  est  maintenant  assez  développée  ^  soit  en  elle- 
même  9  soit  quant  à  ses  applications  les  plus  essentielles ,  pour 
être  parvenue  à  cet  état  de  consistance  y  dans  lequel  on  doit  s'ef- 
forcer de  coordonner  en  un  système  unique  les  diverses  parties 
de  la  science ,  afin  de  préparer  de  nouveaux  progrès.  On  peut 
même  observer  que  les  derniers  perfectionnements  capitaux 
éprouvés  par  la  science  mathématique  ont  directement  préparé 
cette  importante  opération  philosophique ,  en  imprimant  à  ses 
principales  parties  un  caractère  d'unité  qui  n'existait  pas  aupa- 
ravant; tel  est  émhiemment  et  hors  de  toute  comparaison  l'es- 
prit des  travaux  de  l'immortel  auteur  de  la  Théorie  des  Fonc- 
tions et  de  la  Mécanique  analytique. 

Pour  se  former  une  juste  idée  de  Tobjet  de  la  science  mathé- 
matique considérée  dans  son  ensemble  y  on  peut  d'abord  partir 
de  la  définition  vague  et  insignifiante  qu'on  en  donne  ordinai- 
rement ^  à  défaut  de  toute  autre  y  en  disant  qu'elle  est  la  science 
des  gi*andeurs  y  oiiy  ce  qui  est  plus  positif  3  la  science  qui  a  pour 
but  la  mesure  des  grandeurs.  Cet  aperçu  scolastique  a^  sans 
doute  y  singulièrement  besoin  d'acquérir  plus  de  précision  et 
plus  de  profondeur.  Mais  l'idée  est  juste  au  fond  ;  elle  est  même 
suifisanmient  étendue  »  lorsqu'on  la  conçoit  convenablement  n 
importe  d'ailleurs^  en  pareille  matière^  quand  on  le  peut  sansin- 
convénient^  de  s'appuyer  sur  des  notions  généralement  admises. 
Voyons  donc  comment  ^  en  partant  de  cette  grossière  ébauchei 
on  peut  s'élever  à  une  véritable  définition  de  la  mathématique, 


*  J'emploierai  souvent  ceUc  expression  au  singulier,  comme  l*a  proposé  Goa- 
dorcct,  afin  d'indiquer  avec  plus  d*énergie  l*espril  d'unilé  dans  lequel  je  conçois 
la  science. 


MATHKMATlyUE. 
à  une  défiDltloD  qui  soit  digue  <le  correspondre  à  l'importance , 
à  l'étendue  et  à  la  diflicultë  de  la  science. 

La  question  de  mesurer  une  grandeur  ne  présenle  par  elle- 
même  à  l'esprit  d'autre  Idée  que  celle  de  la  simple  comparaison 
immédiate  de  cette  grandeur  avec  mie  autre  grandeur  sem- 
blable supposée  connue,  qu'on  prend  pour  unité  entre  toutes 
celles  de  la  même  espace.  Ainsi,  quand  on  se  borne  à  déllnir 
les  mathématiques  comme  ayant  pour  objet  la  mesure  des  gran- 
deurs, on  en  donne  nne  idée  fort  imparfaite,  car  il  est  même 
impossible  de  voir  par  Ih  comment  il  y  a  lieu,  sous  ce  rapport, 
!l  nue  science  quelconque ,  et  surtout  à  une  science  aussi  vaste 
et  aussi  profonde  qu'est  réputée  l'être  avec  raison  la  science 
matliématique.  Au  lieu  d'un  immense  enchaînement  de  travaux 
rationnels  très-prolongés ,  qui  offrent  à  notre  acUvité  intellec- 
tuelle un  aliment  inépuisable,  la  science  paraîtrait  seulemenl 
consister,  d'après  un  tel  énoncé ,  jjans  une  simple  suite  de  pro- 
cédés mëcaDlqucs,  pour  obienir  direciemeDt.à  l'aide  d'opéra- 
tions anal(%ues  à  la  superposition  des  ligues,  les  rapports  des 
quantités  !i  mesurer  à  celles  par  lesquelles  on  veut  les  mesurer. 
Néanmoins,  cette  défmltion  n'a  point  réellement  d'antre  défaut 
que  de  n'être  pas  suffisamment  approfondie.  Elle  n'indoit  point 
en  erreur  sur  le  véritable  but  final  des  mathématiques;  seule- 
ment elle  présenle  comme  direct  un  objet  qui,  presque  toujours, 
est,  au  contraire,  fort  indirect,  et  par  là,  elle  ne  fait  uollement 
conceroir  la  nature  de  la  science. 

Pour  y  parvenir,  il  faut  d'abord  considérer  un  fdt  général, 
Irès-facile  à  constater.  C'est  que  la  mesure  directe  d'une  gran- 
deur, par  la  superposition  ou  par  quelque  procédé  semblable, 
est  le  plus  souvent  pour  nous  une  opération  tout-à-fait  impos- 
sible :  en  sorte  que  si  nous  n'avions  pas  d'autre  moyeu  pour 
déterminer  les  grandeurs  que  les  comparaisons  immédiates, 
nous  serions  obligés  de  renoncer  à  ta  connaissance  de  la  plu- 
part de  celles  qui  nous  intéressent. 
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On  comprendra  tonte  rexactitude  de  cette  observation  géné- 
rale ,  en  se  bornant  à  considérer  spécialement  le  cas  particulier 
qui  présente  évidemment  le  plus  de  facilité,  celui  de  la  mesure 
d'une  ligne  droite  par  une  autre  ligne  droite.  Cette  comparaison^ 
qui,  de  toutes  celles  que  nous  pouvons  imaginer,  est  sans  con- 
tredit la  plus  simple,  ne  peut  néanmoins  presque  jamais  être  rf- 
fectuée  immédiatement  En  réfléchissant  à  l'ensemble  des  con- 
ditions nécessaires  pour  qu'une  ligne  droite  soit  susceptible 
d'une  mesure  directe ,  on  voit  que  le  plus  souvent  elles  ne 
peuvent  point  être  remplies  à  la  fois ,  relativement  aux  lignes 
que  nous  désirons  connaître.  La  première  et  la  plus  grossière 
de  ces  conditions,  celle  de  pouvoir  parcourir  la  ligne  d'an 
bout  à  Tautre,  pour  porter  successivement  l'unité  dans  toute 
son  étendue ,  exclut  évidemment  déjà  la  très-majeure  partie  des 
distances  qui  nous  intéressent  le  plus;  d'abord  toutes  les  dis- 
tances entre  les  différents  cog>s  célestes ,  ou  de  la  terre  à  quel- 
qu*autre  corps  céleste ,  et  ensuite  même  la  plupart  des  distances 
terrestres  «  qui  sont  si  fréquemment  inaccessibles.  Quand  c^te 
première  condition  se  trouve  accomplie,  il  faut  encore  que  la 
longueur  ne  soit  ni  trop  grande  ni  trop  petite,  ce  qui  rendrait 
la  mesure  directe  c^alement  impossible  ;  U  faut  qu'elle  soit  con- 
vonablomont  située  «  otc«  La  plus  légère  circonstance ,  qui  ab- 
straitement ne  paraîtrait  devoir  introduire  ancnne  nouvelle 
difliouUo  «  suffira  souvent  «  dons  la  réalité ,  pour  nous  interdire 
toute  mesure  directe*  Ainsi  «  par  exemple  «  telle  ligne  que  nous 
pourrions  mesurer  exactement  avec  la  plus  grande  facilité,  si 
elle  otoit  horizontale  «  il  suffira  de  la  concevez  redressée  verti- 
calomout  •  pour  que  la  mesun^  en  devienne  impossiblei  En  un 
mot«  la  mo$urv  immédiate  d'une  ligne  droite,  présente  une 
telle  complication  do  difficultés  «  surtout  quand  on  vent  y  9p- 
porter  quolqu'o\acUiudo .  que  presaque  jamais  nous  ne  rencon- 
trt%m  d  auircs  li^es  susceptibles  dVHiv  mesurées  diredemeit 
.i\ iv  prtvision .  du  uH>iu>  parmi  celles  dnne  certaine  grandev, 
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que  des  lignes  purement  artificielles ,  créées  csprcssément  par 
nous  pour  comporter  ane  détcmiination  directe  »  et  auxquelles 
nous  parrenoQS  à  rattacher  toutes  les  autres. 

Ce  que  je  viens  d'élaLlir  relativement  aux  lignes  se  conçoit, 
â  bien  phis  forte  raison ,  des  surfaces ,  des  volumes,  des  vitesses, 
des  teD)ps,  des  forces,  etc.,  et.  en  générai,  de  toutes  les  autres 
grandeurs  susceptibles  d'apprécinlion  exacte .  et  qui,  par  leur 
nature,  présentent  nécessairement  beaucoup  plus  d'obstacles 
encore  à  une  mesure  immédiate.  11  esl  donc  inutile  de  s'y  ar- 
rêter, et  nous  devons  regarder  comme  suffisamment  constatée 
l'impossibilité  de  déterminer,  en  les  mesurant  directement ,  la 
plupart  des  grandeurs  que  nous  devrons  connaître.  C'est  ce 
fait  général  qui  nécessite  la  formation  de  la  science  matht^nia- 
Uqae ,  comme  nous  allons  le  voir.  Car,  renonçant ,  dans  presque 
tons  les  cas,  à  la  mesure  immédiate  des  grandeurs,  l'esprit 
humain  a  dà  chercher  à  les  délcrmincr  indirectement,  et  c'est 
ainsi  qu'il  a  été  conduit  à  la  création  des  mathématiques. 

La  méthode  générale  qu'on  emploie  constamment,  la  seule 
évidemment  qu'on  puisse  concevoir,  pour  connaître  des  gran- 
deurs qui  ne  comporlenl  poinl  une  mesure  directe,  conslslc  h 
les  rattacher  fl  d'autres  qui  soient  susceptibles  d'Être  détermi- 
nées îmmédialement,  ei  d'après  lesquelles  on  parvient  à  dé> 
couvrir  les  premières ,  au  moyen  des  relations  qui  existent  entre 
les  unes  et  les  autres.  Tel  est  l'objet  précis  de  la  science  ma- 
thématique envisagée  dans  son  ensemble.  Pour  s'en  faire  une 
idée  suffisamment  étendue ,  il  faut  considérer  que  celte  déter- 
mination indirecte  des  grandeurs  peut  élre  indirecte  &  des 
degrés  fort  dilTérents.  Dans  un  grand  nombre  de  cas,  qui  sou- 
vent sont  les  plus  importants,  les  grandeurs,  à  la  détermination 
desquelles  on  ramène  la  recherche  des  grandeurs  principales 
qu'on  veut  connaître,  ne  peuvent  point  elles-mêmes  être  mesu- 
rées immédiatement,  et  doivent  par  conséquent,  à  leur  tour, 
gygpir  te  sujet  d'une  question  semblable,  et  ainsi  de  suite  ;  en 
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sorte  que^  dans  beaucoup  d'occadons»  l'esprit  humain  est 
obligé  d'établir  une  longue  suite  d'Intermédiaires  entre  le  sys- 
tème des  grandeurs  inconnues  qui  sont  l'objet  définitif  de  ses 
recherches^  et  le  système  des  grandeurs  susceptibles  de  me- 
sure directe^  d'après  lesquelles  on  détermhie  finalement  les 
premières  y  et  qui  ne  paraissent  d'abord  avohr  avec  celles-ci 
aucune  liaison. 

Quelques  exemples  vont  suffire  pour  éclairdr  ce  que  les  gé- 
néralités précédentes  pourraient  présenter  de  trop  abstrait 

Considérons,  en  premier  lieu ^  un  phénomène  naturel  très- 
simple  qui  puisse  néanmoins  donner  lieu  à  une  question  mathé- 
matique réelle  et  susceptible  d'applications  effectives,  le  phé- 
nomène de  la  chute  verticale  des  corps  pesants. 

En  observant  ce  phénomène ,  l'esprit  le  plus  étranger  aux  . 
conceptions  mathématiques  reconnaît  sur-le-champ  que  les  deux 
quantités  qu'il  présente ,  savoir  :  la  hauteur  d'où  un  corps  est 
tombée  et  le  temps  de  sa  chute ,  sont  nécessahrement  liées  l'une 
à  l'autre^  puisqu'elles  varient  ensemble,  et  restent  fixes  simul- 
tanément ;  où ,  suivant  le  langage  des  géomètres,  qu'elles  sont 
fonction  Tune  de  l'autre.  Le  phénomène  ^  considéré  sous  ce 
point  de  vue,  donne  donc  lieu  à  une  question  mathématique, 
qui  consiste  à  suppléer  à  la  mesure  directe  de  l'une  de  ces 
deux  grandeurs  lorsqu'elle  sera  impossible ,  par  la  mesure  de 
l'autre.  C'est  ainsi,  par  exemple,  qu'on  pourra  détermûier  in- 
directement la  profondeur  d'un  précipice,  en  se  bornant  à  me- 
surer le  temps  qu'un  corps  emploierait  à  tomber  jusqu'au  fond; 
et ,  en  procédant  convenablement ,  cette  profondeur  inaccessible 
sera  connue  avec  tout  autant  de  précision  que  si  c'était  une 
ligne  horizontale  placée  dans  les  circonstances  les  plus  favo- 
rables à  une  mesure  facile  et  exacte.  Dans  d'autres  occasions, 
c'est  la  hauteur  d'où  le  corps  est  tombé  qui  sera  facile  à  con- 
naître ,  tandis  que  le  temps  de  la  chute  ne  pourrait  point  être 
observé  directement  ;  alors  le  même  phénomène  donnera  lieu  à 


la  question  Inverse,  délermiDer  le  leoips  d'après  la  banleur; 
comme,  par  exemple,  si  l'on  voulait  connaître  qu'elle  sera  la 
dorée  de  la  chnte  verticale  d'un  corps  lonUiant  de  la  lone  snr  ta 
terre. 

Bans  l'esemple  précédent,  la  question  mathématique  est  fort 
simple ,  du  moins  quand  on  n'a  pas  i^gard  à  la  varialion  d'inten- 
sité de  la  pesanteur,  ni  à  la  résistance  du  fluide  que  le  corps 
traverse  dans  sa  cliute.  Mais,  pour  agrandir  la  question ,  il  suf- 
fira de  considérer  le  même  phénomène  dans  sa  plus  grande  gé- 
néralité, en  supposant  la  chute  oblique,  et  tenant  compte  de 
toutes  les  circonstances  principales.  Alors ,  au  lieu  d'ofl'rir  sim- 
plement deux  quantités  variables  liées  cntr'cUes  par  une  rela- 
tion facile  à  suivre,  le  phénomène  eu  présentera  un  plus  grand 
nombre,  l'espace  parcouru ,  soit  dans  te  sens  vertical ,  soit  dans 
le  sens  borizonlal ,  le  temps  employé  à  le  parcourir,  la  vitesse 
du  corps  à  chaque  point  de  sa  course ,  et  même  finlensilé  et  la 
direction  de  son  impulsion  primiiive ,  qui  pourront  aussi  être 
envisagées  comme  variables,  et  enfin,  dans  certains  cas,  pour 
tenir  compte  de  tout .  ta  résistance  du  milieu  et  l'énergie  de  ta 
gravité.  Toutes  ces  diverses  quantités  seront  liées  enir' elles,  de 
telle  sorte  que  chacune  à  son  tour  pourra  éire  déterminée  in- 
directement d'après  tes  autres ,  ce  qui  présentera  autant  de  re- 
cherdies  mathématiques  distinctes,  qu'il  y  aura  de  grandeurs 
co-existantes  dans  le  phénomène  considéré.  Ce  changement 
très-simple  dans  les  conditions  physiques  d'un  problème  pourra 
faire,  comme  11  arrive  en  effet  pour  l'exemple  cité ,  qu'une  re- 
dierche  mathématique,  primilivemeut  fort  élémentaire ,  se  place 
toat-ï-coup  au  rang  des  questions  les  plus  difflciies ,  dont  la  so- 
lation  complète  et  rigoureuse  surpasse  jusqu'à  présent  toutes  tes 
plos  grandes  forces  de  l'esprit  humain. 

Prenons  un  second  exempte  dans  les  phénomènes  géométri- 
ques. Qu'il  s'agisse  de  déterminer  une  distance  qui  n'esl  pas  sus- 
ceptible de  mesure  directe;  on  la  concevra  généralcmenl  comme 
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faisant  partie  d'une  figure  ^  oa  d'un  système  quelconque  de  li- 
gnes^ choisi  de  telle  manière  que  tous  ses  autres  éléments  puis- 
sent être  observés  immédiatement  ;  par  exemple  s  dans  le  cas 
le  plus  simple  et  auquel  tous  les  autres  peuvent  se  réduire  fina- 
lement^on  considérera  la  distance  proposée  comme  appartenant 
à  un  triangle  y  dans  lequel  on  pourrait  déterminer  directement^ 
soit  un  autre  côté  et  deux  angles  ^  soit  deux  côtés  et  un  seul 
angle.  Dès-lors,  la  connaissance  de  la  distance  cberchée^  au 
lieu  d'être  obtenue  immédiatement,  sera  le  résultat  d'un  travail 
mathématique  qui  consistera  à  la  déduire  des  éléments  observés, 
d'après  la  relation  qui  la  lie  avec  eux.  Ce  travail  pourra. de- 
venir successivement  de  plus  en  plus  compliqué ,  si  les  éléments 
supposés  connus  ne  pouvaient ,  à  leur  tour,  comme  il  arrive  le 
plus  souvent,  être  déterminés  que  d'une  manière  indirecte,  à 
l'aide  de  nouveaux  systèmes  auxiliaires,  dont  le  nombre,  dans 
les  grandes  opérations  de  ce  genre ,  finit  par  devenir  quelque- 
fois très  considérable.  La  distance  une  fois  déterminée ,  cette 
seule  connaissance  suffira  fréquemment  pour  faire  obtenir  de 
nouvelles  quantités,  qui  offriront  le  sujet  de  nouvelles  questions 
mathématiques.  Ainsi ,  quand  on  sait  à  quelle  distance  est  situé 
un  objet,  la  simple  observation^  toujours  possible,  de  son  dia- 
mètre apparent,  doit  évidemment  permettre  de  déterminer  in- 
directement, quelqu'inaccessible  qu'il  puisse  être,  ses  dimen- 
sions réelles,  et,  par  une  suite  de  recherches  analogues,  sa 
surface ,  son  volume ,  son  poids  même ,  et  une  foule  d'autres 
propriétés ,  dont  la  connaissance  semblait  devoir  nous  être  né- 
cessairement interdite. 

C'est  par  de  tels  travaux,  que  l'homme  a  pu  parvenir  à  con- 
naître ,  non-seulement  les  distances  des  astres  à  la  terre ,  et  par 
suite,  entr' eux ,  mais  leur  grandeur  effective ,  leur  véritable  fi- 
gure, jusqu'aux  inégalités  de  leur  surface,  et,  ce  qui  semble 
se  dérober  bien  plus  encore  à  nos  moyens  d'investigation ,  leurs 
masses  respectives,  leurs  densités  moyennes,  les  circonstances 
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principales  de  la  chute  des  corps  pesants  h  la  sorface  de  cliacun 
d'eux,  etc.  Par  la  puissance  des  théories  malliéuialiques ,  tous 
ces  divers  résultats,  et  bien  d'autres  encore  relatifs  auï  diffé- 
rentes classes  de  phénomènes  naturels,  n'ont  exigé  définitive- 
ment d'antres  mesures  immédiates  que  celles  d'un  trës-pclil 
nombre  de  lignes  droites ,  convenablement  choisies ,  et  d'un  plus 
grand  nombre  d'angles.  On  peut  même  dire ,  en  toute  rigueur, 
pour  indiquer  d'un  seul  trait  la  portée  générale  de  la  science , 
que  ^  l'on  ne  craignait  pas  avec  raison  de  muKIplicr  sans  néces- 
sité les  opérations  mathématiques ,  et  si ,  par  conséquent ,  on  ne 
devait  pas  les  réserver  seulement  pour  la  détermination  des 
quantités  qui  ne  pourraient  nullement  être  mesurées  directe- 
ment, ou  d'une  manière  assez  exacte,  la  connaissance  de  toutes 
les  grandeurs  susceptibles  d'estimation  précise  que  les  divers  or- 
dres de  phénomènes  peuvent  nous  offrir,  serait  linalement  ré- 
ductible i.  la  mesure  immédiate  d'une  ligne  droite  unique  et  d'uu 
nombre  d'angles  convenable. 

Nous  sommes  donc  parvenus  maintenant  à  définir  avec  exacti- 
tude la  science  mathématique ,  en  lui  assignant  pour  but ,  la 
mesure  indirecte  des  grandeurs,  et  disant  qu'on  s'y  propose  con- 
stamment de  déterminer  Ici  grandeurs  les  unes  par  les  autres, 
diaprés  les  relations  précises  r/ul  existent  entr'elles.  Cet  énoncé , 
au  llea  de  donner  seulement  l'idée  d'un  an,  comme  le  font  jus- 
qu'ici toutes  les  définitions  ordinaires ,  caractérise  immédiate- 
ment ime  véritable  science,  et  la  montre  sur-le-champ  com- 
posée d'un  immense  enchaînement  d'opérations  intellectuelles, 
qui  pourront  évidemment  devenir  très-compliquées,  à  raison 
delà  suite  d'intermédiaires  qu'il  faudra  établir  entre  les  quan- 
tités incouBoes  et  celles  qui  comportent  une  mesure  directe , 
da  nombre  des  variables  co-e\istanles  dans  la  question  pro- 
posée, et  de  la  nature  des  relations  que  roumiront  entre  toutes 
ces  diverses  grandeurs  les  pliénomènes  considérés.  D'après  une 
telle  définition ,  l'esprit  mathématique  ron^ste  i  regarder  ton- 
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jours  comme  liées  entr'elles  toutes  les  quantités  que  peut  pré- 
senter un  phénomène  quelconque  >  dans  la  vue  de  les  déduire 
les  unes  des  autres.  Or^  il  n'y  a  pas  évidemment  de  phénomène 
qui  ne  puisse  donner  lieu  à  des  considérations  de  ce  genre  ; 
d'où  résulte  l'étendue  naturellement  indéfinie  et  même  la  ri- 
goureuse universalité  logique  de  la  science  mathématique  :  nous 
diercherons  plus  loin  à  circonscrire  aussi  exactement  que  pos- 
sible son  extension  effective. 

Les  explications  précédentes  établissent  clairement  la  justifia 
cation  du  nom  employé  pour  désigj^er  la  science  que  nous  con- 
sidérons. Cette  dénomination  ^  qui  a  pris  aujourd'hui  une  accep- 
tion si  déterminée  9  signifie  simplement  par  elle-même  la  science 
en  général.  Une  telle  désignation ,  rigoureusement  exacte  pour 
les  Grecs ^  qui  n'avaient  pas  d'autre  science  réelle,  n'a  pu  être 
conservée  par  les  modernes  que  pour  indiquer  les  mathémati- 
ques comme  la  science  par  excellence.  Et ,  en  effet,  la  définition 
à  laquelle  nous  venons  d'être  conduits,  si  on  en  écarte  la  cir- 
constance de  la  précision  des  déterminations,  n'est  autre  chose 
que  la  définition  de  toute  véritable  science  quelconque,  car 
chacune  n'a-t-elle  pas  nécessairement  pour  but  de  détermhier 
des  phénomènes  les  uns  par  les  autres,  d'après  les  relations  qui 
existent  entr'eux?  Toute  science  consiste  dans  la  coordination 
des  faits  ;  si  les  diverses  observations  étaient  entièrement  isolées, 
il  n'y  aurait  pas  de  science.  On  peut  même  dire  généralement 
que  la  science  est  essentiellement  destinée  à  dispenser,  autant 
que  le  comportent  les  divers  phénomènes,  de  toute  observation 
directe ,  en  permettant  de  déduire  du  plus  petit  nombre  possible 
de  données  immédiates,  le  plus  grand  nombre  possible  de  ré- 
sultats. N'est-ce  point  là,  en  effet ,  l'usage  réel,  soit  dans  la  spé- 
culation, soit  dans  l'action,  des  lois  que  nous  parvenons  à  dé* 
couvrir  entre  les  phénomènes  naturels?  La  science  mathéma- 
tique, ne  fait,  d'après  cela,  que  pousser  au  plus  haut  degré 
possible,  tant  sous  le  rapport  de  la  quantité  que  sous  celui  de  b 
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qaalilé,  sur  les  sujels  TërilableiUËnt  de  son  ressort,  le  mCmc 
genre  de  recherches  que  poursuit  j  h  des  degrés  plus  ou  moins 
inférieurs,  chaque  scleuce  ridelle ,  dans  sa  sphère  respective. 

C'est  donc  par  l'élude  des  malhémaQques ,  et  seulement  par 
elle ,  que  l'eu  peut  se  faire  une  Idée  juste  et  approfondie  de 
ce  que  c'est  qu'une  science.  C'est  l.\  uniquement  qu'on  doit 
chercher  à  connaître  avec  précision  la  méthode  générale  que 
l'esprit  humain  emploie  constamment  dans  toutes  ses  recherches 
positives,,  parce  que  nulle  part  ailleurs  les  questions  ne  sont  ré- 
solues d'une  manière  aussi  complète ,  et  les  déductions  prolon- 
gées aussi  loin  avec  une  sévérité  rigoureuse.  C'est  là  également 
que  notre  entendement  a  donné  les  plus  grandes  preuves  de  sa 
force,  parce  que  les  idées  qu'il  y  considère  sont  du  plus  haut 
degré  d'abstraction  possible  dans  l'ordre  positif.  Toute  éduca- 
tion scientifique  qui  ne  commence  point  par  une  telle  étude, 
pèche  donc  nécessairement  par  sa  base, 

Nous  avons  jusqu'ici  envisagé  la  science  matbéiaaUque  seu- 
lement dans  son  ensemble  total ,  sans  avoir  aucun  égard  h  ses 
divisions.  Nous  devons  maintenant,  pour  compléter  cette  vue 
générale  et  nous  former  une  juste  idée  du  caractère  philosa- 
phigne  de  la  science,  considérer  sa  division  fondamentale.  Les 
divisions  secondaires  seront  examinées  dans  les  levons  suivantes. 

Cette  division  principale  ne  saurait  être  vraiment  rationnelle, 
et  dériver  de  la  nature  même  du  sujet,  qu'autant  qu'elle  se 
présenteraspontanément ,  en  faisant  l'analyse  exacte  d'une  ques- 
tion mathématique  complète.  Ainsi ,  après  avoir  déterminé  ci- 
dessus  quel  est  l'objet  général  des  travaux  mathématiques,  ca- 
ractérisons maintenant  avec  précision  les  divers  ordres  princi- 
paux de  recherches  dont  ils  se  composent  constamment. 

La  solution  complète  de  toute  question  mattiématique  se 
décompose  nécessairement  en  deux  parties ,  d'une  nature  es- 
sentiellement distincte,  et  dont  la  relation  est  invariablement 
déterminée.  En  effet,  nous  avons  vu  que  toute  recherche  mathé- 
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matique  a  pour  objet  de  déterminer  des  grandeurs  inconnni 
d'après  les  relations  qui  existent  entre  elles  et  des  ^andei 
connues.  Or,  il  faut  évidemment  d'abord,  à  cette  fin,  parvi 
&  connaître  avec  précision  les  relations  existantes  entre  les  qoi 
tltés  que  l'on  considère.  Ce  premier  ordre  de  recherches  coi 
titue  ce  que  j'appelle  la  partie  cona-ése  de  la  solation.  Quand 
elle  est  terminée ,  la  question  change  de  nature;  elle  se  réduit 
à  nnc  pure  question  de  nombres ,  consistant  simplement  désor- 
mais à  déterminer  des  nombres  inconnus ,  lorsqu'on  sait  quelles 
relations  précises  les  lient  h  des  nombres  connus.  C'est  dans 
ce  second  ordre  de  recherches  que  consiste  ce  que  je  nomme 
la  partie  abstraite  de  la  solution.  De  Iîl  résulte  la  division  fonda- 
mentale de  la  science  mathématique  générale  en  deux  gn 
sciences,  la  malhémalique  abstraite  et  la  mathématique 
crête. 

Cette  analyse  peut  Cire  observée  dans  toute  question  mathé- 
matique complote,  quelque  simple  ou  quelque  couipltpée 
qu'elle  soit.  11  sufTira,  pour  la  faire  bien  comprendre ,  d'( 
diquer  un  seul  exemple. 

Reprenant  le  phénomène  déjà  cité  de  la  chute  verticale  d' 
corps  pesant,  et  considérant  le  cas  le  plus  simple,  on  voit 
pour  parvenir  îi  déierminer  l'une  par  l'autre  la  hauteur  d' 
corps  est  tombé  et  la  durée  de  sa  chute,  il  faut  commencer  par 
découvrir  la  relation  exacte  de  ces  deux  quantités,  ou,  suii 
le  langage  des  géomètres ,  l'équation  qui  existe  entre  elles.  A?i 
que  cette  première  recherche  soit  terminée ,  toute  tentative  pi 
déterminer  numériquement  la  valeur  de  l'une  de  ces  deux  gran- 
deurs par  celle  de  l'autre  serait  évidemment  prématurée,  car 
elle  n'aurait  aucune  base.  Il  ne  suffit  pas  de  savoir  vaguement 
qu'elles  dépendent  l'une  de  l'autre,  ce  que  tout  le  moude  aper- 
çoit sur  le  champ ,  mais  il  faut  déterminer  en  quoi  consiste  cette 
dépendance  ;  ce  qui  peut  être  fort  difficile ,  et  constitue  en  effet, 
dans  le  cas  actuel,  la  partie  incom])nrablement  supérieure  da 
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^^Kème.  Le  véritable  esprit  scieniUlquc  est  si  moderne  et  en- 
core tellement  rare,  que  personne  peut-^lre  avant  Galilée  n'a- 
vait seulement  remarqué  raccroîssciuent  de  vitesse  qu'éprouve 
un  corps  dans  sa  cliûte ,  ce  qui  exclut  l'hypolliëse ,  vers  laquelle 
notre  intelligence,  toujours  portée  involontairemenl  à  sup- 
poser dans  chaque  phénomène  les  fonctions  les  plus  simples, 
sans  aucun  aulre  motif  que  sa  plus  grande  facilité  h  les  conce- 
voir, serait  naturellement  entraînée,  la  hauteur  proportionnelle 
au  temps.  En  un  mot ,  ce  premier  travail  aboutit  i  la  décou- 
verte de  la  loi  de  Galilée.  Quand  cette  partie  concrète  est  ter- 
minée, la  recherche  devient  d'une  toute  autre  nature.  Sachant 
que  les  espaces  parcourus  par  le  corps  dans  chaque  seconde 
successive  de  sa  chute  croissent  comme  la  suite  des  nombreslra- 
pairs,  c'est  alors  une  question  purement  numérique  et  abstraite 
que  d'en  déduire  ou  la  hauteur  d'après  le  temps,  ou  le  temps 
par  la  hauteur,  ce  qui  consistera  à  trouver  que ,  d'après  la  loi 
établie,  la  première  de  ces  deux  quantités  est  un  multiple  connu 
de  la  seconde  puissance  de  l'autre,  d'où  l'on  devra  finalement 
conclure  la  valeur  de  l'une  quand  colle  de  l'autre  sera  donnée. 
Dans  cet  exemple,  la  question  concrète  est  plus  dillicile  que 
la  question  abstraite.  Ce  serait  l'inverse ,  si  l'on  considérait  le 
même  phénomène  dans  sa  plus  grande  généralité  ^  tel  que  je 
l'ai  envisagé  plus  liant  pour  un  autre  motif.  Suivant  les  cas,  ce 
sera  tantôt  la  première ,  tantôt  la  seconde  de  ces  deux  parties 
qui  constituera  la  principale  difliculté  de  la  question  totale; 
la  loi  mathématique  du  phénomène  pouvant  être  très-simple, 
mais  difficile  à  obtenir,  et ,  dans  d'autres  occasions,  facile  Si  dé- 
couiTlr,  mais  fort  compliquée  :  en  sorte  que  les  deux  grandes 
sections  de  la  science  mathématique,  quand  on  les  compare 
en  masse,  doivent  être  regardées  comme  exactement  équiva- 
lentes en  étendue  et  en  difficulté,  aussi  bien  qu'en  importance , 
ainsi  que  nous  le  constaterons  plus  tard  en  considérant  chacune 
tfeDfls  séparément. 
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Ces  deux  parties,  essentiellement  distinctes^  d'après  Texplica- 
tion  précédente,  par  l'objet  que  Fesprit  s'y  propose,  ne  le  sont 
pas  moins  par  la  nature  des  recherches  dont  elles  se  composent 

La  première  doit  porter  le  nom  de  concrète,  car  elle  dépend 
évidemment  du  genre  des  phénomènes  considérés  ^  et  doit  va- 
rier nécessairement  lorsqu'on  envisagera  de  nouveaux  phéno- 
mènes; tandis  que  la  seconde  est  complètement  indépendante 
de  la  nature  des  objets  examinés  ^  et  porte  seulement  sur  les 
relations  numériques  qu'ils  présentent,  ce  qui  doit  la  faire  ap- 
peler abstraite.  Les  mêmes  relations  peuvent  exister  dans  un 
grand  nombre  de  phénomènes  dilSérents,  qui^  malgré  leur  ex- 
trême diversité ,  seront  envisagés  par  le  géomètre  comme  offirant 
une  question  analytique,  susceptible,  en  l'étudiant  isolément, 
d'être  résolue  une  fois  pour  toutes.  Ainsi ,  par  exemple^  la  même 
loi  qui  règne  entre  Tespace  et  le  temps ,  quand  on  examine  la 
chute  verticale  d'un  corps  dans  le  vide ,  se  retrouve  pour  d'an- 
tres phénomènes  qui  n*offirent  aucune  analogie  avec  le  premier 
ni  entre  eux  :  car  elle  exprime  aussi  la  relation  entre  faire  d*un 
corps  sphérique  et  la  longueur  de  son  diamètre  ;  elle  détermine 
également  le  décroissement  de  Fintensité  de  la  lumière  ou  de 
la  chaleur  à  raison  de  la  distance  des  objets  éclairés  ou  échauffés, 
etc«  La  partie  abstraite,  commune  à  ces  diverses  quesdons  ma- 
thématiques «  ayant  été  traitée  à  Foccasion  d'une  sade  d'entre 
elles  «  se  trouvera  Fétre«  par  cela  même ^  pour  toutes  les  autres; 
tandis  que  la  partie  concrète  devra  nécessairement  être  reprise 
pour  chacune  séparément ,  sans  que  la  solution  de  quelques- 
unes  puissent  fournir*  sous  ce  rapport ,  aucun  secours  direct 
pour  celle  des  sui^-antes.  11  est  impossible  d'établir  de  véritables 
UH^hodes  générales  qui  «  par  une  marche  déCaminée  et  Inva- 
riable «  assurent  «  dans  tous  les  cas«  la  découverte  des  rdatioDs 
existantes  entiv  les  quantités  «  ndatlvement  4  des  phénomènes 
quelconques  :  ce  sHjet  ne  comporte  nécessairemeitt  q[ae  des 
méthodes  5{H^ctales  |>our  telle  ou  telle  classe  de  phéaomèiie 


géométriques,  ou  mécaniques ,  ou  (hermologiques,elc.  On  peut 
au  contraire,  de  quelque  source  que  proviennent  les  quaniilés 
considérées,  établir  des  méthodes  uniformes  pour  les  déduire 
les  unes  des  autres,  en  supposant  connues  leurs  relations 
exactes.  La  partie  abstraite  des  mathématiques  est  donc  de  sa 
nature  générale;  la  partie  concrète,  spéciale. 

En  présentant  celte  comparaison  sous  un  nouveau  point  de 
vue,  on  peut  dire  que  la  mathématique  concrète  a  un  caractère 
philosoptiique  essenticlleDient  expérimental ,  physique ,  phéno- 
ménal; tandis  que  celui  de  la  mathématique  abstraite  est  pure- 
ment logique,  rationnel.  Ce  n'est  pas  ici  le  lieu  de  discuter 
exactement  les  procédés  qu'emploie  l'esprit  humain  pour  dé- 
couvrir les  lois  mathématiques  des  phénomènes.  Mais,  soit  que 
l'observation  précise  suggère  elle-même  la  loi ,  soit ,  comme  il 
arrive  plus  souvent ,  qu'elle  ne  fasse  que  confirmer  la  loi  cous- 
traite  par  le  raisonnement  d'après  les  faits  les  plus  communs; 
toujours  est-il  certain  que  cette  loi  n'est  envis,^éc  comme  réelle 
qu'autant  qu'elle  se  montre  d'accord  avec  les  résultais  de  l'ex- 
périence directe.  Ainsi ,  la  partie  concrète  de  toute  question 
mathématique  est  nécessairement  fondée  sur  la  considération 
du  inonde  extérieur,  et  ne  saurait  jamais,  quel  qu'y  puisse 
être  la  part  du  raisonnement,  se  résoudre  par  une  simple  suite 
de  combinaisons  intellectuelles.  La  partie  abstraite,  au  contraire, 
quand  elle  a  été  d'abord  bien  exactement  séparée,  ne  peut 
consister  que  dans  une  série  de  déductions  rationnelles  plus  ou 
moins  prolongée.  Car,  si  l'on  a  une  fols  trouvé  les  équations 
d'un  phénomène ,  la  détermination  des  unes  par  les  autres  des 
quantités  qu'on  y  considère,  quelques  diUicultés  d'ailleurs  qu'elle 
puisse  souvent  offrir,  est  uniquement  du  ressort  du  raisonnement. 
C'est  il  l'intelligence  qu'il  appartient  de  déduire  de  ces  équa- 
tions des  résultats  qui  j  sont  évidemment  compris,  quoique 
d'une  manière  peut-être  fort  Implicite ,  sans  qu'U  y  ait  lieu  à 
consulter  de  nouveau  le  monde  extérieur,  dont  la  coHsidéra- 
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ItOB,  devenue  ùès  lors  élraDgère ,  doit  même  être  soigneasemeot 
écartée  pour  réduire  le  Iravail  à  sa  véritable  dlOîculté  propre. 

On  voit,  par  cette  comparaison  générale ,  dont  je  dois  me 
borner  ici  à  iudiquer  les  traits  principaux ,  combien  est  natu- 
relle et  profonde  la  division  fondamentale  établie  ci-dessus  dans 
la  science  mathématique. 

Pour  terminer  l'exposition  générale  de  cette  division, il  ne 
nous  reste  plus  qu'il  circonscrire ,  aussi  exactement  que  noos 
puissions  le  faire  dans  ce  premier  aperçu,  chacune  des  deux 
grandes  sections  de  la  science  mathématique. 

La  mathématique  concrète  ayant  pour  objet  de  découvrir  tes 
équations  des  phénomènes,  semblerait, à;)riori,  devoir  se  com- 
poser d'autant  de  sciences  distinctes  qu'il  y  a  de  catégories  réel- 
lement dilTérenles  pour  nous  parmi  les  phénomènes  naturels. 
Mais  il  s'en  faut  de  beaucoup  qu'on  soit  encore  parvenu  â  dé- 
couvrir des  lois  matliéniatiques  dans  tous  les  ordres  de  phêno- 
mènes;  nous  verrons  même  tout  à  l'heure  que,  sous  ce  rapport, 
la  majeure  partie  se  dérobera  très-vraisemblablement  toujours 
à  nos  elTorls.  En  réalité ,  dans  l'état  présent  de  l'esprit  humain . 
il  n'y  a  directement  que  deux  grandes  catégories  générales  de 
phénomènes  dont  on  connaisse  constamment  les  équations  ;  ce 
sont  d'abord  les  phénomènes  géométriques,  et  ensuite  les  phé- 
nomènes mécaniques.  Ainsi ,  la  partie  concrète  des  mathémati- 
ques se  compose  donc  de  la  géométrie  et  de  la  mécanique  ra- 
tionnelle. 

Cela  suiHt,  il  est  vrai,  pour  lui  donner  un  caractère  complet 
d'universalité  logique ,  quand  on  considère  l'ensemble  des  phé- 
nomènes du  point  de  vue  le  plus  élevé  de  la  philosophie  natu- 
relle. En  elTet ,  si  toutes  les  parties  de  l'univers  étaient  con- 
çues comme  immobiles, il  n'y  aurait  évidemment  à  observer 
que  des  phénomènes  géométriques,  puisque  tout  se  réduirait  !i 
des  relations  de  forme,  de  grandeur  et  de  situation;  ayant  en- 
suite égard  aux  mouvements  qui  s'y  exécutent,  il  y  a  lieu  i. 
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HBiridëTer  de  plus  des  phéDomènes  mécaniques.  En  appUquanl 
Kt  j  après  l'avoir  sufiisamment  généralisée ,  une  conception  plit- 
iosopliique,  due  i  U.  de  BlainvIUc,  et  déjà  citée  pour  un  autre 
usage  dans  la  première  leçon  (page  3ù) ,  ou  peut  donc  établir 
que,  vu  sous  le  rapport  statique,  l'univers  ne  présente  que  des 
phénomènes  géométriques;  et,  sous  le  rapport  dynamique,  que 
des  phénomènes  mécaniques.  Ainsi  la  géométrie  et  la  mécani- 
que consUlueut,  par  elles-mêmes,  les  deux  sciences  naturelles 
fondamentales,  en  ce  sens,  que  tous  les  effets  naturels  peu- 
vent être  conçus  comme  de  simples  résultats  nécessaires,  ou 
des  lois  (le  l'étendue ,  ou  des  lois  du  mouvement. 

Mais,  quoique  celle  conception  soit  toujours  l(%iquement  pos- 
sible ,  la  diflîcullê  est  de  la  spécialiser  avec  la  précision  néces- 
saire ,  et  de  la  suivre  exactement  dans  chacun  des  cas  généraux 
que  nous  oITre  l'élude  de  la  nature,  c'est-à-dire,  de  réduire 
effectivement  chaque  question  principale  de  philosophie  natu- 
relle, pour  tel  ordre  de  phénomènes  déterminé,  à  fa  question 
de  géométrie  ou  de  mécanique,  à  laquelle  on  pourrait  ration- 
nellement la  supposer  ramenée.  Cette  Iransfornialion ,  qui  exige 
préalablement  de  grands  progrès  dans  l'étude  de  chaque  classe 
de  pliénomènes ,  n'a  été  réellement  exécutée  jusqu'ici  que  pour 
les  phénomènes  astronomiques,  et  pour  une  partie  de  cens  que 
considère  la  physique  terrestre  proprement  dite.  C'est  ainsi  que 
l'astronomie,  l'acouslique,  l'optique,  etc.,  sont  devenues  fl- 
nalement  des  applications  de  la  science  malhémaUque  à  de  cer- 
tains  ordres  d'observations'.   Mais,  ces  applications  n'étant 

<  Je  dois  fitire  ici.  par  snlici|ia(ion,  une  mcnlioD  sommaire  de  lu  tlier- 
■nolcgie,  i  laquelle  je  cunsucrerai  plus  lord  uae  leçon  spéciale.  La  Ibéorle 
nitlitioalique  il»  phâoamtnn  de  la  clialciir  a  pris,  par  les  niËmoriililM  tra- 
TNI  *le  son  illoslrc  foodaleur,  un  lel  caraclfre,  qu'on  peul  aujourd'hui  la  con- 
KtoiT,  aprte  la  géomËIrie  ri  lu  inécaulque,  comme  une  véritable  Iroisièioe 
ieetioa  diillaclc  de  la  mathématique  coocrt'te,  puisque  M.  fourier  a  tlabli, 
d'une  maniSre  eulièrement  directe,  les  équations  Iticrmalogîques,  au  lieu  de 
se  KprëMuler  h^polbËliquemeat  les  questions  comme  des  applications  de  la 
mécanique,  ainti  qu'on  a  tenté  de  le  Taire  pour  les  pbéaomtoes  électriques,  par 


106  PHILOSOPHIE  POSITIVE. 

points  par  leur  nature ,  rigoureusement  circonscrites^  ce  serait 
assigner  à  la  science  un  domaine  indéfini  et  entièrement  vague, 
que  de  les  confondre  avec  elle,  comme  on  le  fait  dans  la  diviMon 
ordinaire,  si  vicieuse  à  tant  d'autres  égards^  des  mathématiques  en 
pures  et  appliquées.  Nous  persisterons  donc  à  regarder  la  mathé- 
matique concrète  comme  uniquement  composée  de  la  géométrie 
et  de  la  mécanique. 

Quant  à  la  mathématique  abstraite  y  dont  j'examinerai  la  divi- 
sion générale  dans  la  leçon  suivante ,  sa  nature  est  nettement  et 
exactement  déterminée.  Elle  se  compose  de  ce  qu'on  appelle  le 
calcul,  en  prenant  ce  mot  dans  sa  plus  grande  extension ^  qui 
embrasse  depuis  les  opérations  numériques  les  plus  simples  jus- 
qu'aux plus  sublimes  combinaisons  de  l'analyse  transcendante. 
Le  calcul  a  pour  objet  propre  de  résoudre  toutes  les  questions 
de  nombres.  Son  point  de  départ  est ,  constamment  et  nécessai- 
rement^ la  connaissance  de  relations  précises,  c'est-à-dire 
d'équations,  entre  les  diverses  grandeurs  que  l'on  considère  si- 
multanément, ce  qui  est,  au  contraire^  le  terme  de  la  mathé- 
matique concrète.  Quelque  compliquées  ou  quelque  indirectes 
que  puissent  être  d'ailleurs  ces  relations,  le  but  final  de  la  science 
du  calcul  est  d'en  déduire  toujours  les  valeurs  des  quantités  in- 
connues par  celles  des  quantités  connues.  Cette  science,  bien 
que  plus  perfectionnée  qu'aucune  autre,  est^  sans  doute,  réel- 
lement peu  avancée  encore  ^  en  sorte  que  ce  but  est  rarement 


exemple.  Celte  grande  découverte,  qui,  comme  toutes  celles  qui  se  rapportent 
à  la  méthode,  n'est  pas  encore  convenablement  appréciée,  mérite  singulière- 
ment notre  attention;  car,  outre  son  importance  immédiate  pour  Tétiidevr^ 
ment  rationnelle  et  positive  d'un  ordre  de  phénomènes  aussi  universel  et  mmA 
fondamental,  elle  tend  à  relever  nos  espérances  philosophiques ,  quant  à  Tei- 
tension  future  des  applications  légitimes  de  l'analyse  mathématique,  ainsi  qve 
je  Texpliquerai  dans  le  second  volume  de  ce  cours ,  en  examinant  le  caraclève 
général  de  cette  nouvelle  série  de  travaux.  Je  n'aurais  pas  hésité  dès  à  présent  à 
traiter  la  tbermologie ,  ainsi  conçue ,  comme  une  troisième  brandie  principale 
de  la  mathématique  concrète,  si  je  n*avais  craint  de  diminuer  l*nlilité  de  cet 
ouvrage  en  m'écartaut  trop  des  habitudes  ordinaires. 
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altefDt  d'uuc  manière  compléLemcnl  satisfalsanle.  Mais  tel  n'en 
est  pas  moins  son  vrai  carattère.  Pour  concevoir  nettement  la 
véritable  nature  d'une  science ,  il  faut  toujours  la  supposer  par- 
faite. 

Afin  de  résumer  le  plus  pliUosoplilqucment  possible  les  consi- 
dérations ci-dessus  exposées  sur  la  division  fondamentale  des 
mathématiques ,  il  importe  de  remarquer  qu'elle  n'est  qu'une 
application  du  principe  général  de  classification  qui  nous  a  per- 
mis d'établir,  dans  la  leçon  précédente ,  la  liiérarchic  rationnelle 
des  différentes  sciences  positives. 

Si  l'on  compare ,  en  efTet,  d'une  part  le  calcul ,  et  d'une  autre 
part  ta  géométrie  et  la  mécanique ,  on  vérifie ,  relativement  aux 
idées  considérées  dans  chacune  de  ces  deux  sections  principales 
de  la  mathématique,  tous  les  caraclères  essentiels  de  notre 
méthode  encyclopédique.  Les  idées  analytiques  sont  évidem- 
ment à  la  fois  plus  abstraites ,  plus  générales  et  plus  simples  que 
les  idées  géométriques  ou  mécaniques.  Bien  que  les  conceptions 
principales  de  l'analyse  mathématique,  envisagées  historique- 
ment ,  se  soient  formées  sons  rinfluence  des  considérations  de 
géométrie  ou  de  mécanique ,  au  perfectionnement  desquelles  les 
progrès  du  calcul  sont  étroitement  liés,  l'analyse  n'en  est  pas 
moins,  sous  le  point  de  vue  logique,  essentiellement  indépen- 
dante de  la  géométrie  et  de  la  mécanique ,  tandis  que  celles-ci 
sont,  au  contraire,  nécessairement  fondées  sur  la  première. 

L'analyse  mathématique  est  donc ,  d'après  les  principes  que 
nous  avons  constamment  suivis  jusqu'ici,  la  véritable  base  ra- 
tionnelle du  système  enlier  de  nos  connaissances  positives.  Elle 
constitue  la  première  et  la  plus  parfaite  de  toutes  les  sciences 
Tondamentales.  Les  idées  dont  elle  s'occupe,  sont  les  plus  univer- 
selles, tes  plus  abstraites  et  les  plus  simples  que  nous  puissions 
réellement  concevoir.  On  ne  saurait  tenter  d'aller  plus  loin, 
sons  ces  trois  rapports  équivalents,  sans  tomber  inévitablement 

lies  rêveries  mclaphysiqucs.  Car,  qac\su(>iiractum  effectif 
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pourrait-ll  rester  dans  l'esprit  pour  servir  de  sujet  positif  au  ral- 
soDnement,  si  on  voulait  supprimer  encore  quelque  circonstance 
dans  les  notions  des  quantités  indéterminées,  coDStasIes  on 
variables,  telles  que  les  géomètres  les  emploient  aujourd'hui, 
afin  de  s'élever  à  un  prétendu  degré  supérieur  d'abstraclioiLj 
comme  le  croient  les  ontologistes  ?  ^M 

Celle  nature  propre  de  l'analyse  mathématique  permet  d?" 
s'expliquer  aisément  pourquoi,  lorsqu'elle  est  convenablemeal 
employée ,  elle  nous  offre  un  si  puissant  moyen ,  oon  seulement 
pour  donner  plus  de  précision  h  nos  connaissances  réelles,  ce 
qui  est  évident  de  soi-même ,  mais  surtout  pour  établir  une  coor- 
dination infiniment  plus  parfaite  dans  l'étude  des  phénomènes 
qui  comportent  cette  application.  Car,  les  conceptions  ayant  été 
généralisées  et  simpliliées  le  plus  possible,  à  tel  point  qu'use 
seule  question  analytique,  résolue  abstraitement,  renferme  la 
solution  implicite  d'une  foule  de  questions  physiques  diverses, 
il  doit  nécessairement  en  résulter  pour  l'esprit  humain  une  plDS 
grande  facilité  i  apercevoir  des  relations  entre  des  phénomènes 
qui  semblaient  d'abord  entièrement  isolés  les  uns  des  autres, 
et  desquels  on  est  ainsi  parvenu  à  lirer,  pour  le  considérer  i. 
part,  tout  ce  qu'ils  ont  de  commun.  C'est  ainsi  qu'en  ex.imbiant 
la  marche  de  noire  intelligence  dans  la  solution  des  questions 
importantes  de  géométrie  et  de  mécanique,  nous  voyons  surgir 
naturellement,  par  l'intermédiaire  de  l'aualyse,  les  rapproche- 
ments les  pius  fréquents  et  les  plus  inattendus  entre  des  problè- 
mes qui  n'offraient  primitivement  aucune  liaison  apparente .  et 
que  nous  finissons  souvent  par  envisager  comme  identiques. 
Pourrions-nous,  par  exemple,  sans  le  secours  de  l'analyse, 
apercevoir  la  moindre  analogie  entre  la  détermination  de  la  di- 
rection d'une  courbe  à  chacun  de  ses  points ,  et  celle  de  la  vi- 
tesse acquise  par  un  corps  à  chaque  instant  de  son  niouvemenl 
varié,  questions  qui,  quelque  diverses  qu'elles  soient,  n'en  font 
qu'une ,  aux  yeux  du  géomètre  ? 
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La  liante  perfection  relative  de  l'analyse  maUiémaiique ,  com- 
parée à  toutes  les  aulres  branches  de  nos  connaissances  positives 
se  conçoit  avec  la  même  facilité ,  quand  on  a  bien  saJsi  son  vrai 
caractère  général.  Cette  perfection  ne  tient  pas,  comme  l'ont 
cm  les  métapliysiciens,  et  surtout  Condillac,  d'après  un  examen 
superficiel,  à  la  nature  des  signes  éminemment  concis  et  géné- 
raux qu'on  emploie  comme  instruments  de  raisonnement.  Dans 
cette  importante  occasion  spéciale,  comme  dans  toutes  les  au- 
tres, l'influence  des  signes  a  été  considérablement  exagérée,  bien 
qu'elle  soit  sans  doute  très-réelle,  ainsi  que  l'avaient  reconnu, 
avant  Condillac,  el  d'une  manière  bien  plus  exacte,  la  plupart 
des  géomètres.  En  réalité ,  toutes  les  grandes  conceptions  ana- 
l]iigDes  ont  été  formées  sans  que  les  signes  algébriques  fussent 
d'ancnn  secours  essentiel,  autrement  que  pour  les  exploiter 
après  que  l'esprit  les  avait  obtenues.  La  perfection  supérieure  de 
la  science  du  calcul  tient  principalement  ù  i'extréuie  simplicité 
des  itilies  qu'elle  considère ,  par  quelques  signes  qu'elles  soient 
exprimées  :  en  sorte  qu'il  n'y  a  pas  le  moindre  espoir,  à  l'aide 
d'ancuD  artifice  quelconque  du  langage  scientifique,  même  en 
le  supposant  possible ,  de  perfectionner  au  même  degré  des 
théories  qui,  portant  sur  des  notions  plus  complexes,  sont  né- 
cessairement condamnées,  par  leur  nature,  à  une  infériorité 
logique  plus  ou  moins  grande  suivant  la  classe  correspondante 
de  phénomènes. 
L'examen  que  nous  avons  tenté  de  faire ,  dans  cette  leçon ,  du 
philosophique  .1e  la  science  mathématique,  resterait 
let.si,  après  l'avoir  envisagée  dans  son  objet  et  dans  sa 
ition,  nous  n'indiquions  pas  quelques  considérations  gé- 
directement  relatives  a  l'étendue  réelle  de  son  domaine. 
cet  effet,  il  est  indispensable  de  reconnaître  avant  tout, 
se  faire  nue  juste  idée  de  la  véritable  nature  des  mathéma- 
tiqDes,  que  sous  le  point  de  vue  purement  logique .  cette  science 
(M,  par  eUe-mèmc.  nécessairement  el  rigoureusement  univer- 
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selle.  Car  il  n'y  a  pas  de  question  quelconque  qui  ne  puisse  fina- 
lement être  conçue  comme  consistant  à  détefminer  des  quantités 
les  unes  par  les  autres  d'après  certaines  relations  5  et^  par  con- 
séquent^ comme  réductible,  en  dernière  analyse^  aune  simple 
question  de  nombres.  On  le  comprendra  si  Ton  remarque  effec- 
tivement que,  dans  toutes  nos  recherches,  à  quelque  ordre  de 
phénomènes  qu'elles  se  rapportent ,  nous  avons  définitivement 
en  vue  d'arriver  à  des  nombres,  à  des  doses.  Quoique  nous  n'y 
parvenions  le  plus  souvent  que  d'une  manière  fort  grossière  et 
d'après  des  méthodes  très-incertaines,  il  n'en  est  pas  moins  éfh 
dent  que  tel  est  le  terme  réel  de  tous  nos  problèmes  quelconques. 
Ainsi,  pour  prendre  un  exemple  dans  la  classe  de  phénomènes  la 
moins  accessible  à  l'esprit  mathématique ,  les  phénomènes  des 
corps  vivants,  considérés  même,  pour  plus  de  complication, 
dans  le  cas  pathologique ,  n'est-il  pas  manifeste  que  toutes  les 
questions  de  thérapeutique  peuvent  être  envisagées  comme  con- 
sistant à  déterminer  les  quantités  de  tous  les  divers  modificateun 
de  l'organisme  qui  doivent  agir  sur  lui  pour  le  ramener  à  l'état 
normal ,  en  admettant,  suivant  Fusage  des  géomètres,  les  Talems 
nulles,  négatives^  ou  même  contradictoires,  pour  quelques-unes 
de  ces  quantités  dans  certains  cas?  Sans  doute ,  une  teUe  manière 
de  se  représenter  la  question  ne  peut  être  en  effet  réellement 
suivie ,  comme  nous  allons  le  voir,  pour  les  phénomènes  les  pins 
complexes,  parce  qu'elle  nous  présente  dans  l'application  des 
di£Qcultés  insurmontables;  mais  quand  il  s'agit  de  concevoir 
abstraitement  toute  la  portée  intellectuelle  d'une  science,  0 
importe  de  lui  supposer  l'extension  totale  dont  elle  est  logique- 
ment susceptible. 

On  objecterait  vainement  contre  une  telle  conception  la  divi- 
sion générale  des  idées  humaines  selon  les  deux  catégories  de  1^ 
Kant,  de  la  quantité,  et  de  la  qualité,  dont  la  première  s^l^i 
constituerait  le  domaine  exclusif  de  la  science  mathématiqnft 
Le  développement  même  de  cette  science  a  montré  positivemeit  1  ^ 


MATHÉMATIQUE.  111 

depuis  longtemps  le  peu  de  réalité  de  cette  superficielle  distinc- 
tion métaphysique.  Car  la  conception  fondamentale  de  Descartes 
sur  la  relation  du  concret  à  Tabstrait  en  mathématiques ,  a  prouvé 
que  toutes  les  idées  de  qualité  étaient  réductibles  à  des  idées  de 
quantité.  Cette  conception ,  établie  d'abord  y  par  son  immortel 
auteur^  pour  les  phénomènes  géométriques  seulement^  a  été  en- 
suite effectivement  étendue  par  ses  successeurs  aux  phénomènes 
mécaniques;  et  elle  vient  de  Tétre  de  nos  jours  aux  phénomènes 
thennologiques.  En  résultat  de  cette  généralisation  graduelle , 
il  n'y  a  pas  maintenant  de  géomètres  qui  ne  la  considèrent ,  dans 
unsens  purement  théorique ,  comme  pouvant  s* appliquer  ù  toutes 
nos  idées  réelles  quelconques^  en  sorte  que  tout  phénomène 
soit  logiquement  susceptible  d*étre  représenté  par  une  équation , 
ansâ  bien  qu'une  courbe  ou  un  mouvement^  sauf  la  difficulté  de 
la  trouver^  et  celle  de  la  résoudre,  qui  peuvent  être  et  sont  sou- 
vent supérieures  aux  plus  grandes  forces  de  l'esprit  humain. 

Mais  si^  pour  se  former  une  idée  convenable  de  la  science 
mathématique^  il  importe  de  la  concevoir  comme  étant  néces- 
sairement douée  par  sa  nature  d'une  rigoureuse  universalité 
logique ,  il  n'est  pas  moins  indispensable  de  considérer  mainte- 
nant les  grandes  Ihnitations  réelles  qui ,  vu  la  faiblesse  de  notre 
intelligence^  rétrécissent  singulièrement  son  domaine  effectif^  à 
mesure  que  les  phénomènes  se  compliquent  en  se  spécia- 
lisant 

Toute  question  peut  sans  doute ,  ainsi  que  nous  venons  de  le 
voir^  être  conçue  comme  réductible  à  une  pure  question  de 
nombres.  Mais  la  difficulté  de  la  traiter  réellement  sous  ce  point 
de  vue,  c'est-à-dire  d'effectuer  une  telle  transformation^  est 
d'autant  plus  grande ,  dans  les  diverses  parties  essentielles  de  la 
philosophie  naturelle ,  que  l'on  considère  des  phénomènes  plus 
compliqués,  en  sorte  que  sauf  pour  les  phénomènes  les  plus 
simples  et  les  plus  généraux,  elle  devient  bientôt  insurmontable. 
On  le  sentira  aisément  «  si  l'on  considère  que ,  pour  faire  ren- 
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Irer  une  question  dans  le  domaine  de  t'analyse  mathématique, 
il  faut  d'abord  Être  parvenu  à  découvrir  des  relations  précises 
entre  les  quantités  co-exislantes  dans  le  phénomène  étudié,  l'éta- 
blissement de  CCS  équations  des  phénomènes  étant  le  point  de 
départ  nécessaire  de  tous  les  travaux  analytiques.  Or,  cela  doit 
être  évidemment  d'autant  plus  diflicile,  qu'il  s'agit  de  phéno- 
mânes  plus  particuliers,  et  par  suite  plus  compliqués.  En  exami- 
nant sous  ce  point  de  vue  les  diverses  catégories  fondamentales 
des  phénomènes  naturels  établis  dans  la  leçon  précédente,  oa 
trouvera  que ,  tout  bien  considéré ,  c'est  seulement  au  plus  pour 
les  trois  premières,  comprenant  toute  li physique  inorganique, 
qu'on  peut  iégilimement  espérer  d'atteindre  uu  jour  ce  haut  de- 
gré de  perfection  scientifique,  autant  du  moins  qu'une  telle  li- 
mite peut  être  posée  avec  précision.  Comme  je  dois  plus  tard 
traiter  spécialement  cette  discussion  par  rapport  à  chaque 
science  fondamentale ,  il  suiRra  de  l'indiquer  Ici  de  la  manière 
la  plus  générale. 

La  première  condition  pour  que  des  phénomènes  comportent 
des  lois  malliémaliques  susceptibles  d'être  découvertes,  c'est 
évidemment  que  les  diverses  quantitésqu'ils  présentent  puissent 
donner  lieu  à  des  nombres  fixes.  Or,  en  comparant ,  fk  cet  égard, 
les  deux  grandes  sections  principales  de  la  philosoplùe  naturelle , 
on  voit  que  la  physique  organique  tout  entière,  et  prohable* 
ment  aussi  les  parties  les  plus  compliquées  de  la  physique  inor- 
ganique, sont  nécessairement  inaccessibles,  par  leur  nature,  à 
notre  analyse  mathématique ,  en  vertu  de  l'extrême  variabilité 
numérique  des  phénomènes  correspondants.  Toute  idée  précise 
de  nombres  fixes  est  véritablement  déplacée  dans  les  phénomènes 
des  corps  vivants,  quand  on  veut  l'employer  autrement  que 
comme  moyen  de  soulager  l'attention ,  et  qu'on  attache  quelque 
importance  aux  relations  exactes  des  valeurs  assignées.  Sous  ce 
rapport ,  les  rëEIexions  de  Iticlial ,  sur  l'abus  de  l'esprit  matlié- 
mathique  en  physiologie,  sont  parfaitement  justes;  on  sait  i 
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quelles  aberrations  a  conduit  cette  manière  vicieuse  de  considé- 
rer tes  corps  vivants. 

Les  différentes  propriétés  des  corps  bruts  y  surtout  les  plus 
générales  ;  se  présentent  dans  chacun  d'eux  avec  des  degrés 
presque  invariables^  ou  du  moins  elles  n'éprouvent  que  des 
variations  simples  y  séparées  par  de  longs  intervalles  d'unifor- 
mité ^  et  qu'il  est  possible ^  en  conséquence,  d'assujétir  à  des 
lois  précises  et  régulières.  Ainsi,  les  qualités  pliysiques  d'un 
corps  inorganique ,  principalement  quand  il  est  solide ,  sa  forme, 
sa  consistance ,  sa  pesanteur  spécifique ,  son  élasticité ,  etc. ,  pré- 
sentent ^  pour  un  temps  considérable,  une  fixité  numérique  re- 
marquable ,  qui  permet  de  les  considérer  réellement  et  utile- 
ment sous  un  point  de  vue  mathématique.  On  sait  qu'il  n'en  est 
déjà  plus  ainsi  à  beaucoup  près  pour  les  phénomènes  chimiques 
que  présentent  les  mêmes  corps ,  et  qui,  plus  compliqués ,  dé- 
pendant d'un  bien  plus  grand  nombre  de  circonstances ,  pré- 
sentent des  variations  plus  étendues,  plus  fréquentes,  et  par 
suite  plus  irrégulières.  Aussi,  d'après  quelques  considérations 
déjà  indiquées  dans  la  première  leçon  (page  ^1)  et  qui  seront 
spécialement  développées  dans  le  troisième  volume  de  ce  cours, 
on  ne  peut  pas  seulement  assurer  aujourd'hui ,  d'une  manière 
générale ,  qu'il  y  ait  lieu  à  concevoir  des  nombres  fixes  en  chi- 
mie, même  sous  le  rapport  le  plus  simple,  quant  aux  propor- 
tions relatives  des  corps  dans  leurs  combinaisons ,  ce  qui  montre 
clairement  combien  un  tel  ordre  de  phénomènes  est  encore  loin 
de  comporter  de  véritables  lois  mathématiques.  Admettons-en 
néanmoins,  pour  ce  cas,  la  possibilité  et  même  la  probabilité 
fiitures>  afin  de  ne  pas  rendre  trop  minutieuse  la  discussion  de 
la  limite  générale  qu'il  s'agit  d'établir  ici  par  rapport  à  i'ex- 
tension,  effectivement  possible,  du  domaine  réel  de  l'analyse 
mathématique.  Il  n'y  aura  plus  le  moindre  doute  aussitôt  que 
nous  passerons  aux  phénomènes  que  présentent  les  corps ,  con- 
sidérés dans  cet  état  d'agitation  intestine  continuelle  de  leurs 
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molécules  «  qui  constitae  essentiellement  ce  que  nous  nommons 
la  vie ,  envisagée  de  la  manière  la  plus  générale  >  dans  Tensemble 
des  êtres  qui  nous  la  manifestent  En  effet,  un  caractère  émi- 
nemment propre  aux  pliénomènes  physiologiques ,  et  que  lenr 
étude  plus  exacte  rend  maintenant  plus  sensible  de  jonr  en  joVi 
c'est  rextrême  instabilité  numérique  qu'ils  présentent,  sov 
quelque  aspect  qu'on  les  examine,  et  que  nous  yemuDsplv 
tard ,  quand  Tordre  naturel  des  matières  nous  y  conduira,  être 
une  conséquence  nécessaire  de  la  définition  même  des  corps  vi- 
vants. Quant  à  présent,  il  sn£Bt  de  noter  cette  observation  incoB- 
testable,  vérifiée  par  tous  les  faits,  que  chaque  propriété  qui- 
conque d'un  corps  organisé,  soit  géométrique,  soit  mécanique, 
soit  chimique ,  soit  vitale ,  est  assujétie ,  dans  sa  quantité,  à  dla- 
menses  variations  numériques  tout -à-fait  irrégolières,  qui  le 
succèdent  aux  intervalles  les  plus  rapprochés  sous  rinfluence  1 
d'une  foule  de  circonstances,  tant  extérieures  qu'intérieiireSi 
variables  elles-mêmes;  en  sorte  que  toute  idécide  nombres fixe^ 
et,  par  suite,  de  lois  mathématiques,  que  nons  puissions  espé- 
rer d'obtenir,  implique  réellement  contradiction  avec  la  natnn 
spéciale  de  cette  classe  de  phénomènes.  Ainsi,  quand  on  veut 
évaluer  avec  précision,  même  uniquement  les  qualités  les  pltt  | 
simples  d'un  être  vivant,  par  exemple  sa  densité  moyenne,  «  L 
celle  de  l'une  de  ses  principales  parties  constituantes ,  sa  temp<-  j^ 
rature ,  la  vitesse  de  sa  circulation  intérieure ,  la  proportion  des  l 
éléments  immédiats  qui  composent  ses  solides  ou  ses  fluides, lij 
quantité  d'oxygène  qu'il  consomme  en  un  temps  donné,  U 
masse  de  ses  absorptions  ou  de  ses  exhalations  continuelles ,  etCi 
et,  à  plus  forte  raison ,  l'énergie  de  ses  forces  musculahres,  11 
tensilé  de  ses  impressions,  etc.,  il  ne  faut  pas  seulement, c^ 
qui  est  évident,  faire,  pour  chacun  de  ces  résultats,  autat 
d'observations  qu'il  y  a  d'espèces  ou  de  races  et  de  variétés  dli^ 
ctiaque  espèce  ;  on  doit  encore  mesurer  le  changement  triit^ 
considérable  qu'éprouve  cette  quantité  en  passant  d'unlndivUl 
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HRp antre,  et,  quant  au  môine  iadivida,  suivant  son  flge,  son 
euit  de  santé  ou  de  maladie ,  sa  disposition  intérienre ,  les  cir- 
constances de  tout  genre  incessamuicnt  mobiles  sous  l'inlluence 
desquelles  il  se  trouve  placé ,  telles  que  la  consUluUon  atmos- 
phérique, etc.  Que  peuvent  donc  signlOer  ces  prétendues  évalua- 
tions numériques  si  soigneusement  enregistrées  pour  les  divers 
phénomènesphysiologiques  ou  même  pathologiques,  et  déduites, 
dans  le  cas  le  plus  favorable,  d'une  seule  mesure  réelle,  lors- 
qu'il en  faudrait  une  multitude  ?  Elles  ne  peuvent  qu'induire  en 
erreur  sur  la  vraie  niarclic  des  phénomènes,  et  ne  doivent  être 
appliquées  raiionueUcnienl  que  comme  un  moyen,  pour  ainsi 
db-e  mnémonique  de  fixer  les  idées.  Dans  tous  les  cas,  il  y  a 
évidemment  impossibilité  totale  d'obtenir  jamais  de  vérllablcs 
lob  mathématiques.  Il  en  est  encore  plus  fortement  de  ml^me 
pour  les  phénomènes  sociaux ,  qui  oITrent  uue  complication  en- 
core supérieure,  et,  par  suite,  une  variabilllé  plus  grande, 
comme  nous  l'établirons  spécialement  dans  le  quatrième  volume 
de  ce  cours. 

Ce  n'est  pas  néanmoins  qu'on  doive  cesser,  d'après  cela ,  de 
concevoir,  en  thèse  philosophique  générale ,  les  phénomènes  de 
tous  les  ordres  comme  nécessairement  soumis  par  eux-méines  a 
des  lois  mathématiques .  que  nous  sommes  seulement  condamnés 
à  ignorer  toujours  dans  la  plupart  des  cas,  à  cause  de  la  trop 
grande  compUcation  des  phénomènes,  11  n'y  a  en  effet  aucune 
raison  de  penser  que ,  sous  ce  rapport ,  les  phénomènes  les  plus 
complexes  des  corps  vivants  soient  essentiellement  d'une  autre 
nature  spéciale  que  les  phénomènes  les  plus  simples  des  corps 
bnits.  Car,  s'il  était  possible  d'Isoler  rigoureusement  chacune 
des  causes  simples  qui  concourent  h  produire  un  mCme  phéno- 
mène physiologique ,  tout  porte  ù  croire  qu'elle  se  montrerait 
douée ,  dans  des  circonstances  déterminées .  d'un  genre  d'in- 
fluence et  d'une  quantité  d'action  ausssi  exactement  fixes  que  nous 
le  voyons  dans  la  gravitation  universelle ,  véritable  type  des  luis 
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fondamentales  de  la  nature.  Ce  qui  engendre  la  variabilité  irré- 
gulière des  effets,  c'est  le  grand  nombre  d'agents  divers  déter- 
minant à  la  fois  un  même  phénomène,  et  d'où  il  résulte  que, 
dans  les  phénomènes  très-compliqués,  il  n'y  a  peut-être  pas 
deux  cas  rigoureusement  semblables.  Nous  n'avons  pas  besoin, 
pour  trouver  une  telle  difficulté  d'aller  jusqu'aux  phénomènes 
des  corps  vivants.  Elle  se  présente  déjà  dans  ceux  des  corps  bruts, 
quand  nous  considérons  les  cas  les  plus  complexes  ;  par  exemple, 
en  étudiant  les  phénomènes  météorologiques.  On  ne  peut  douter 
que  chacun  des  nombreux  agents  qui  concourent  à  la  produc- 
tion de  ces  phénomènes  ne  soient  soumis  séparément  à  des  lois 
mathématiques ,  quoique  nous  ignorions  encore  la  plupart  d'entre 
elles;  mais  leur  multiplicité  rend  les  effets  observés  aussi  irré- 
gulièrement variables  que  si  chaque  cause  n'était  assujétie  à  au- 
cune condition  précise. 

La  considération  précédente  conduit  à  apercevobr  un  second 
motif  disthict  en  vertu  duquel  il  nous  est  nécessairement  interdit , 
vu  la  faiblesse  de  notre  intelligence ,  de  faire  rentrer  l'étude  des 
phénomènes  les  plus  compliqués  dans  le  domaine  des  applica- 
tions de  l'analyse  mathématique.  En  effet,  indépendamment  de 
ce  que ,  dans  les  phénomènes  les  plus  spéciaux,  les  résultats 
effectifs  sont  tellement  variables  que  nous  ne  pouvons  pas  même 
y  saisir  des  valeurs  fixes ,  il  suit  de  la  complication  des  cas,  qae 
quand  même  nous  pourrions  connaître  un  jour  la  loi  mathéma- 
tique à  laquelle  est  soumis  chaque  agent  pris  à  part,  la  combi- 
naison d'un  aussi  grand  nombre  de  conditions  rendrait  le  pro- 
blème mathématique  correspondant  tellement  supérieur  à  nos 
faibles  moyens^  que  la  question  resterait  le  plus  souvent  inso- 
luble. Ce  n'est  donc  pas  ainsi  qu'on  peut  faire  une  étude  réelle 
et  féconde  de  la  majeure  partie  des  phénomènes  naturels. 

Pour  apprécier  aussi  exactement  que  possible  cette  difficulté, 
considérons  à  quel  point  se  compliquent  les  questions  mathéma- 
tiques,  même  relativement  aux  phénomènes  les  plus  simples  des 
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corps  bruts  5  quand  on  veut  rapprocher  su£Bsamment  l'état  abs- 
trait de  Fétat  concret ,  en  ayant  égard  à  toutes  les  conditions 
principales  qui  peuvent  exercer  sur  Teffet  produit ,  une  influence 
véritable.  On  sait^  par  exemple  ^  que  le  phénomène  très-simple 
de  l'écoulement  d'un  fluide ,  en  vertu  de  sa  seule  pesanteur,  par 
un  orifice  donnée  n'a  pas  jusqu'à  présent  de  solution  mathéma- 
tique complète  5  quand  on  veut  tenir  compte  de  toutes  les  cir- 
constances essentielles.  Il  en  est  encore  ainsi,  même  pour  le 
mouvement  encore  plus  simple  d'un  projectile  solide  dans  un 
milieu  résistant. 

Pourquoi  l'analyse  mathématique  a-t-elle  pu  s'adapter,  avec 
un  succès  si  admhrable,  à  Tétude  approfondie  des  phénomènes 
célestes?  Parce  qu'ils  sont,  malgré  les  apparences  vulgaires, 
beaucoup  plus  simples  que  tous  les  autres.  Le  problème  le  plus 
compliqué  qu'ils  présentent,  celui  de  la  modification  que  pro- 
dnit,  dans  le  mouvement  de  deux  corps  tendant  l'un  vers  l'autre 
en  vertu  de  leur  gravitation,  l'influence  d'un  troisième  corps 
agissant  sur  tous  deux  de  la  même  manière ,  est  bien  moins  com- 
posé que  le  problème  terrestre  le  plus  simple.  £t,  néanmoins, 
il  offre  déjà  une  telle  difQculté,  que  nous  n'en  possédons  encore 
que  des  solutions  approximatives.  Il  est  même  aisé  de  voir,  en 
examinant  ce  sujet  plus  profondément,  que  la  haute  perfection 
à  laquelle  a  pu  s'élever  l'astronomie  solaire  par  l'emploi  de  la 
science  mathématique  est  encore  essentiellement  due  à  ce  que 
nous  avons  profité  avec  adresse  de  toutes  les  facilités  particu- 
lières, et,  pour  ainsi  dire,  accidentelles ,  qu'offrait  pour  la  solu- 
tion des  problèmes  la  constitution  spéciale,  très-favorable  sous  ce 
rapport,  de  notre  système  planétaire.  £n  effet,  les  planètes  dont 
il  se  compose  sont  assez  peu  nombreuses,  mais  surtout  elles  sont, 
en  général,  de  masses  fort  inégales  et  bien  moindres  que  celles  du 
soleil,  et  de  plus  fort  éloignées  les  unes  des  autres;  elles  ont  des 
formes  presque  sphériques  ;  leurs  orbites  sont  presque  circulaires, 
et  présentent  de  faibles  inclinaisons  mutuelles,  etc.  Il  résulte  de 
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cet  ensemble  de  circonstances  que  les  perturbations  sont  le  plus 
souvent  peu  considérables^  et  que  pour  les  calculer  il  suffit  ordi- 
nairement de  tenir  compte^  concurremment  avec  Faction  du  soldl 
sur  chaque  planète  en  particulier^  de  Tinfluence  d'une  seule  autre 
planète^  susceptible ^  par  sa  grosseur  et  sa  proximité,  de  déter- 
miner des  dérangements  sensibles.  Mais  si,  au  lieu  d'un  tel  état 
de  choses,  notre  système  solaire  eût  été  composé  d'un  plus 
grand  nombre  de  planètes  concentrées  dans  un  moindre  espace, 
et  à  peu  près  égales  en  masse  ;  si  leurs  orbites  avaient  offert 
des  inclinaisons  fort  différentes,  et  des  excentricités  considé- 
rables; si  ces  corps  eussent  été  d'une  forme  plus  compliquée, 
par  exemple,  des  ellipsoïdes  très-excentriques,  etc.;  il  est  cer- 
tain qu'en  supposant  la  même  loi  réelle  de  gravitation,  nous  ne 
serions  pas  encore  parvenus  à  soumettre  l'étude  des  phéno- 
mènes célestes  à  notre  analyse  mathématique,  et  probablement 
nous  n'eussions  pas  même  pu  démêler  jusqu'à  présent  la  loi 
principale. 

Ces  conditions  hypothétiques  se  trouveraient  précisément 
réalisées  au  plus  haut  degré  dans  les  phénomènes  chimiques, 
si  Ton  voulait  les  calculer  d'après  la  théorie  de  la  gravitation 
générale. 

En  pesant  convenablement  les  diverses  considérations  qui 
précèdent,  on  sera  convaincu,  je  crois,  qu^en  réduisant  aux 
diverses  parties  de  la  physique  inorganique  l'extension  future 
des  grandes  applications  réellement  possibles  de  l'analyse  ma- 
thématique, j'ai  bien  plutôt  exagéré  que  rétréci  l'étendue  de 
son  domaine  effectif.  Autant  il  importait  de  rendre  sensible  la 
rigoureuse  universalité  logique  de  la  science  mathématique, 
autant  je  devais  signaler  les  conditions  qui  limitent  pour  nous 
son  extension  réelle ,  afin  de  ne  pas  contribuer  à  écarter  l'esprit 
humain  de  la  véritable  direction  scientifique  dans  l'étude  des 
phénomènes  les  plus  compliqués,  par  la  recherche  chimérique 
d'une  perfection  impossible. 
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AtDsi,  tout  en  s'eflbrçant  d'agrandir  autant  qu'on  le  pourra  le 
domaine  réel  des  mathématiques  5  on  doit  reconnaître  que  les 
sciences  les  plus  difficiles  sont  destinées,  par  leur  nature ,  à  res- 
ter indéfiniment  dans  cet  état  préliminaire  qui  prépare  pour  les 
autres  l'époque  où  elles  deyiennent  accessibles  aux  théories  ma- 
thématiques. Nous  devons,  pour  les  phénomènes  les  plus  com- 
pliqués, nous  contenter  d'analyser  avec  exactitude  les  circons- 
tances de  leur  production ,  de  les  rattacher  les  uns  aux  autres 
d'une  manière  générale,  de  connaître  le  genre  d'influence 
qu'exerce  chaque  agent  principal,  etc.;  mais  sans  les  étudier 
sous  le  point  de  vue  de  la  quantité ,  et  par  conséquent  sans  es- 
poir d'introduire,  dans  les  sciences  correspondantes,  ce  haut 
degré  de  perfection  que  procure,  quant  aux  phénomènes  les 
plus  simples,  un  usage  convenable  de  la  mathématique,  soit 
sous  le  rapport  de  la  précision  de  nos  connaissances,  soit,  ce 
qui  est  peut-être  encore  plus  remarquable,  sous  le  rapport  de 
leur  coordination. 

C'est  par  les  mathématiques  que  la  philosophie  positive  a 
commencé  à  se  former  :  c'est  d'elles  que  nous  vient  la  méthode. 
n  était  donc  naturellement  inévitable  que,  lorsque  la  même 
manière  de  procéder  a  dû  s'étendre  à  chacune  des  autres 
sciences  fondamentales,  on  s'efforçât  d'y  introduire  l'esprit  ma- 
thématique à  un  plus  haut  degré  que  ne  le  comportaient  les 
»»  phénomènes  correspondants;  ce  qui  a  donné  lieu  ensuite  à  des 
t  travaux  d'épuration  plus  ou  moins  étendus,  conmie  ceux  de 
Berthollet  sur  la  chimie,  pour  se  dégager  de  cette  influence 
exagérée.  Mais  chaque  science,  en  se  développant,  a  fait  subir 
à  la  méthode  positive  générale  des  modifications  déterminées 
par  les  phénomènes  qui  lui  sont  propres,  d'où  résulte  son  génie 
spécial;  c'est  seulement  alors  qu'elle  a  pris  son  véritable  ca- 
ractère définitif,  qui  ne  doit  jamais  être  confondu  avec  celui 
d'aucune  autre  science  fondamentale. 

Ayant  exposé ,  dans  cette  leçon,  le  but  essentiel  et  la  compo- 
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sitiOD  principale  de  la  science  mathématique ,  ainsi  que  ses  re- 
lations générales  avec  l'ensemble  de  la  philosophie  naturelle^ 
son  caractère  philosophique  se  trouve  détermhié ,  autant  qu'il 
puisse  l'être  par  un  tel  aperçu.  Nous  devons  passer  maintenant 
à  l'examen  spécial  de  chacune  des  trois  grandes  sciences  dont 
elle  est  composée ,  le  calcul ,  la  géométrie  et  la  mécanique. 
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QUATRIÈME  LEÇON 


Vue  générale  de  Tanalyse  maltaémaUqae. 

Dans  le  développement  historique  de  la  science  mathématique 
depuis  DescarteS;  les  progrès  de  la  partie  abstraite  ont  presque 
toujours  été  déterminés  par  ceux  de  la  partie  concrète.  Mais  il 
n'en  est  pas  moins  nécessaire  ^  pour  concevoir  la  science  d'une 
manière  vraiment  rationellc,  de  considérer  le  calcul  dans  toutes 
ses  branches  principales  avant  de  procéder  à  Tétude  philoso- 
phique de  la  géométrie  et  de  la  mécanique.  Les  théories  ana- 
lytiques, plus  simples  et  plus  générales  que  celles  de  la  mathé- 
matique concrète^  en  sont,  par  elles-mêmes,  essentiellement 
indépendantes;  tandis  que  celles-ci  ont,  au  contraire ^  de  leur 
nature^  un  besoin  continuel  des  premières,  sans  le  secours 
desquelles  elles  ne  pourraient  faire  presque  aucun  progrès. 
Quoique  les  principales  conceptions  de  l'analyse  conservent 
encore  aujourd'hui  quelques  traces  très-sensibles  de  leur  origine 
géométrique  ou  mécanique,  elles  sont  maintenant  néanmoins 
essentiellement  dégagées  de  ce  caractère  primitif,  qui  ne  se 
manifeste  plus  guère  que  pour  quelques  points  secondaires;  en 
sorte  que,  depuis  les  travaux  de  Lagrange  surtout,  il  est  pos- 
sible, dans  une  exposition  dogmatique ,  de  les  présenter  d'une 
manière  purement  abstraite ,  en  un  système  unique  et  continu. 
C'est  ce  que  je  vais  entreprendre  dans  cette  leçon  et  dans  les 
cinq  suivantes,  en  me  bornant,  comme  il  convient  à  la  nature 
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sitiOD  principale  de  la  science  mathématique^  ainsi  que  ses  re- 
lations générales  avec  l'ensemble  de  la  philosophie  natnrelle, 
son  caractère  philosophique  se  trouve  déterminé  5  autant  qu'il 
puisse  l'être  par  un  tel  aperçu.  Nous  devons  passer  maintenant 
à  l'examen  spécial  de  chacune  des  trois  grandes  sciences  dont 
elle  est  composée ,  le  calcul  9  la  géométrie  et  la  mécanique. 
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de  ce  cours ^  aox  considérations  les  plus  générales  sur  chaque 
branche  principale  de  la  science  du  calcul. 

Le  but  définitif  de  nos  recherches  dans  la  mathématique  con- 
crète étant  la  découverte  des  équations,  qui  expriment  les  lois 
mathématiques  des  phénomènes  considérés  ^  et  ces  équations 
constituant  le  véritable  point  de  départ  du  calcul ,  dont  l'objet 
est  d'en  déduire  la  détermination  des  quantités  les  unes  par  les 
autres  Je  crois  indispensable  «  avant  d'aller  plus  loin^  d'appro- 
fondir^ plus  qu'on  n'a  coutume  de  le  faire  ^  cette  idée  fonda- 
mentale d* équation,  sujet  continuel ,  soit  comme  terme,  soit 
comme  origine^  de  tous  les  travaux  mathématiques.  Outre 
l'avantage  de  mieux  chrconscrire  le  véritable  champ  de  l'ana- 
lyse,  il  en  résultera  nécessairement  cette  importante  consé- 
quence ^  de  tracer  d'une  manière  plus  exacte  la  ligne  réelle  de 
démarcation  entre  la  partie  concrète  et  la  partie  abstraite  des 
mathématiques  5  ce  qui  complétera  l'exposition  générale  de  la 
division  fondamentale  établie  dans  la  leçon  précédente. 

On  se  forme  ordinairement  une  idée  beaucoup  trop  Yague  de 
ce  que  c'est  qu'une  équation ,  lorsqu'on  donne  ce  nom  à  tonte 
espèce  de  relation  d'égalité  entre  deux  fonctions  quelconques  é^ 
grandeurs  que  l'on  considère.  Gar^  si  toute  équation  est  évidem« 
ment  une  relation  d'égalité^  il  s'en  faut  de  beaucoup  que,  réci- 
proquement, toute  relation  d'égalité  soit  une  véritable  équation, 
du  genre  de  celles  auxquelles ,  par  leur  nature ,  les  méthodes 
analytiques  sont  applicables. 

Ce  défaut  de  précision  dans  la  considération  logique  d'une 
notion  aussi  fondamentale  en  mathématiques ,  entraîne  le  grave 
inconvénient  de  rendre  à  peu  près  inexplicable  >  en  thèse  géné- 
rale ,  la  difficulté  immense  et  capitale  que  nous  éprouvons  à  éta- 
blir la  relation  du  concret  à  l'abstrait,  et  qu'on  fait  communé- 
ment ressortir  avec  tant  de  raison  pour  chaque  grande  question 
mathématique  prise  à  part  Si  le  sens  du  mot  équation  était  vrai- 
ment aussi  étendu  qu'on  le  suppose  habituellement  en  le  définis- 


sant,  on  ne  volt  point,  en  efTet,  de  quelle  gracde  difficulté 
pourrait  être  réellement ,  eo  général,  l'établissemenl  des  équa- 
tlans  d'un  problème  quelconque.  Car  tout  paraîtrait  consister 
ainsi  en  une  simple  question  de  forme ,  qui  ne  devTalt  pas  même 
exiger  jamais  de  grands  elTorls  intellectuels,  attendu  que  nous 
ne  pouvons  guère  concevoir  de  relation  précise  qui  ne  soit  pas 
Inmiëdiatement  une  certaine  relation  d'égalité,  ou  qui  ne  puisse 
fitrc  promptement  ramenée  par  quelques  transformations  trés- 
laciles. 

Ainsi,  en  admettant,  en  général ,  dans  la  définition  des  équa- 
tions ,  tonte  espèce  de  fondions ,  on  ne  rend  nullement  raison 
de  l'eitréme  difficulté  qu'on  éprouve  le  plus  souvent  à  mettre  un 
problème  en  équation ,  et  qui  est  si  fréquemment  comparable 
aux  elTorb  qu'exige  l'élaboration  analytique  de  l'équation  une 
fois  obtenue.  En  un  mot ,  l'idée  abstraite  et  générale  qu'on 
donne  de  Vèguation  ne  correspond  aucunement  au  sens  réel  que 
]ese:coniètré5  attachent  d  celte  expression  dans  le  développement 
elTectif  de  la  science.  H  y  a  là  un  vice  logique ,  un  défaut  de  co- 
relation ,  qu'il  importe  beaucoup  de  rectiDer. 

Pour  y  parvenir,  je  distingue  d'abord  deux  sortes  de  fone- 
tioiu  :  les  fonctions  abstraiies.  analytiques,  et  les  fonctions  con- 
erétet.  Les  premières  peuvent  seules  entrer  dans  les  véritables 
^fiKUiotM ,  en  sorte  qu'on  pourra  désormais  définir,  d'une  ma- 
nière exacte  et  sumsamment  approfondie ,  toute  èquaixon  :  une 
relation  d'égalité  entre  deux  fonctions  abstraites  des  grandeurs 
considérées.  Afin  de  n'avoir  plus  îi  revenir  sur  cette  définition 
fondamentale,  je  dois  ajouter  Ici,  comme  un  complément  Indis- 
pensable sans  lequel  l'idée  ne  serait  point  assez  générale ,  que 
ces  fonctions  abstraites  peuvent  se  rapporter  non-seulement  aus 
grandeurs  que  le  problème  présente  en  elfet  de  lui-même ,  mais 
aussi  à  tontes  les  autres  grandeurs  auxiliaires  qui  s'y  rattachent, 
cl  qu'on  pourra  souvent  introduire .  simplement  par  artifice 
inalliénialhiquc .  dans  la  seule  vue  de  faciliter  la  découverte  des 
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équations  des  phénomènes.  Je  ne  fais  ici«  dans  cette  explica- 
tion^ qu'emprunter  sommairement ,  par  anticipation  ^  le  résul- 
tat d'une  discussion  générale  de  la  plus  haute  importance ,  qui 
se  trouvera  à  la  fin  de  cette  leçon.  Revenons  maintenant  à  la 
distinction  essentielle  des  fonctions  en  abstraites  et  concrètes. 

Cette  distinction  peut  être  établie  par  deux  voies  essentielle- 
ment différentes 5  complémentaures  l'une  de  l'autre;  à  priori j  et 
à  posteriori  :  c'est-à-dire ,  en  caractérisant  d'une  manière  géné- 
rale la  nature  propre  de  chaque  espèce  de  fonctions,  et  ensuite 
en  faisant  5  ce  qui  est  possible,  l'énumération  effective  de  toutes 
les  fonctions  abstraites  aujourd'hui  connues,  du  moins  quant 
aux  éléments  dont  elles  se  composent. 

A  priori j  les  fonctions  que  j'appelle  abstraites  sont  celles  qui 
expriment  entre  des  grandeurs  un  mode  de  dépendance  qu'on 
peut  concevoir  uniquement  entre  nombres,  sans  qu'il  soit  be- 
soin d'indiquer  aucun  phénomène  quelconque  où  il  se  trouve 
réalisé.  Je  nomme,  au  contraire,  fonctions  concrètes  celles  pour 
lesquelles  le  mode  de  dépendance  exprimé  ne  peut  être  défini 
ni  conçu  qu'en  assignant  un  cas  physique  déterminé ,  géomé- 
trique, mécanique ,  ou  de  toute  autre  nature,  dans  lequel  il  ait 
effectivement  lieu. 

La  plupart  des  fonctions ,  à  leur  origUie,  celles  mêmes  qui 
sont  aujourd'hui  le  plus  purement  abstraites^  ont  conunencé  par 
être  concrètes;  en  sorte  qu'il  est  aisé  de  faire  comprendre  la 
distinction  précédente ,  en  se  bornant  à  citer  les  divers  points 
de  vue  successifs  sous  lesquels,  à  mesure  que  la  science  s'est 
formée^  les  géomètres  ont  considéré  les  fonctions  analytiques 
lés  plus  simples.  J'indiquerai  pour  exemple  les  puissances,  de- 
venues en  général  fonctions  abstraites,  depuis  seulement  les 
travaux  de  Viète  et  de  Descartes.  Ces  fonctions  j:^,  a^s  qui»  ^^^ 
notre  analyse  actuelle ,  sont  si  bien  conçues  comme  simplement 
a65rrai>^5,  n'étaient,  pour  les  géomètres  de  l'antiquité,  que  des 
fonctions  entièrement  concrètes ,  exprimant  la  relation  de  la  sa- 
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perfide  d'un  carré  ou  du  volume  d'un  cube  à  la  longueur  de 
leur  côté.  Elles  avalent  si  exclusivement  à  leurs  yeux  un  tel  ca- 
ractère,  que  c'est  seulement  d'après  leur  définition  géométrique 
qu'ils  avaient  découvert  les  propriétés  algébriques  élémentaires 
de  ces  fonctions ,  relativement  à  la  décomposition  de  la  va- 
riable en  deux  parties ,  propriétés  qui  n'étaient,  à  cette  époque, 
que  de  vrais  théorèmes  de  géométrie ,  auxquels  on  n'a  attaché 
que  beaucoup  plus  tard  un  sens  numérique. 

J'aurai  encore  occasion  de  citer  tout  à  l'heure,  pour  un  autre 
motif,  un  nouvel  exemple  très-propre  à  faire  bien  sentir  la  dis- 
tinction fondamentale  que  je  viens  d'exposer;  c'est  celui  des 
fonctions  circulaires,  soit  directes,  soit  inverses,  qui  sont  encore 
aujourd'hui^  tantôt  concrètes,  tantôt  abstraites,  selon  le  point 
de  vue  sous  lequel  on  les  envisage. 

Considérant  maintenant^  à  posteriori^  cette  division  des  fonc- 
tions, après  avoir  établi  le  caractère  général  qui  rend  une  fonc- 
tion abstraite  ou  concrète^  la  question  de  savoir  si  telle  fonction 
déterminée  est  véritablement  abstraite,  et  par-là  susceptible 
d'entrer  dans  de  vraies  équations  analytiques,  va  devenir  une 
simple  question  de  fait,  puisque  nous  allons  énumérer  toutes  les 
fonctions  de  cette  espèce. 

Au  premier  abord,  cette  énumération  semble  impossible ,  les 
fonctions  analytiques  distinctes  étant  évidemment  en  nombre 
infini.  Mais,  en  les  partageant  en  simples  et  composées ^  la  diffi- 
culté disparait.  Car,  si  le  nombre  des  diverses  fonctions  consi- 
dérées dans  l'analyse  mathématique  est  réellement  infini ,  elles 
sont,  au  contraire,  même  aujourd'hui,  composées  d'un  fort  petit 
nombre  de  fonctions  élémentaires ,  qu'on  peut  aisément  assi- 
gner, et  qui  suffisent  évidemment  pour  décider  du  caractère  ab- 
strait ou  concret  de  telle  fonction  déterminée,  qui  sera  de  l'une 
ou  de  l'autre  nature,  selon  qu'elle  se  composera  exclusivement 
de  ces  fonctions  abstraites  simples ,  ou  qu'elle  en  comprendra 
d'autres.  Voici  le  tableau  de  ces  éléments  fondamentaux  de 
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toutes  DOS  combinaisons  analytiques  ^  dans  Fétat  présent  de  la 
science.  On  ne  doit,  évidemment,  considérer,  à  cet  effet,  que  les 
fonctions  d'une  seule  variable;  celles  relatives  à  plnsieurs  varia- 
bles indépendantes  étant  constamment,  par  leur  nature^  plus  ou 
moins  composées. 

Soit  X  la  variable  indépendante,  y  la  variable  corelative  qui  en 
dépend.  Les  différents  modes  simples  de  dépendance  abstraite 
que  nous  pouvons  maintenant  concevoir  entre  y  et  x,  sont  ex- 
primés par  les  dix  formules  élémentaires  suivantes,  dans  les- 
quelles chaque  fonction  est  accouplée  avec  son  inverse^  c'est-à- 
dire  avec  celle  qui  aurait  lieu^  d'après  la  fonction  directe ,  A  oo 
y  rapportait  a;  à  y,  au  lieu  de  rapporter  y^x  : 

(10  y'=a-\'X. fonction  «(Tffime, 

1*'  couple    1  ,  -, 

12*'  y=a^x. fonction  différence , 

M»  y=ax fonction  proé/ttû, 

2««  couple  {^ 

t2'  v=^ 


y==a 


ioxïciioxï  quotient  y 

X 


1»  y=aî« fonction  ptit5iance, 

3"''  couple 

2°  y^==\/  X fonction  racine  ^ 


/l*'  y==a' îoncMoVL  exponentielle. 

(!"*•  couple  < 

(2°  y=/x fonction /o^arûAmtTue, 


a 


il»  y=sin x fonction  circulaire  directe, 
2*»  y=arc  (sln=a;)  .  .  fonction  circulaire  inverse, 

'  Dans  la  vue  d'augmeDlcr  autant  que  possible  les  ressources  et  retendue  M 
insuffisantes  de  l'analyse  mathématique,  les  géomètres  comptent  ce  dernier  eovple 
de  fonctions  parmi  les  éléments  analytiques.  Quoique  cette  inscription  soit  itrie- 
tcroenl  légitime,  il  importe  de  remarquer  que  les  fonctions  circulaires  ne  sont 
pas  exactement  dans  le  même  cas  que  les  autres  fonctions  al>straites  élémentaire! 
11  y  a  entr'cUes  cette  différence  fort  essentielle,  que  les  fonctions  des  qoatre  pre 
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Telles  sont  les  éléments  très-peu  nombreux  qui  composent 
directement  toutes  les  Tonctjons  abstraites  aujourd'tiui  connues. 
Quelque  peu  multipliés  qu'ils  soient,  ils  suffisent  évidemmeut 
pour  donner  lieu  à  un  nombre  toul-à-falt  infini  de  combinaisons 
analytiques. 

Aucune  considération  rationnelle  ne  circouscril  rlgourense- 


miers  couples  uinl  vraiiiii::iil  i  la  fols  ciœples  et  abilrailei,  laadia  que  les  ronc- 
llont  clrculaiics,  qui  peuvcot  mBiiire^ler  lacceMiiement  Tua  eL  l'autre  caractère 
■aïiBDt  le  point  de  vue  sous  lequel  on  les  eavisage  el  la  manifre  dont  ellei  août 
employées,  ne  pi^tcateol  jamais  timullan^menl  ces  deui  propriétés. 

La  boclion  sÎD.  m  cat  introduite  ilaas  l'analïBe  comme  une  noutclle  fonction 
dmple,  quand  on  la  conçoit  seulement  comme  indiquant  la  relation  géomËlriquE 
dont  elle  di^rïvei  mais  alors  elle  n'eit  évidemment  qu'une  fonction  concrcle. 
Dans  d*autres  circonstances ,  eila  remplit  aDuljtiquemeol  les  coiidilions  d'une 
tËrilable  Tooclion  abitraiic,  lorsqu'à* ne  con«id(re  sin,  «  que  comme  l'eiprea- 


sioa  titrigte  de  la  tonnule 


ii/r 


.v/= 


.i/::r 


vue,  ce  n'pit  plus  réel- 
le préeenle  que  comme 


oa  delà  série fqniialenle; mais »ous  cedemierpo 
lemeat  une  nouvelle  ronctioD  analytique,  puisqu'e! 
on  composé  des  précédentes. 

Néanmoins,  les  fonctions  circulaires  onl  quelques  qualités  spéciales  qui  per- 
mettent de  les  maintenir  au  tableau  des  ëlémeuiB  raiionncls  de  l'analyse  maibé- 
matjque. 

1°  Elles  sont  susceptibles  d'étalualioti,  quoique  conservant  leur  caraclirc 
concret;  ce  qui  autorise  è  les  iniroduire  duos  les  équations,  laul  qu'elles  ne 
portent  que  sur  des  données,  sans  qu'il  soit  nécessaire  d'atoir  égard  i,  leur  «- 
prenion  algébrique. 

S'  On  sail  etTeducr  sur  les  différentes  Toncltons  circulaires,  comparées  cn- 
tT'elles  seulement ,  une  cerUine  suile  de  Iransformations,  qui  n'ctigeni  pas 
davantage  la  cotmaissance  de  leur  définilion  analytique.  Il  en  résulte  éiidem- 
meot  la  facnllé  d'introduire  ces  fonctions  dans  les  équations,  même  par  rap- 
port ani  inconnues ,  pourvu  qu'il  n'y  entre  pas  coucurreniiocnl  des  ronclions 
oon-trigonoméiriques  des  mêmes  variables. 

C'est  donc  uniquement  dans  les  cas  où  les  fondions  circulaires,  relativement 
■Qi  inconnues,  sont  combinées  dans  les  équations  avec  des  fonctions  abstraites 
d'une  autre  espace,  qu'il  est  indispensable  d'avoir  égard  il  leur  interprétation 
■Igtiuïque  pour  pouvoir  résoudre  les  équations,  el  di^s  lors  elles  cessent,  en 
eOet.  d'être  Iraîtéei  comme  de  nouvelles  fondions  simples.  Mais  alors  même, 
pourrit  qu'on  lieunecomple  de  cette  interprétation,  leur  admission  n'cmpCdic 
point  les  reUiiona  d'avoir  ie  caractère  de  vfriliibles  ^iruafioni  analytiques,  ce 


J 
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ment  a  priori  le  tableau  précédent^  qui  n'est  que  l'expression 
effective  de  l'état  actuel  de  la  science.  Nos  éléments  analytiques 
sont  aujourd'liui  plus  nombreux  qu'ils  ne  Tétaient  pour  Des- 
cartes,  et  même  pour  Newton  et  Leibnitz  ;  il  y  a  tout  au  plus  un 
siècle  que  les  deux  derniers  couples  ont  été  introduits  dans 
l'analyse  par  les  travaux  de  Jean  Bemouilli  et  d'Euler.  Sans 
doute  on  en  admettra  de  nouveaux  dans  la  suite  ;  mais ,  comme 
je  l'indiquerai  à  la  fin  de  cette  leçon ,  nous  ne  pouvons  pas  es- 
pérer qu'ils  soient  jamais  fort  multipliés^  leur  augmentation 
réelle  donnant  lieu  à  de  très-grandes  difficultés. 

Nous  pouvons  donc  maintenant  nous  former  une  idée  posi- 
tive y  et  néanmoins  suffisamment  étendue  ^  de  ce  que  les  géo- 
mètres entendent  par  une  véritat)le  équation.  Cette  explication 
est  éminemment  propre  à  nous  faire  comprendre  combien  il 
doit  être  difficile  d'établir  réellement  les  équations  des  phéno- 
mènes, puisqu'on  n'y  est  effectivement  parvenu  que  lorsqu'on  a 
pu  concevoir  les  lois  mathématiques  de  ces  phénomènes  à  l'aide 
de  fonctions  entièrement  composées  des  seuls  éléments  analyti- 
ques que  je  viens  d'énumérer.  Il  est  clair,  en  effet,  que  c'est 
uniquement  alors  que  le  problème  devient  vraiment  abstrait ^ 
et  se  réduit  à  une  pure  question  de  nombres,  ces  fonctions  étant 
les  seules  relations  simples  que  nous  sachions  concevoir  entre 
les  nombres,  considérés  en  eux-mêmes.  Jusqu'à  cette  époque 
de  la  solution,  quelles  que  soient  les  apparences,  la  question 
est  encore  essentiellement  concrète ,  et  ne  rentre  pas  dans  le 

qui  est  ici  le  but  essentiel  de  notre  énumération  des  fonctions  abstraites  élémeo- 
laires. 

Il  est  à  remarquer,  d'après  les  considérations  indiquées  dans  ccUe  notet  que 
plusieurs  autres  fonctions  concrètes  peuvent  être  utilement  introduites  au  nom- 
bre des  éléments  analytiques,  si  les  conditions  principales  posées  ci-dessus  pour 
les  fonctions  circulaires  ont  été  préalablement  bien  remplies.  C*est  ainsi,  par 
exemple,  que  les  travaux  de  M.  Legendre,  et  récemment  ceux  de  M.  Jaoobi,  sur 
les  fonctions  elliptiques,  ont  vraiment  agrandi  le  champ  de  Tanulyse  ;  il  eu  est 
de  môme  pour  quelques  intégrales  déUnies  obtenues  par  M.  Fourier,  dans  la 
théorie  de  la  chaleur. 
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domaine  du  caUuL  Or,  la  difficulté  fondamentale  de  ce  passage 
du  concret  à  V abstrait  consiste  surtout,  en  général^  dans  Tin- 
suffisaoce  de  ce  très-petit  nombre  d'éléments  analytiques  que 
nous  possédons  j  et  diaprés  lesquels  néanmoins ,  malgré  le  peu 
de  variété  réelle  qu'ils  nous  offrent  ^  il  faut  parvenir  à  se  repré- 
senter toutes  les  relations  précises  que  peuvent  nous  manifester 
tous  les  différents  pliénomènes  naturels.  Vu  l'infinie  diversité 
qui  doit  nécessairement  exister  à  cet  égard  dans  le  monde  exté- 
rieur^ on  comprend  sans  peine  combien  nos  conceptions  doi- 
vent se  trouver  fréquemment  au-dessous  de  la  véritable  diffi- 
culté; surtout  si  l'on  ajoute  que^  ces  éléments  nous  ayant  été 
fournis  primitivement  par  la  considération  mathématique  des 
phénomènes  les  plus  simples^  puisqu'ils  ont  tous 9  directement 
ou  indirectement  9  une  origine  géométrique ,  nous  n'avons  à 
priori f  aucune  garantie  rationnelle  de  leur  aptitude  nécessaire 
à  représenter  les  lois  mathématiques  de  toute  autre  classe  de 
phénomènes.  J'exposerai  tout-à-1'beure  l'artifice  général,  si  pro- 
fondément ingéirieu^,  par  lequel  l'esprit  humain  est  parvenu  à 
diminuer  singulièrement  cette  difficulté  fondamentale  que  pré- 
sente la  relation  du  concret  à  l'abstrait  en  mathématiques,  sans 
cependant  qu'il  ait  été  nécessaire  de  multiplier  le  nombre  de 
ces  éléments  analytiques. 

Les  explications  précédentes  déterminent  avec  précision  le 
véritable  objet  et  le  champ  réel  de  la  mathématique  abstraite  ; 
je  dois  passer  maintenant  à  l'examen  de  ses  divisions  princi- 
pales, car  nous  avons  toujours  jusqu'ici  considéré  le  calcul  dans 
son  ensemble  total. 

La  première  considération  directe  à  présenter  sur  la  compo- 
sition de  la  science  du  calcul ,  consiste  à  la  diviser  d'abord  en 
deux  branches  principales,  auxquelles,  faute  de  dénominations 
plus  convenables ,  je  donnerai  les  noms  de  calcul  algébrique  ou 
algèbre^  et  de  calcul  arithmétique  ou  arithmétique^  mais  en  aver- 
tissant de  prendre  ces  deux  expressions  dans  leur  acception  lo- 
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gique  la  plas  étendue ,  au  lieu  du  sens  beaucoup  trop  restreint 
qu'on  lenr  attache  ordinairement 

La  solution  complète  de  toute  question  de  calcul,  depuis  la 
plus  élémentaire  jusqu'à  la  plus  transcendante  >  se  compose  né- 
cessairement de  deux  parties  successives  dont  la  nature  est  es- 
sentiellement distincte.  Dans  la  première ,  on  a  pour  objet  de 
transformer  les  équations  proposées ,  de  façon  à  mettre  en  évi- 
dence le  mode  de  formation  des  quantités  inconnues  par  les 
quantités  connues;  c'est  ce  qui  constitue  la  question  algébrique. 
Dans  la  seconde  on  a  en  vue  à* évaluer  les  formules  ainsi  obte- 
nues, c'est-à-dire,  de  déterminer  immédiatement  la  valeur  des 
nombres  cherchés,  représentés  déjà  par  certaines  fonctions  ex- 
plicites les  nombres  donnés  ;  telle  est  la  question  arithmétique  ^ 

On  voit  que,  dans  toute  solution  vraiment  rationnelle,  elle 
suit  nécessairement  la  question  algébrique ,  dont  elle  forme  le 
complément  indispensable ,  puisqu'il  faut  évidemment  connaître 
la  génération  des  nombres  cherchés  avant  de  déterminer  leurs 
valeurs  effectives  pour  chaque  cas  particulier.  Ainsi ,  le  terme 

t  Supposons,  par  exemple,  qo'une  question  fournisse  entre  une  grandeur  io- 
connue  x  et  deux  grandeurs  connues  a  et  6  Téquation  : 

comme  il  arriverait  pour  la  trisection  d*un  angle.  On  ?oit,  de  soite,  que  la  éif 
pendance  entre  x  d^une  part,  et  a,  b  de  Faatre,  est  complètement  déterminée; 
mais,  tant  que  Téquation  conserve  sa  forme  primitive,  on  n'aperçoit  nultement 
de  quelle  mauière  Tinconnue  dérive  des  données.  C'est  cependant  ce  qa*il  bot 
découvrir  avant  de  penser  à  l'évaluer.  Tel  est  Tobjet  de  la  partie  algéliriqoede 
la  solution.  Lorsque,  par  une  suite  de  transformations  qui  ont  sncoessivement 
rendu  celte  dérivation  de  plus  en  plus  sensible,  on  est  arrivé  à  présenter  Té- 
quation  proposée  sous  la  forme 


Le  rôle  de  Talgèbre  est  terminé  ;  et,  quand  même  on  ne  saurait  point  effedeer 
les  opérations  arithmétiques  indiquées  par  celte  formule,  on  B*en  aurah  pis 
moins  obtenu  une  connaissance  très-réelle  et  souvent  fort  importaote.  Le  rôif 
de  Tarithmétique  consistera  maintenant,  en  partant  de  ceUe  formule,  à  bire 
trouver  le  nombre  x  quand  les  valeurs  des  nombres  a  et  6  auront  été  fixées^ 
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de  la  partie  algébrique  devient  le  point  de  départ  de  la  partie 
arithmétique. 

Le  calcul  algébrique  et  le  calcul  arithméiique  dilTërenl  donc 
essentiellement  par  le  but  qa'on  s'y  propose.  Ils  ne  dlir(?rent  pas 
moins  par  le  point  de  vue  sous  lequel  on  y  considère  les  quan- 
tités, envisagées,  dans  le  premier,  quant  fi  leurs  rehitlons,  et, 
dans  le  second ,  quant  fk  leurs  valeurs.  Le  véritable  esprit  du 
calcul ,  en  général ,  exige  que  cette  destination  soit  maintenue 
avec  la  plus  sévère  exactitude ,  et  que  la  ligne  de  démarcation 
entre  les  deux  époques  de  la  solution  soit  rendue  aussi  nette- 
ment tranchée  que  le  permet  la  question  proposée.  L'observa- 
tion attentive  de  ce  précepte ,  trop  méconnu ,  peut  être  d'un 
utile  secours  dans  chaque  question  particulière ,  en  dirigeant  les 
eHorts  de  notre  esprit ,  à  un  instant  quelconque  de  la  solution , 
vers  la  véritable  dilIicuUé  correspondante.  A  la  vérité ,  l'imper- 
fection de  la  science  du  calcul  oblige  souvent,  comme  je  l'ex- 
pliquerai dans  la  leçon  suivante,  à  tuëler  très-rrëqueinmetit  les 
considérations  algébriques  et  les  considérations  ariUimétiques 
pour  la  solution  d'une  même  question.  Mais,  quoiqu'il  soit  im- 
possible alors  de  partager  l'ensemble  du  travail  en  deux  parties 
nettement  tranchées,  l'une  purement  algébrique ,  et  l'autre  pu- 
rement arithmétique,  on  pourra  toujours  éviter ,  à  l'aide  des 
indications  précédentes ,  de  confondre  les  deux  ordres  de  consi- 
dérations, quelque  intime  que  puisse  être  jamais  leur  mélange. 

En  cherchant  à  résumer  le  plus  succinctement  possible  la  dis- 
tinction que  je  viens  d'établir,  on  voit  que  Valgébre  peut  se  dé- 
Hoir,  en  général,  comme  ayant  pour  objet  la  résolution  des 
équations,  ce  qui,  quoique  paraissant  d'abord  trop  restreint,  est 
néanmoins  surrisamment  étendu ,  pourvu  qu'on  prenne  ces  ex- 
pressions dans  toute  leur  acception  logique,  qui  signifie  trans- 
former des  fonctions  implicites  en  fonctions  explicites  équiva- 
lentes :  de  même,  V arithmétique  peut  être  déûnic  comme 
destinée  à  l'évaluation  des  fonctions.  Ainsi .  en  contractant  les 
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expressions  au  plus  haut  degré ,  je  crois  pouvoir  donner  nette- 
ment une  juste  idée  de  cette  division ,  en  disant,  comme  je  le 
ferai  désormais  pour  éviter  les  périphrases  explicatives^  que 
V algèbre  est  le  cakul  des  fonctions  ^  et  V arithmétique  le  calcul  des 
valeurs. 

Il  est  aisé  de  comprendre  par-là  combien  les  définitions  or- 
dhdalres  sont  insuffisantes  et  même  vicieuses.  Le  plus  souvent, 
l'importance  exagérée  accordée  aux  signes  a  conduit  à  dislhn- 
guer  ces  deux  branches  fondamentales  de  la  science  du  calcul 
par  la  manière  de  désigner  dans  chacune  les  sujets  du  raisonne- 
ment^ ce  qui  est  évidemment  absurde  en  principe  et  faux  en 
fait  Même  la  célèbre  définition  donnée  par  Newton ,  lorsqu'il 
a  caractérisé  V algèbre  comme  V arithmétique  universelle ,  donne 
certainement  une  très-fausse  idée  de  la  nature  de  l'algèbre 
et  de  celle  de  l'arithmétique  \ 

Après  avoir  établi  la  division  fondamentale  du  calcul  en  deux 
branches  principales,  je  dois  comparer,  en  général ,  l'étendue, 
l'importance  et  la  difficulté  de  ces  deux  sortes  de  calcul  ^  afin 
de  n'avoir  plus  à  considérer  que  le  calcul  des  fonctions,  qui  doit 
être  le  sujet  essentiel  de  notre  étude. 

Le  calcul  des  valeurs ,  ou  ï arithmétique ,  paraît^  au  premier 
abord,  devoir  présenter  un  champ  aussi  vaste  que  celui  de 
V algèbre  y  puisqu'il  semble  devoir  donner  lieu  à  autant  de  ques- 
tions distinctes  qu'on  peut  concevoir  de  formules  algébriques 
différentes  à  évaluer.  Mais  une  réflexion  fort  simple  suffit  pour 
montrer  que  le  domaine  du  calcul  des  valeurs  est^  par  sa  na- 
ture ,  infiniment  moins  étendu  que  celui  du  calcul  des  fonctioDa 

^  J^ai  cru  devoir  signaler  spécialemeot  cette  déûiiilion,  parce  qu^elIe  sert 
de  base  à  l'opinion  que  beaucoup  de  bons  esprits ,  étrangers  à  la  science  ma- 
ibématique,  se  formeot  de  la  partie  abstraite  de  cette  science,  sans  covs&ééKr 
qu'à  l'époque  où  cet  aperçu  a  été  formé,  l'analyse  malbématique  n'était  point 
assez  développée  pour  que  le  ca^act^re  général  propre  à  chacune  de  ses  parties 
principales  pût  être  convenablement  saisi*  ce  qui  eiplique  pourquoi  Newton  a 
pu  proposer  alors  une  déûnition  qu'il  rejcUerait  certainjement  aigourd'hvtl 
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Car^  en  distingaant  les  fonctions  en  simples  et  composées,  il  est 
évident  que  lorsqu'on  sait  évaluer  les  fonctions  simples,  la  con- 
sidération des  fonctions  composées  ne  présente  plus ,  sons  ce 
rapport,  aucune  difficulté.  Sous  le  point  de  vue  algébrique ,  une 
fonction  composée  joue  un  rôle  très-différent  de  celui  des  fonc- 
tions élémentaires  qui  la  constituent  y  et  c'est  de  là  précisément 
que  naissent  toutes  les  principales  difficultés  analytiques.  Mais 
il  en  est  tout  autrement  pour  le  calcul  arithmétique.  Ainsi ,  le 
nombre  des  opérations  arithmétiques ,  vraiment  distinctes ,  est 
seulement  marqué  par  celui  des  fonctions  abstraites  élémen- 
taires, dont  j'ai  présenté  ci-dessus  le  tableau  très-peu  étendu. 
L'évaluation  de  ces  dix  fonctions  donne  nécessairement  celle  de 
toutes  les  fonctions,  en  nombre  infini,  que  Ton  considère  dans 
l'ensemble  de  l'analyse  mathématique^  telle ,  du  moins,  qu'elle 
existe  aiyourd'hui.  A  quelques  formules  que  puisse  conduire 
l'élaboration  des  équations,  il  n'y  aurait  lieu  à  de  nouvelles 
opérations  aritlimétiques  que  si  l'on  en  venait  à  créer  de  véri- 
tables nouveaux  éléments  analytiques,  dont  le  nombre  sera 
toujours 9  quoi  qu'il  arrive,  extrêmement  petit.  Le  champ  de 
V arithmétique  est  donc ,  par  sa  nature,  infiniment  restreint ,  tan- 
dis que  celui  de  V algèbre  est  rigoureusement  indéfini. 

Il  importe  cependant  de  remarquer  que  le  domaine  du  calcul 
des  valeurs  est ,  en  réalité ,  beaucoup  plus  étendu  qu'on  ne  se 
le  représente  communément  Car  plusieurs  questions,  véritable, 
ment  arithmétiques,  puisqu'elles  consistent  dans  des  évaluations, 
ne  sont  point  ordinairement  classées  comme  telles,  parce  qu'on 
a  l'habitude  de  ne  les  traiter  que  comme  incidentes ,  au  milieu 
d*un  ensemble  de  recherches  analytiques  plus  ou  moins  élevées: 
la  trop  haute  opinion  qu'on  se  forme  communément  de  l'in" 
fluence  des  signes  est  encore  la  cause  principale  de  cette  con- 
|Usion  d'idées.  Ainsi,  non-seulement  la  construction  d'une  table 
de  logarithmes,  mais  aussi  le  calcul  des  tables  trigonomé- 
triques,  sont  de  véritables  opérations  arithmétiques  d'un  genre 
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supérieur.  Od  peut  ciler  encore  comme 
cas,  quoique  dans  un  ordre  très-disQnct  et  plus  élevé,  tous  les 
procédés  par  lesquels  on  détermine  directement  la  valeur  d'une 
fonction  quelconque  pour  chaque  système  particulier  de  valeurs 
attribuées  aux  quantités  dont  elle  dépend ,  lorsqu'on  ne  peut 
point  parvenir  à  connaître  généralement  la  forme  explicîle  de 
cette  fonction.  Sous  ce  point  de  vue,  la  résolution  numérique 
des  équations  qu'on  ne  sait  pas  résoudre  algébriquement ,  et  de 
même  le  calcul  des  inl^rales  définies  dont  on  ignore  les  inté- 
grales générâtes,  font  réellement  partie,  malgré  les  apparences, 
du  domaine  de  l'arithmétique,  dans  lequel  il  faut  nécessairement 
comprendre  tout  ce  qui  a  pour  objet  l'évaluation  des  fonctions. 
Les  considérations  relatives  à  ce  but,  sont  en  effet ,  constam- 
ment homogènes ,  de  quelques  évaluations  qu'il  s'agisse ,  et  tou- 
jours hien  distinctes  des  considérations  vraiment  algébriques. 

Pour  achever  de  se  former  une  juste  idée  de  l'étendue  réelle 
du  calcul  des  valeurs ,  on  doit  y  comprendre  aussi  celte  partie 
de  la  science  générale  du  calcul  qui  porte  aujourd'hui  spéciale- 
ment le  nom  de  théorie  des  nombres ,  et  qui  est  encore  si  peu 
avancée.  Cette  branche,  fort  étendue  par  sa  nature  finals  d 
l'importance  dans  le  système  général  de  la  science  n'est  j 
très-grande ,  a  pour  objet  de  découvrir  les  propriétés  inhér^ 
aux  différeuls  nombres  en  vertu  de  leurs  valeurs  et  ludépendl 
ment  de  toute  énuméralion  particulière.  Elle  constitue  donc  4 
sorte  à' arithmétique  transcendante;  c'esl  à  elle  que  conviendi 
effectivement  la  définition  proposée  par  Newton  pour  l'algêi 

Le  domaine  total  de  l'arithmétique  est  donc,  en  réalité,  b 
coup  plus  étendu  qu'on  ne  le  conçoit  ordinairement.  Md 
néanmoins,  quelque  développement  légitime  qu'on  puisse  î 
accorder,  il  demeure  certain  que ,  dans  l'ensemble  de  la  i 
thématique  abstraite,  le  calcul  des  valeurs  ne  sera  jamais  qu'nB 
point ,  pour  ainsi  dire ,  en  comparaison  du  calcul  des  fonctions, 
dans  lequel  ia  science  consiste  essentiellement.  Celte  a 
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^Phl  ira  devenir  encore  plus  sensible  par  quelques  cousjdf^rations 

qui  me  restent  h  indiquer  sur  la  vi^ritable  nature  des  queslious 

arilbmé tiques  en  général ,  quand  on  les  examine  d'une  manière 

approfondie. 

En  cherchant  à  délerminer  avec  exactitude  en  quoi  consislent 
proprement  \es  évalaaiions ,  oa  reconnaît  aisément  qu'elles  ne 
sont  pas  autre  chose  que  de  véritables  iransforviaùmu  des 
fonctions  à  évaluer,  transformations  qui ,  malgré  leur  but  spé- 
cial, n'en  sont  pas  moins  essentiellement  de  la  mCme  nature 
que  toutes  celles  enseignées  par  l'analyse.  Sous  ce  point  de 
vue,  le  calcul  des  valeurs  pourrait  être  conçu  simplement  comme 
un  appendice  et  une  application  particulii>re  du  calcul  des  fonc- 
tions,de  telle  sorte  que  l'aritAmc'ri^ue  disparaîtrait ,  pour  ainsi 
dire,  dans  l'ensemble  de  la  mathématique  abstraite,  comme 
section  distincte. 

Pour  bien  comprendre  celte  considération ,  il  faut  observer 
qne,  lorsque  l'on  propose  d'évaluer  un  nombre  inconnu  dont 
le  mode  de  formation  est  donné ,  il  est ,  par  le  seul  énoncé  mCme 
de  la  question  arithmétique,  déjà  défini  et  exprimé  sons  une 
certaine  forme  ;  et  qu'en  lVt'afu(in(,on  ne  fait  que  mettre  son 
expression  sous  une  forme  déterminée ,  'a  laquelle  on  est  habi- 
tué à  rapporter  la  notion  exacte  de  chaque  nombre  particulier, 
en  le  faisant  rentrer  dans  le  système  régulier  de  ta  numéraiion, 
Vévalaation  consiste  si  bien  dans  une  simple  transformation , 
que  lorsque  l'expression  primitive  du  nomlire  se  trouve  elle- 
même  conforme  à  la  numéraiion  régulière,  il  n'y  a  plus,  à  pro- 
prement parler,  d'évaluation ,  ou  plutôt  on  répond  à  la  question 
par  la  question  même.  Qu'on  demande,  par  exemple,  d'ajouter 
les  deux  notnbres  trente  et  sept,  on  répondra  en  se  bornant  il 
répéter  l'énoncé  même  de  la  question ,  et  ou  croira  néanmoins 
avoir  évalué  la  somme,  ce  qui  signifie  que,  dans  ce  cas,  la 
première  expression  de  la  fonction  n'a  pas  besoin  d'être  trans- 
formée; tiuidiii  qu'il  n'en  serait  point  ainsi  pour  ii\Qa\.e\\\os^- 
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trois  et  quatorze^  car  alors  la  somme  ne  sçrait  pas  immédiate- 
ment exprimée  d'une  manière  conforme  au  rang  qu'elle  occupe 
dans  l'échelle  fixe  et  générale  de  la  numérs^tion. 

En  précisant,  autant  que  possible,  la  considération  pru- 
dente ^  on  peut  dire  qu'évaluer  un  nombre  n'est  autre  chose 
que  mettre  son  expression  primitive  sous  la  forme 

a-f-6  e+c  ê*-|-rf  ê^-fe  g* -f^  6" 

Jetant  ordinairement  égal  i,  10;  et  les  coefficients  a,  6,  c^d, 
çtc,  étant  assujétis  à  ces  conditions  d'être  nombres  entiers 
moindres  que  6,  poiivant  devenir  puls^  mais  jamais  négatif». 
Ainsi^  toute  question  arithmétique  est  susceptible  d'être  posée 
comme  consistant  à  mettre  sous  une  telle  forme  une  fonction 
^b3traite  quçlconqne  de  diverses  quantités  que  Ton  suppose 
avoir  déjà  elles-mêmes  une  forme  semblable.  On  pourrait  donc 
ne  voir  dans  les  différentes  opérations  de  l'arithmétique  que  de 
simples  cas  particuliers  de  certaines  transformations  algéljriqoes, 
sauf  les  difficultés  spéciales  tenant  aux  conditions  relatives  à 
l'état  des  coefiScients, 

Il  résulte  clairement ,  de  ce  qui  précède^  que  la  mathéma- 
tique abstraite  se  compose  essentiellement  du  calcul  des  fonc- 
tions y  qui  en  était  évidemmept  déjà  la  partie  la  plus  importante, 
la  plus  étendue^  et  la  plus  difficile.  Tel  sera  donc  désormais  le 
sujet  exclusif  dq  oos  considérations  analytiques.  Ain3i^  S9iis 
m'arrêter  davantage  au  calcul  des  valeurs, ie  vais  passer  immé- 
diatement à  l'examen  de  la  division  fondamentale  du  calcul  des 
fonctions. 

Nous  avons  déterminé;»  au  commencement  de  cette  leçon,  en 
quoi  consiste  proprement  la  véritable  difficulté  qu'on  éprouve 
à  mettre  en  équation  les  questions  mathématiques.  C'est  essen- 
tiellement à  cause  de  Tinsuffisance  du  très-petit  nombre  d'élé- 
ments analytiques  que  nous  possédons ,  que  la  relation  du  con- 
cret à  Tabstrait  est  ordinairement  si  difficile  à  établir.  Essayons 
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maintenant  d'apprécier  pliilosophiquement  le  procédé  général 
par  lequel  l'esprit  humain  est  parvenu ,  dans  un  si  grand  nombre 
de  cas  importants ,  k  surmonter  cet  obstacle  fondamental. 

En  considérant  directement  Tensemble  de  celte  question  ca- 
pitale, on  est  naturellement  conduit  à  concevoir  d^abord  un 
premier  moyen  pour  faciliter  l'établissement  des  équations  des 
phénomènes.  Puisque  le  principal  obstacle  à  ce  sujet  vient  du 
trop  petit  nombre  de  nos  éléments  analytiques ,  tout  semblerait 
se  réduire  à  en  créer  de  nouveaux.  Mais  ce  parti  y  quelque  na- 
turel qa'il  paraisse ,  est  véritablement  illusoire,  quand  on  l'exa- 
mine d'une  manière  approfondie.  Quoiqu'il  puisse  certainement 
être  utile ,  il  est  aisé  de  se  convaincre  de  son  insuflOisance  né- 
cessaire. 

En  effet ,  la  création  d'une  véritable  nouvelle  fonction 
abstraite  élémentaire  présente,  par  elle-même,  les  plus  grandes 
difficultés.  Il  y  a  même,  dans  une  telle  idée ,  quelque  chose  qui 
semble  contradictoire.  Car  un  nouvel  élément  analytique  ne 
remplirait  pas  évidemment  les  conditions  essentielles  qui  lui 
sont  propres,  si  on  ne  pouvait  immédiatement  l'eva/iier  :  or, 
d'un  autre  côté,  comment  évaluer  une  nouvelle  fonction  qui 
serait  vraiment  simple,  c'est-à-dire,  qui  ne  rentrerait  pas  dans 
une  combinaison  de  celles  déjà  connues?  Cela  parait  presque 
impossible.  L'introduction ,  dans  l'analyse,  d'une  autre  fonction 
abstraite  élémentaire  «  ou  plutôt  d'un  autre  couple  de  fonctions 
(car  chacune  serait  toujours  accompagnée  de  son  inverse),  sup- 
pose donc  nécessairement  la  création  simultanée  d'une  nouvelle 
opération  arithmétique ,  ce  qui  est  certainement  fort  difficile. 

Si  nous  cherchons  à  nous  faire  une  idée  des  moyens  que  l'es- 
prit humaîA  pourrait  employer  pour  inventer  de  nouveaux  élé- 
ments analytiques, par  l'examen  des  procédés  à  l'aide  desquels 
il  a  effectivement  conçu  ceux  que  nous  possédons ,  l'observation 
nous  laissQ  à  cet  égard  dans  une  entière  incertitude ,  car  les  ar< 
tifices  dont  U  s'est  déjà  servi  pour  cela  sont  évidemment  épui- 
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ses.  Afli)  de  nous  en  convitincre ,  considérons  le  dernier  cooirM 
de  fonctions  simples  qui  ait  été  introduit  dans  l'analyse ,  et  ï  ta 
formation  duquel  nous  avons  pour  ainsi  dire  assisté ,  savoir  le 
quatrième  couple,  car,  comme  je  l'ai  expliqué,  le  cinquième 
couple  ne  se  constitue  pas,  à  proprement  parier,  de  véritable 
nouveaux  éléments  analytiques.  La  fonction  a',  et,  par  suite, 
son  Inverse ,  ont  été  formées  en  concevant  sous  un  nouveau 
point  de  vue  une  fonction  déji  connue  depuis  longtemps,  les 
puissanceSj  lorsque  la  notion  en  a  élé  suflisamment  généralisée. 
Il  a  sufn  de  considérer  une  puissance  relativement  à  la  variation 
de  l'exposant, au  lieu  de  penser  h  la  variation  delà  base,  pour 
qu'il  en  résultat  une  fonction  simple  vraiment  nouvelle,  la  va- 
rlationsuivanlalors  une  marche  loule  différente.  Malscet  artifice, 
aussi  simple  qu'Ingénieux ,  ne  peut  plus  rien  fournir.  Car,  ea 
retournant,  de  la  même  manière,  tous  nos  éléments  analytiques 
actuels,  on  n'aboutit  qu'à  les  faire  rentrer  les  uns  dans  les 
autres. 

Nous  ne  concevons  donc  nullement  de  quelle  manière  on 
pourrait  procéder  à  la  création  de  nouvelles  fonctions  abstraites 
élémentaires,  remplissant  convenablement  toutes  les  coadilions 
nécessaires.  Ce  n'est  pas  .'i  dire ,  néanmoins .  que  nous  ayons  at- 
teint aujourd'hui  la  limite  effective  posée  à  cet  égard  par  les 
bornes  de  notre  intelligence.  Il  est  môme  certain  que  les  der- 
niers perfectionnements  spéciaux  de  l'analyse  mathématique 
ont  contribué  5  étendre  nos  ressources  sous  ce  rapport,  en  in- 
troduisant dans  le  domaine  du  calcul  certaines  intégrales  dé- 
finies, qui,  h  quelques  égards,  tiennent  lieu  de  nouvelles  fonc- 
tions simples ,  quoiqu'elles  soient  loin  lie  remplir  toutes  les  con- 
ditions convenables,  ce  qui  m'a  empêché  de  les  inscrire  an  ta- 
bleau des  vrais  éléments  analytiques.  Mais,  tout  bien  considéré, 
je  crois  qu'il  demeure  incontestable  que  le  nombre  de  ces  élé- 
ments ne  peut  s'accroître  qu'avec  une  extrême  lenteur.  Mnsi, 
ce  ne  peul  être  dans  un  tel  procédé  que  l'esprit  humain  ait  ^a^ 
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ses  ressources  les  plus  puissantes  pour  faciliter  autant  que  pos- 
sible l'établissement  des  équations. 

Ce  premier  moyen  étant  écarté ,  il  n'en  reste  évidemment 
qu'un  seul;  c'est,  vu  l'impossibilité  de  trouver  directement  les 
équations  entre  les  quantités  que  l'on  considère ,  d'en  chercher 
de  correspondantes  entre  d'autres  quantités  auxiliaires,  liées 
aus  premières  suivant  une  certaine  loi  déterminée,  et  de  la  re- 
lation desquelles  on  remonte  ensuite  À  celle  des  grandeurs 
primitives.  Telle  est,  en  eiïet,  la  conception,  éminemment 
féconde,  que  l'esprit  humain  est  parvenu  !i  fonder,  et  qol 
consUtuc  son  plus  admirable  instrument  pour  l'exploration  ma- 
Itiématiquedes  phénomènes  naturels, r<ina/i/jedi te  iron.tfeHi'aïKf. 

En  thèse  philosophique  générale,  les  quantités  auxiliaires 
que  l'on  introduit,  au  lieu  des  grandeurs  primitives  ou  con- 
curremment avec  elles ,  pour  faciliter  l'établissement  des  équa- 
tions, pourraient  dériver  suivant  une  loi  quelconque  des  élé- 
ments immédiats  de  la  question.  Ainsi ,  cette  conception  a  beau- 
coop  plus  de  portée  que  ne  lui  en  ont  supposé  communément, 
même  les  plus  profonds  géomètres.  Il  importe  extrêmement  de 
se  la  représenter  dans  toute  son  étendue  logique;  car  c'est  peut- 
être  en  établissant  un  mode  général  de  dérivation  autre  que 
celui  auquel  on  s'est  constamment  borné  jusquici ,  bien  qu'il  ne 
soit  pas ,  évidemment ,  le  seul  possible ,  qu'on  parviendra  nu 
jour  à  perfectionner  essentiellement  l'ensemble  de  l'analyse 
maUiémalique ,  et  par  suite  i  fonder,  pour  l'investigation  des 
lois  de  la  nature ,  des  moyens  encore  plus  puissants  que  nos 
procédés  actuels,  susceptibles,  sans  doute,  d'épuisement. 

Mais,  pour  n'avoir  égard  qu'à  la  constitution  présente  de  ta 
science,  les  seules  quantités  auxiliaires  introduites  habituelle- 
menl  h.  la  place  des  quantités  primitives  dans  l'aruilyse  transcen- 
r/fjMte ,  sont  ce  qu'on  appelle  les  éléments  infiniment  pedis.ics 
I  différentiel  les  de  divers  ordres  de  ces  quantités ,  si  l'on  conçoit 
^ett^oalfse  â  la  manière  de  Lelbnitz;  ou  les  (tuxionï ,  \t% 
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limites  des  rapports  des  accroissements  simultanés  des  quantités 
primitives  comparées  les  unes  aux  autres  ^  ou,  plus  brièvement, 
les  premières  et  dernières  raisons  de  ces  accroissements  «  en 
adoptant  la  conception  de  Newton;  ou  bien^  enfin,  les  dérivées 
proprement  dites  de  ces  quantités,  c'est-à-dire,  les  coeflGlcients 
des  différents  termes  de  leurs  accroissements  respectifs,  d'après 
la  conception  de  Lagrange.  Ces  trois  manières  principales  d'en- 
visager notre  analyse  transcendante  actuelle,  et  toutes  les  autres 
moins  distinctement  tranchées  que  l'on  a  proposées  successive- 
ment, sont,  par  leur  nature,  nécessairement  identiques,  soit 
dans  le  calcul ,  soit  dans  l'application ,  ainsi  que  je  l'expliquerai 
d'une  manière  générale  dans  la  sixième  leçon.  Quant  à  leur 
valeur  relative ,  nous  verrons  alors  que  la  conception  de  L^ 
nitz  a  jusqu'ici,  dans  l'usage,  une  supériorité  incontestable, 
mais  que  son  caractère  logique  est  éminemment  vicieux,  tandis 
que  la  conception  de  Lagrange,  admirable  par  sa  simplicité, 
par  sa  perfection  logique ,  par  l'unité  philosophique  qu'elle  a 
établie  dans  l'ensemble  de  l'analyse  mathématique,  jusqu'alors 
partagée  en  deux  mondes  presque  indépendants ,  présente  en- 
core, dans  les  applications ,  de  graves  inconvénients,  en  ralentis- 
sant la  marche  de  l'intelligence  :  la  conception  de  Newton  tient 
à  peu  près  le  milieu  sous  ces  divers  rapports,  étant  moim  ra- 
pide ,  mais  plus  rationnelle  que  celle  de  Leibnitz ,  moins  phi- 
losophique ,  mais  plus  applicable  que  celle  de  Lagrange. 

Ce  n'est  pas  ici  le  lieu  d'expliquer  avec  exactitude  comment 
la  considération  de  ce  genre  de  quantités  auxiliaires  introduites 
dans  les  équations  à  la  place  des  grandeurs  primitives  facilite 
réellement  l'expression  analytique  des  lois  des  phénomènesi 
La  sixième  leçon  sera  spécialement  consacrée  à  cet  important 
sujet ,  envisagé  sous  les  différents  points  de  vue  généraux  aux- 
quels a  donné  lieu  l'analyse  transcendante.  Je  me  borne  en  ce 
moment  à  considérer  cette  conception  de  la  manière  la  plv 
générale ,  afin  d'en  déduire  la  division  fondamentale  du  cahil 
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des  fonctions  en  deux  calculs  essentiellement  distincts,  dont  Ten- 
chaînement,  pour  la  solution  complète  d'une  même  question 
mathématique,  est  invariablement  déterminé. 

Sous  ce  rapport,  et  dans  Tordre  rationnel  des  idées,  l'ana- 
lyse transcendante  se  présente  comme  étant  nécessairement  la 
première ,  puisqu'elle  a  pour  but  général  de  faciliter  rétablis- 
sement des  équations^  ce  qui  doit  évidemment  précéder  la  ré- 
solution proprement  dite  de  ces  équations,  qui  est  l'objet  de 
l'analyse  ordinaire.  Mais,  quoiqu'il  importe  éminemment  de 
concevoir  ainsi  le  véritable  enchaînement  de  ces  deux  analy- 
ses, il  n'en  est  pas  moins  convenable ,  conformément  h  l'usage 
constant,  de  n'étudier  l'analyse  transcendante  qu'après  l'analyse 
ordinaire  ;  car,  si^  au  fond ,  elle  en  est  par  elle-même  logique- 
ment indépendante ,  ou  que,  du  moins,  il  soit  possible  aujour- 
d'hui de  Ten  dégager  essentiellement ,  il  est  clair  que  son  em- 
ploi dans  la  solution  des  questions  ayant  toujours  plus  ou  moins 
besoin  d'être  complété  par  celui  de  l'analyse  ordinaire ,  on 
serait  contraint  de  laisser  les  questions  en  suspens,  si  celle-ci 
n'avait  été  étudiée  préalablement. 

En  résultat  de  ce  qui  précède, le  calcul  des  fonctions ,  ou 
V algèbre,  en  prenant  ce  mot  dans  sa  plus  grande  extension,  se 
compose  de  deux  branches  fondamentales  distinctes ,  dont  Tune 
a  pour  objet  immédiat  la  résolution  des  équations,  lorsque 
celles- ci  sont  immédiatement  établies  entre  les  grandeurs  mêmes 
que  l'on  considère;  et  dont  l'autre,  partant  d'équations,  beau- 
coup plus  aisées  à  former  en  général,  entre  des  quantités  in- 
directement liées  à  celles  du  problème,  a  pour  destination 
propre  et  constante  d'en  déduire ,  par  des  procédés  analytiques 
invariables  5  les  équations  correspondantes  entre  les  grandeurs 
directes  que  l'on  considère ,  ce  qui  fait  rentrer  la  question  dans 
le  domaine  du  calcul  précédent  Le  premier  calcul  porte ,  le 
plus  souvent ,  le  nom  ^'analyse  ordinaire ,  ou  ù' algèbre  propre- 
ment dite;  le  second  constitue  ce  qu'on  appelle  V analyse  trans- 
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cendante,  qui  a  été  désigoée  par  les  diverses  dénoniinations  de 
calcul  infinitésimal^  calcul  des  fluxions  et  des  fluentesy  calcul  des 
évanouissants,  etc.,  selon  le  point  de  vue  sous  lequel  on  Ta 
conçue.  Pour  écarter  toute  considération  étrangère ,  Je  propo- 
serai de  la  nommer  calcul  des  fonctions  indirectes,  en  donnant  à 
ranalyse  ordinaire  le  titre  de  calcul  des  fonctions  directes.  Ces 
ex);)ressions,  que  je  forme  essentiellement  en  généralisant  et 
en  précisant  les  idées  de  Lagrange,  sont  destinées  à  indiquer 
simplement  avec  exactitude  le  véritable  caractère  général  propre 
à  chacune  des  deux  analyses. 

Ayant  établi  la  division  fondamentale  de  l'analyse  mathéma- 
tique, je  dois  maintenant  considérer  séparément  l'ensemble  de 
chacune  de  ses  deux  parties,  en  commençant  par  le  calcul  des 
fonctions  directes,  et  réservant  ensuite  des  développements  {dos 
étendus  aux  diverses  branches  du  calcul  des  fonctions  indirectes. 
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^^Hpaprës  l'explicalion  générale  qui  termine  la  leçon  précédente, 
le  calcul  des  fonctions  directes,  ou  l'algèbre  proprement  dite, 
SDfGt  eotièremcnl  à  la  solution  des  questions  niatliématitiucs, 
quand  elles  sont  assez  simples  pour  qu'on  puisse  former  immé- 
diatement les  équations  entre  les  grandeurs  mêmes  que  l'on 
considère,  sans  qu'il  soit  nécessaire  d'introduire  à  leur  place  ou 
conjointement  avec  elles  aucun  système  de  quantités  auxiliaires 
dérivées  des  premières.  A  la  vérité,  dans  le  plus  grand  nombre 
des  cas  importants ,  son  emploi  a  besoin  d'être  précédé  et  pré- 
paré par  celui  du  calcul  des  fonctions  indirectes ,  destiné  à  facili- 
ter l'établissement  des  équations.  Mais  quoique  le  rOle  de  l'al- 
gèbre ne  soit  alors  que  secondaire ,  elle  n'en  a  pas  moins 
loujours  une  part  nécessaire  dans  la  solution  complète  de  la 
question ,  en  sorte  que  le  calcul  des  fonaions  directes  doit  con- 
tinuer à  être ,  par  sa  nature ,  la  base  fondamentale  de  toute  l'a- 
nalyse mathématique.  Nous  devons  donc,  avant  d'aller  plus  loin, 
conddérer,  d'une  manière  générale,  la  composition  rationnelle 
de  ce  calcul ,  et  le  degré  de  développement  auquel  il  est  parvenu 
anjourd'huL 

L'objet  définitif  de  ce  calcul  élant  la  résolution  proprement 
dite  des  équations,  c'est-à-dire,  la  découverte  du  mode  de  for- 
.malîoD  des  quantités  inconnues  par  les  quantités  connues  d'après 
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les  équations  qui  existent  entre  elles;  il  présente  naturellement 
autant  de  parties  différentes  que  l'on  peut  concevoir  de  classes 
d'équations  vraiment  distinctes  ;  et  par  conséquent  ^  son  étendae 
propre  est  rigoureusement  indéfinie ,  le  nombre  des  fonctions 
analytiques  susceptibles  d'entrer  dans  les  équations ,  étant  par 
lui-même  tout-à-fait  illimité ,  bien  qu'elles  ne  soient  composées 
que  d'un  très-petit  nombre  d'éléments  primitifs. 

La  classification  rationnelle  des  équations ,  doit  être  évidem- 
ment  déterminée  par  la  nature  des  éléments  analytiques  dont  se 
composent  leurs  membres  ;  toute  autre  classification  serait  es- 
sentiellement arbitraire.  Sous  ce  rapport,  les  analystes  divisent 
d'abord  les  équations  à  une  ou  à  plusieurs  variables  en  deux 
classes  principales  y  selon  qu'elles  ne  contiennent  que  des  fonc- 
tions des  trois  premiers  couples  {voyez  le  tableau,  li^  leçon, 
page  126) ,  ou  qu'elles  renferment  aussi  des  fonctions,  soit  eiofO' 
nentielles,  soit  circulaires.  Les  dénominations  de  fonctions  a/- 
gébriques  et  fonctions  transcendâmes ,  données  communément  à 
ces  deux  groupes  principaux  d'éléments  analytiques,  sont,  sans 
doute,  fort  peu  convenables.  Mais  la  division  universellement 
établie  entre  les  équations  correspondantes,  n'en  est  pas  moins 
très-réelle,  en  ce  sens  que  la  résolution  des  équations  conte- 
nant les  fonctions  dites  transcendantes ,  présente  nécessairement 
plus  de  difiicultés  que  celles  des  équations  dites  algébriques* 
Aussi  l'étude  des  premières  est-elle  jusqu'ici  excessivement  im- 
parfaite, à  tel  point  que  souvent  la  résolution  des  plus  simples 
d'entre  elles ,  nous  est  encore  inconnue  *  ;  c'est  sur  l'élaboratiOD 
des  secondes  que  portent  presqu'exclusivement  nos  méthodes 
analytiques. 
Ne  considérant  maintenant  que  ces  équations  algébriques^  il 

^  Quelque  simple  que  puisse  paraître,  par  exemple,  Téquation 

a  -T  h  =c  , 
on  ne  sait  point  encore  la  résoudre;  ce  qui  peut  donner  une  idée  de  TcitréM 
imperfection  de  celte  partie  de  Talgèbre. 
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faut  observer  d'abord  que ,  quoiqu'elles  puissent  souvent  conte- 
nir des  fonctions  irrationnelles  des  inconnues  aussi  bien  que  des 
fonctions  rationnelles;  on  peut  toujours ,  par  des  transformations 
plus  ou  moins  faciles ,  faire  rentrer  le  premier  cas  dans  le  second; 
en  sorte  que  c'est  de  ce  dernier  que  les  analystes  ont  dû  s'occu- 
per miiqaement,  pour  résoudre  toutes  les  équations  algébriques. 

Dans  l'enfance  de  l'algèbre ,  ces  équations  avaient  été  classées 
d'après  le  nombre  de  leurs  termes.  Mais  cette  classification  était 
évidemment  vicieuse;  comme  séparant  des  cas  réellement  sem- 
blables ^  et  en  réunissant  d'autres  qui  n'avaient  rien  de  commun 
qu'on  caractère  sans  aucune  importance  véritable  ^  Elle  n'a  été 
maintenae  que  pour  les  équations  à  deux  termes^susceptibles,  en 
effets  d'mie  résolution  commune  qui  leur  est  propre. 

La  classification  des  équations ,  d'après  ce  qu'on  appelle  leurs 
degrés,  universellement  admise  depuis  longtemps  par  les  ana- 
lystes, est,  au  contraire  éminemment  naturelle,  et  mérite  d'être 
signalée  ici.  Car,  en  ne  comparant,  dans  chaque  degré,  que  les 
équations  qui  se  correspondent ,  quant  à  leur  complication  rela- 
tive ,  on  peut  dire  que  cette  distinction  détermine  rigoureuse  - 
ment  la  difficulté  plus  ou  moins  grande  de  leur  résolution.  Cette 
gradation  est  sensible  effectivement,  pour  toutes  les  équations 
que  l'on  sait  résoudre.  Mais  on  peut  s'en  rendre  compte  d'une 
manière  générale^  indépendamment  du  fait  de  la  résolution.  Il 
suffit,  pour  cela,  de  considérer  que  l'équation  la  plus  générale 
de  chaque  degré  comprend  nécessairement  toutes  celles  des  di- 
vers degrés  inférieurs ,  en  sorte  qu'il  en  doit  être  ainsi  de  la  for- 
mule qui  détermine  l'inconnue.  En  conséquence,  quelque  faible 
qu'on  pût  supposer  à  priori  la  difficulté  propre  au  degré  que  Ton 
considère ,  comme  elle  se  complique  inévitablement,  dans  l'exé- 
cution, de  celles  que  présentent  tous  les  degrés  précédents,  la 


*  On  a  commis  plus  tard  la  même  erreur  momentanée  dans  les  premiers  temps 
du  calcul  infinitésîmat,  pour  Tintégralion  des  équations  différentielles. 

10 
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résolution  olTre  donc  réellement  plus  d^obstacles  à  mesare  que 
le  degré  de  l'équation  s'élève. 

Cet  accroissement  de  difficulté  est  tel,  que  jusqu'ici  la  résolu- 
tion des  équations  algébriques  ne  nous  est  connue  que  dans  les 
quatre  premiers  degrés  seulement.  Â  cet  égards  l'algèbre  n'a 
pas  fait  de  progrès  considérables  depuis  les  travaux  de  Descartes, 
et  des  analystes  italiens  du  seizième  siècle ,  quoique^  dans  les 
deux  derniers  siècles  ^  il  n'ait  peut-être  pas  existé  an  seul  géo- 
mètre qui  ne  se  soit  occupé  de  pousser  plus  avant  la  résoluliOD 
des  équations.  L'équation  générale  du  cinquième  degré  elle- 
même,  a  jusqu'ici  résisté  à  toutes  les  tentatives. 

La  complication  toujours  croissante  que  doivent  nécessaire- 
ment présenter  les  formules  pour  résoudre  les  équations  à  mesure 
que  le  degré  augmente ,  l'extrême  embarras  qu'occasionne  d^à 
l'usage  de  la  formule  du  quatrième  degré,  et  qui  le  rend  près- 
qu'inapplicable ,  ont  déterminé  les  analystes  à  renoncer,  par  un 
accord  tacite  >  h  poursuivre  de  semblables  recherches,  quoiqu'ib 
soient  loin  de  regarder  comme  impossible  d'obtenir  jamais  la 
résolution  des  équations  du  cinquième  degrés  et  de  ploslenrs 
autres  degrés  supérieurs.  La  seule  question  de  ce  genre,  qai 
offrirait  vraiment  une  grande  importance ,  du  moins  sous  le  n^ 
port  logique ,  ce  serait  la  résolution  générale  des  équations  algé- 
briques d'un  degré  quelconque.  Or,  plus  on  médite  sur  ce  si^et, 
plus  on  est  conduit  à  penser,  avec  Lagrange ,  qu'il  surpasse  réel- 
lement la  portée  effective  de  notre  intelligence.  Il  faut  d'ailleurs 
observer  que  la  formule  qui  exprimerait  la  racine  d'une  équation 
du  degré  m  devrait  nécessairement  renfermer  des  radicaux  de 
Tordre  m  (ou  des  fonctions  d'une  multiplicité  équivalente), à 
cause  des  m  déterminations  qu'elle  doit  comporter.  Puisque  nous 
avons  vu,  de  plus,  qu'elle  doit  aussi  embrasser,  comme  cas  par- 
ticulier, celle  qui  correspond  à  tout  autre  degré  inférieur,  il 
s  ensuit  qu'elle  contiendrait,  en  outre,  inévitablement,  des  ra- 
dicaux de  l'or  drc  ?/*—!,  d'autres  de  Tordre  w— 2etc.,  de  telle 
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manière  qae,  s'il  était  possible  de  la  découvrir,  elle  offrirait 
presque  toujours  une  trop  grande  complication  pour  pouvoir 
être  utilement  employée  y  à  moins  qu'on  ne  parvint  à  la  simpli- 
fier^ en  lui  conservant  cependant  toute  la  généralité  convenable , 
par  rintroduction  d'un  nouveau  genre  d'éléments  analytiques, 
dont  nous  n'avons  encore  aucune  idée.  Il  y  a  donc  lieu  de  croire 
que  9  sans  avoir  déjà  atteint  sous  ce  rapport  les  bornes  imposées 
par  la  faible  portée  de  notre  intelligence ,  nous  ne  tarderions 
pas  à  les  rencontrer  en  prolongeant  avec  une  activité  forte  et 
soutenue  celte  série  de  recherches. 

Il  importe  d'ailleurs  d'observer  que ,  même  en  supposant  ob- 
tenue la  résolution  des  équations  algébriques  d'un  degré  quel- 
conque ^  on  n'aurait  encore  traité  qu'une  très-petite  partie  de 
Valgèbre  proprement  dite ,  c'est-à-dire ,  du  calcul  des  fonctions 
directes,  embrassant  la  résolution  de  toutes  les  équations  que 
peuvent  former  les  fonctions  analytiques  aujourd'hui  connues. 
Enfin,  pour  achever  d'éclaircur  la  considération  philosophique 
de  ce  siyet^il  faut  reconnaître  que,  par  une  loi  irrécusable 
de  la  nature  humaine ,  nos  moyens  pour  concevoir  de  nouvelles 
questions  étant  beaucoup  plus  puissants  que  nos  ressources  pour 
les  résoudre,  ou,  en  d'autres  termes ,  l'esprit  humain  étant  bien 
plus  apte  à  imaginer  qu'à  raisonner,  nous  resterons  nécessaire- 
ment toujours  au-dessous  de  la  difficulté ,  à  quelque  degré  de 
développement  que  parviennent  jamais  nos  travaux  intellectuels. 
Amsi,  quand  même  on  découvrirait  un  jour  la  résolution  com- 
plète de  toutes  les  équations  analytiques  actuellement  connues, 
ce  qui,  à  l'examen,  doit  être  jugé  tout-à-fail  chimérique,  il 
n'est  pas  douteux  qu'avant  d'atteindre  à  ce  but ,  et  probable- 
ment même  comme  moyen  subsidiaire ,  on  aurait  déjà  surmonté 
la  difficulté  bien  moindre,  quoique  (rès-grande  cependant,  de 
concevoir  de  nouveaux  éléments  analytiques ,  dont  l'introduction 
donnerait  lieu  à  des  classes  d'équations  que  nous  ignorons  com- 
plètement aujourd'hui;  en  sorte  qu'une  pareille  imperfection 
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relative  de  la  science  algébrique  se  reproduirait  encore  y  malgré 
r accroissement  réel^  très- important  d'ailleurs  ^  de  la  masse  ab- 
solue de  nos  connaissances. 

Dans  l'état  présent  de  l'algèbre  5  la  résolution  complète  des 
équations  des  quatre  premiers  degrés  ^  des  équations  binômes 
quelconques ,  de  certaines  équations  spéciales  des  degrés  supé- 
rieurs,  et  d'un  très-petit  nombre  d'équations  exponentielles, 
logarithmiques,  ou  circulaires,  constituent  donc  les  méthodes 
fondamentales  que  présente  le  calcul  des  fonctions  directes  pour 
la  solution  des  problêmes  mathématiques.  Mais,  avec  des  élé^ 
ments  aussi  bornés ,  les  géomètres  n'en  sont  pas  moins  parvenus 
fi  traiter,  d'une  manière  vraiment  admirable,  un  très-grand 
nombre  de  questions  importantes ,  comme  nous  le  reconnaîtrons 
successivement  dans  la  suite  de  ce  volume.  Les  perfectionne- 
ments généraux  introduits  depuis  un  siècle  dans  le  système  to- 
tal de  l'analyse  mathématique  ont  eu  pour  caractère  principal 
(l'utiliser  à  un  degré  immense  ce  peu  de  connaissances  acquises 
>ur  le  calcul  des  fonctions  directes,  au  lieu  de  tendre  à  les  aug- 
menter. Ce  résultat  a  été  obtenu  à  un  tel  point,  que  le  plus  sou- 
vent ce  calcul  n'a  de  rôle  effectif  dans  la  solution  complète  des 
diverses  questions  que  par  ses  parties  les  plus  simples,  celles 
qui  se  rapportent  aux  équations  des  deux  premiers  degrés,  à 
une  seule  ou  à  plusieurs  variables. 

L'extrême  imperfection  de  l'algèbre,  relativement  à  la  résolu- 
ion  des  équations^  a  déterminé  les  analystes  à  s'occuper  d'une 
.  ouvelle  classe  de  questions,  dont  il  importe  de  marquer  id  le 

itable  caractère.  Quand  ils  ont  cru  devoir  renoncer  à  pour- 

'  \  re  plus  longtemps  la  résolution  des  équations  algébriques  des 

•  1  .rrés  supérieurs  au  quatrième ,  ils  se  sont  occupés  de  suppléer, 
::(ii:int  que  possible,  à  cette  immense  lacune,  par  ce  qu'ils  ont 

•  t^'.umé  la  résolution  numérique  des  équations.  Ne  pouvant  obte- 
::.:,  daus  la  plupart  des  cas,  la  formule  qui  exprime  quelle  fonc- 

:'>!!  explicite  l'inconnue  est  des  données,  on  a  cherché,  à  dé- 
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faut  de  cette  résolution ,  la  seule  réellement  algébrique,  à  déter- 
miner, du  moins ,  indépendamment  de  cette  formule  ^  la  valeur 
de  chaque  inconnue  pour  tel  ou  tel  système  désigné  de  valeurs 
particulières  attribuées  aux  données.  Par  les  travaux  successifs 
des  analystes,  cette  opération  incomplète  et  bâtarde,  qui  pré- 
sente un  mélange  intime  des  questions  vraiment  algébriques  avec 
des  questions  purement  arithmétiques,  a  pu,  du  moins,  être 
entièrement  effectué  dans  tous  les  cas,  pour  des  équations  d'un 
degré  et  même  d'une  forme  quelconques.  Sous  ce  rapport ,  les 
méthodes  qu'on  possède  aujourd'hui  sont  suffisamment  générales, 
quoique  les  calculs  auxquels  elles  conduisent  soient  souvent  pres- 
que inexécutables,  à  cause  de  leur  complication.  Il  ne  reste 
donc  plus,  à  cet  égard,  qu'à  simplifier  assez  les  procédés  pour 
qu'ils  deviennent  régulièrement  applicables ,  ce  qu'on  peut  espé- 
rer d'obtenir  dans  la  suite.  D'après  cet  état  du  calcul  des  fonc- 
tions directes,  on  s'efforce  ensuite ,  dans  l'application  de  ce  cal- 
cul, de  disposer,  autant  que  possible,  les  questions  proposées 
de  façon  à  n'exiger  finalement  que  cette  résolution  nwnérique 
des  équations. 

Quelque  précieuse  que  soit  évidemment  une  telle  ressource  ^ 
à  défaut  de  la  véritable  solution ,  il  est  essentiel  de  ne  pas  mé- 
connaître le  vrai  caractère  de  ces  procédés,  que  les  analystes 
regardent  avec  raison  comme  une  algèbre  fort  imparfaite.  En 
effet,  il  s'en  faut  de  beaucoup  que  nous  puissions  toujours  ré- 
duire nos  questions  mathématiques  à  ne  dépendre ,  en  dernière 
analyse ,  que  de  la  résolution  numérique  des  équations.  Gela  ne 
se  peut  que  pour  les  questions  tout-à-fait  isolées,  ou  vraiment 
finales ,  c'est-à-dire ,  pour  le  plus  petit  nombre.  La  plupart  des 
questions  ne  sont,  en  effet,  que  préparatoires,  et  destinées  à 
servir  de  préliminah'e  indispensable  à  la  solution  d'autres  ques- 
tions. Or^  pour  un  tel  but ,  il  est  évident  que  ce  n'est  pas  la  t  a- 
leur  effective  de  Tinconnue  qu'il  importe  de  découvrir,  mais  la 
formule  qui  montre  comment  elle  dérive  des  autres  quantités 
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considérées.  C'est  ce  qui  arrive ,  par  exemple ,  dans  un  cas  très- 
étendu ,  toutes  les  fois  qu'une  question  déterminée  renferme  si- 
multanément plusieurs  inconnues.  Il  s'agit  alors ,  comme  on  sait, 
d'en  faire ,  avant  tout;  la  séparation.  En  employant  convenable- 
ment 5  à  cet  effet  y  le  procédé  simple  et  général  heureosement 
imaginé  par  les  analystes ,  et  qui  consiste  à  rapporter  Tune  des 
inconnues  h  toutes  les  autres ,  la  difficulté  disparaîtrait  constam- 
ment, si  Ton  savait  toujours  résoudre  algébriquement  les  équa- 
tions considérées,  sans  que  la  résolution  numérique  puisse  être 
alors  d'aucune  utilité.  C'est  uniquement  faute  de  connaître  la 
résolution  algébrique  des  équations  à  une  seule  inconnue,  qu'on 
est  obligé  de  traiter  Véliminaiion  comme  une  question  distincte, 
qui  forme  une  des  plus  grandes  difficultés  spéciales  de  Talgèbre 
ordinaire.  Quelques  pénibles  que  soient  les  méthodes  à  l'aide  des- 
quelles on  surmonte  cette  difficulté ,  elles  ne  sont  pas  même  ap- 
plicables d'une  manière  entièrement  générale,  à  l'éliminatioD 
d'une  inconnue  entre  deux  équations  de  forme  quelconque. 

Dans  les  questions  les  plus  simples ,  et  lorsqu'on  n'a  véritable- 
ment à  résoudre  qu'une  seule  équation  à  une  seule  inconnue, 
cette  résolution  numérique  n'en  est  pas  moins  un  procédé  très- 
imparfait,  même  quand  elle  est  strictement  suffisante.  Elle  pré- 
sente ,  en  effet ,  ce  grave  inconvénient  d'obliger  à  refaire  toute 
la  suite  des  opérations  pour  le  plus  léger  changement  qui  peut 
survenir  dans  une  seule  des  quantités  considérées,  quoique  leur 
relation  reste  toujours  la  même ,  sans  que  les  calculs  faits  pour 
un  cas  puissent  dispenser  en  aucune  manière  de  ceux  qui  con- 
cernent un  autre  cas  très-peu  différent ,  faute  d'avoir  pu  abstraire 
et  traiter  distinctement  cette  partie  purement  algébrique  de  la 
question  qui  est  commune  à  tous  les  cas  résultant  de  la  simple 
variation  des  nombres  donnés. 

D'après  les  considérations  précédentes ,  le  calcul  des  fonctions 
directes ,  envisagé  dans  son  état  actuel ,  se  divise  donc  naturei- 
Icmeni  en  deux  parties  fort  distinctes ,  suivant  qu'on  traite  de  la 
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résolution  algébrique  des  équations  ou  de  leur  résolution  numé- 
rique. La  première  partie ,  la  seule  vraiment  satisfaisante ,  est 
mallieureusement  fort  peu  étendue ,  et  restera  vraisemblable- 
ment toujours  très-bornée;  la  seconde,  le  plus  souvent  insufli- 
sante^  a  du  moins  l'avantage  d'une  généralité  beaucoup  plus 
grande.  La  nécessité  de  distinguer  nettement  ces  deux  parties 
est  évidente  9  à  cause  du  but  essentiellement  dilTérent  qu'on  se 
propose  dans  chacune,  et  par  suite,  du  point  de  vue  propre 
sous  lequel  on  y  considère  les  quantités.  De  plus ,  si  on  les  envi- 
sage relativement  aux  diverses  métliodes  dont  ciiacunc  est  com- 
posée, on  trouve  dans  leur  distribution  rationnelle  une  marche 
toute  diflférente.  En  effet,  la  première  partie  doit  se  diviser  d'a- 
près la  nature  des  équations  que  l'on  sait  résoudre ,  et  indépen- 
damment de  toute  considération  relative  aux  valeurs  des  incon- 
nues. Dans  la  seconde  partie,  au  contraire ,  ce  n'est  pas  suivant 
les  degrés  des  équations  que  les  procédés  se  distinguent  naturel- 
lement, puisqu'ils  sont  applicables  à  des  équations  d'un  degré 
quelconque  ;  c'est  selon  l'espèce  numérique  des  valeurs  des  in- 
connues. Car,  pour  calculer  directement  ces  nombres  sans  les 
déduire  des  formules  qui  en  feraient  connaître  les  expressions , 
le  moyen  ne  saurait  évidemment  être  le  même ,  quand  les  nom- 
bres ne  sont  susceptibles  d'être  évalués  que  par  une  suite  d'ap- 
proximations toujours  incomplète ,  que  lorsqu'on  peut  les  obte- 
nir exactement  Cette  distinction  si  importante ,  dans  la  résolu- 
tion numérique  des  équations^  des  racines  incommensurables, 
et  des  racines  commensurables ,  qui  exigent  des  principes  tout- 
à-fait  différents  pour  leur  détermination,  est  entièrement  insi- 
gnifiante dans  la  résolution  algébrique ,  où  la  nature  rationnelle 
ou  irrationnelle  des  nombres  obtenus  est  un  simple  accident  du 
calcul,  qui  ne  peut  exercer  aucune  influence  sur  les  procédés 
employés.  C'est,  en  un  mot,  une  simple  considération  arithmé- 
tique. On  en  peut  dire  autant,  quoique  à  un  moindre  degré,  de  la 
distinction  des  racines  commensurables  ellcs-môraes  en  entières 
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el  fractionnaires.  Enfin,  il  en  est  aussi  de  même^  à  plus  forte  rai- 
son^pour  la  classification  la  plus  générale  des  racines^  en  rcMfei 
et  imaginaires.  Toutes  ces  diverses  considérations,  qui  sont  pré- 
pondérantes quant  à  la  résolution  numérique  dés  éqaatioiu,  et 
qui  n'ont  aucune  importance  dans  la  résolution  algébrique  ^  ren- 
dent de  plus  en  plus  sensible  la  nature  essentiellement  disdDGle 
de  ces  deux  parties  principales  de  Talgèbre  proprement  dite. 

Ces  deux  parties,  qui  constituent  l'objet  immédiat  da  calcul 
des  fonctions  directes,  sont  dominées  par  une  troisième  pure-" 
ment  spéculative,  à  laquelle  l'une  et  l'autre  empruntent  lem 
ressources  les  plus  puissantes,  et  qui  a  été  très-exactement  dé- 
signée par  le  nom  général  de  théorie  des  équations  quoique  ce- 
pendant elle  ne  porte  encore  que  sur  les  équations  dites  a{^ 
briques.  La  résolution  numérique  des  équations ^  à  cause  de  n 
généralité,  exige  spécialement  cette  base  rationnelle. 

Cette  dernière  branche  si  importante  de  l'algèbre  se  diflae 
naturellement  en  deux  ordres  de  questions,  d'abord  celles  qd 
se  rapportent  à  la  composition  des  équations,  et  ensuite  celles 
qui  concernent  leur  transformation  ;  ces  dernières  ayant  pour 
objet  de  modifier  les  racines  d'une  équation  sans  les  connaître, 
suivant  une  loi  quelconque  donnée,  pourvu  que  cette  loi  soit  uni- 
forme relativement  à  toutes  ces  racines  S 

^  Je  crois  devoir,  au  sujet  de  la  Uiéorie  des  équations,  signaler  ic!  ane  lacune 
de  quelque  importance.  Le  principe  fondamental  sur  lequel  elle  repose,  et  qui 
est  si  fréquemment  appliqué  dans  toute  Panalyse  mathématique,  la  décomposi- 
tion des  fonctions  algébriques,  rationnelles,  et  entières,  d*un  degré  quelconque, 
en  facteurs  du  premier  degré,  n*est  jamais  employé  que  pour  les  fonctions  d'une 
seule  variable,  sans  que  personne  ait  examiné  si  on  doit  Pétendre  aux  fondioni 
de  plusieurs  variables ,  ce  que  néanmoins  on  ne  devrait  pas  laisser  inoertaîn. 
Quant  aux  fonctions  de  deux  ou  de  trois  variables,  les  considérations  géométri- 
ques décident  clairement,  quoique  d'une  manière  indirecte,  que  leur  décompo- 
sition  en  facteurs  est  ordinairement  impossible;  car  il  en  résulterait  que  chaque 
classe  correspondante  d*équa lions  ne  pourrait  représenter  une  ligne  ou  une  vu- 
face  sui  gencris^  et  que  son  lieu  géométrique  rentrerait  toujours  dans  le  système 
(le  ceux  appartenant  ù  des  équations  de  degré  inférieur,  de  telle  sorte  que,  de 
proche  on  proche,  toute  équation  ne  produirait  jamais  que  des  lignes  droites 
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Poar  compléter  cette  rapide  énumération  générale  des  diverses 
parties  essentielles  du  calcul  des  fonctions  directes ,  je  dois  en- 
fin mentionner  expressément  une  des  Uiéories  les  plus  fécondes 

oades  plans.  Mais,  précisément  à  cause  de  cette  interprétation  concrète,  ce 
thâorème,  quoique  purement  négatif^  me  semble  avoir  une  si  grande  importance 
pour  la  géomélrie  analytique,  que  je  m'étonne  qu*on  n*ait  pas  cherché  à  établir 
directement  une  différence  aussi  caractéristique  entre  les  fonctions  à  une  seule 
variable  et  celles  à  plusieurs  variables.  Je  vais  rapporter  ici  sommairement  la 
dénionitration  abstraite  et  générale  que  j*en  ai  trouvée,  quoiqu'elle  fût  plus  con- 
venablement placée  dans  un  traité  spécial. 

i**Skf  (d?,  y)  pouvait  se  décomposer  en  facteurs  du  premier  degré,  on  les  ob- 
tiendrait en  résolvant  Téquation  /"  (jc,  y)  =  o.  Or,  d'après  les  considérations  in- 
diquées dans  le  texte,  cette  équation,  résolue  par  rapport  à  x,  fournirait  des 
fiurmules  qui  contiendraient  nécessairement  divers  radicaux,  dans  lesquels  en- 
trerait y.  Les  fonctions  de  y,  renfermées  sous  chaque  radical,  ne  saurait  évidem- 
ment être  en  général  des  puissances  parfaites.  Or,  il  faudrait  qu'elles  le  devins- 
sent pour  que  les  facteurs  élémentaires  correspondants  de  f{x,  y),  et  qui  sont 
d^à  du  premier  degré  en  a;,  fussent  aussi  du  premier  degré,  ou  même  simple- 
ment rationnels,  relativement  à  y.  Cela  ne  pourra  donc  avoir  lieu  que  dans  cer- 
tains cas  particuliers,  lorsque  les  coefficients  rempliront  les  conditions  plus  ou 
moins  nombreuses,  mais  constamment  déterminées,  qu'exige  la  disparition  des 
radicaux.  Le  même  raisonnement  s'appliquerait  évidemment ,  à  bien  plus  forte 
raison,  aux  fonctions  de  trois,  quatre,  etc.,  variables  ; 

S*  Une  autre  démonstration,  de  nature  très-diflTérente,  se  tire  de  la  mesure  du 
degré  de  généralité  des  fonctions  à  plusieurs  variables,  lequel  s'estime  par  le 
nombre  de  constantes  arbitraires  entrant  dans  leur  expression  la  plus  complète 
et  la  plus  simple.  Je  me  bornerai  à  l'indiquer  pour  les  fonctions  de  deux  va- 
riables ;  il  serait  aisé  de  l'étendre  à  celles  qui  en  contiennent  davantage. 

On  sait  que  le  nombre  de  constantes  arbitraires  contenues  dans  la  formule  gé- 
nérale d*une  fonction  du  degré  m  à  deux  variables,  est  m  ( m -f-  3 ).  Or^  si  une 

2 

telle  fonction  pouvait  seulement  se  décomposer  en  deux  facteurs,  l'un  du  degré 

n,  et  l'autre  du  degré  m — n,  le  produit  renfermerait  un  nombre  de  constantes 

arbitraires  égal  à 

n  (n-h8)-f-(m— n)  (m— n-f  8). 

Ce  nombre  étant,  comme  il  est  aisé  de  le  voir,  inférieur  au  précédent  de  n  {m—n), 
il  en  résulte  qu'un  tel  produit,  ayant  moins  de  généralité  que  la  fonction  pri- 
mitive, ne  peut  la  représenter  constamment.  On  voit  même  qu'une  telle  compa- 
raison exigerait  n  {m^n)  relations  spéciales  entre  les  coefficients  de  cette  fonc- 
Uon«  qu'on  trouverait  aisément  en  développant  l'identité. 

Ce  nouveau  genre  de  démonstration,  fondé  sur  une  considération  ordinai- 
rement négligée,  pourrait  probablement  être  employé  avec  avantage  dans 
plusieurs  autres  circonstances. 
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et  les  plus  importantes  de  l'algèbre  proprement  dite^  celle  rela- 
tive à  la  transformation  des  fonctions  en  séries  à  l'aide  de  ce 
qu'on  appelle  la  méthode  des  coefficients  indéterminés.  Cette 
méthode^  si  éminemment  analytique ^  et  qui  doit  être  regardée 
comme  une  des  découvertes  les  plus  remarquables  de  Descartes^ 
a  sans  doute  perdu  de  son  importance  depuis  l'invention  et  le 
développement  du  calcul  infmitésimal ,  dont  elle  pouvait  tenir 
lieu  si  heureusement  sous  quelques  rapports  particuliers.  Mais 
l'extension  croissante  de  l'analyse  transcendante ,  quoique  ayant 
rendu  cette  méthode  bien  moins  nécessaire ,  en  a ,  d'un  autre 
côté,  multiplié  les  applications  et  agrandi  les  ressources;  en  sorte 
que  par  l'utile  combinaison  qui  s'est  fînalement  opérée  entre  les 
deux  théories,  l'usage  de  la  méthode  des  coefficients  indétermi- 
nés est  devenu  aujourd'hui  beaucoup  plus  étendu  qu'il  ne  l'était 
même  avant  la  formation  du  calcul  des  fonctions  indirectes. 

Après  avoir  esquissé  le  tableau  général  de  l'algèbre  propre- 
ment dite,  il  me  reste  maintenant  à  présenter  quelques  considé- 
rations  sur  divers  points  principaux  du  calcul  des  fonctions  di- 
rectes, dont  les  notions  peuvent  être  utilement  éclaircies  par  on 
examen  philosophique. 

Les  difficultés  relatives  à  plusieurs  symboles  singuliers  aux- 
quels conduisent  les  calculs  algébriques  et  notamment  aux  ex- 
pressions dites  imaginaires  y  ont  été,  ce  me  semble,  beaucoup 
exagérées  par  suite  des  considérations  purement  métaphysiques 
qu'on  s'est  efforcé  d'y  introduire,  au  lieu  d'envisager  ces  résul- 
tats anormaux  sous  leur  vrai  point  de  vue,  comme  de  simples 
faits  analytiques.  En  les  concevant  ainsi,  il  est  aisé  de  recon- 
naître, en  thèse  générale,  que  l'esprit  de  l'analyse  mathématique 
consistant  à  considérer  les  grandeurs  sous  le  seul  point  de  vue  de 
leurs  relations,  et  indépendamment  de  toute  idée  de  valeur  dé- 
terminée, il  en  résulte  nécessairement  pour  les  analystes  l'obli- 
gation constante  d'admettre  indifféremment  toutes  les  sortes 
^J'oxprcssions  ({uclconques  que  pourront  engendrer  les  comU* 
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naisoDS  algébriques.  S'ils  voulaient  s'en  interdire  une  seule  y  à 
raison  de  sa  singularité  apparente,  comme  elle  est  toujours  sus- 
ceptible de  se  présenter  d'après  certaines  suppositions  parti- 
culières sur  les  valeurs  des  quantités  considérées ,  ils  seraient 
contraints  d'altérer  la  généralité  de  leurs  conceptions  y  et  en  in- 
troduisant ainsi,  dans  chaque  raisonnement,  une  suite  de  dis- 
tinctions vraiment  étrangères,  ils  feraient  perdre  à  l'analyse  ma- 
thématique, son  principal  avantage  caractéristique,  la  simplicité 
et  l'uniformité  des  idées  qu'elle  combine.  L'embarras  que  l'in- 
telligence éprouve  ordinairement  au  sujet  de  ces  expressions 
singulières,  me  parait  provenir  essentiellement  de  la  confusion 
vicieuse  qu'elle  fait  à  son  insu  entre  l'idée  de  fonction  et  l'idée 
de  valeur  y  ou,  ce  qui  revient  au  môme,  entre  le  point  de  vue  a/- 
gébrique,  et  le  point  de  vue  arithmétique.  Si  la  nature  de  cet  ou- 
vrage me  permettait  de  présenter  à  cet  égard  les  développe- 
ments sufiisants,  il  me  serait,  je  crois,  facile,  par  un  usage  con- 
venable des  considérations  indiquées  dans  cette  leçon  et  dans 
les  deux  précédentes,  de  dissiper  les  nuages  dont  une  fausse 
manière  de  voir  entoure  habituellement  ces  diverses  notions.  Le 
résultat  de  cet  examen  démontrerait  expressément  que  l'analyse 
mathématique  est,  par  sa  nature,  beaucoup  plus  claire,  sous  les 
différents  rapports  dont  je  viens  de  parler,  que  ne  le  croient 
communément  les  géomètres  eux-mômes,  égarés  par  les  objec- 
tions vicieuses  des  métaphysiciens. 

Relativement  aux  quantités  négatives^  qui,  par  suite  du  même 
esprit  métaphysique  >  ont  donné  lieu  fi  tant  de  discussions  dé- 
placées, aussi  dépourvues  de  tout  fondement  rationnel  que  dé- 
nuées de  toute  véritable  utilité  scientifique ,  il  faut  distinguer, 
en  considérant  toujours  le  simple  fait  analytique ,  entre  leur  si- 
gnification abstraite  et  leur  interprétation  concrète ,  qu'on  a 
presque  toujours  confondues  jusqu'à  présent  Sous  le  premier 
rapport,  la  théorie  des  quantités  négatives  peut  être  établie 
d'une  manière  complète  par  une  seule  vue  algébrique.  Quant  l\ 
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la  nécessité  d'admettre  ce  genre  de  résultats  concarreoimeat 
avec  tout  autre,  elle  dérive  de  la  considération  générale  que  je 
viens  de  présenter  :  et  quant  à  leur  emploi  comme  artifice  ana- 
lytique pour  rendre  les  formules  plus  étendues^  ce  mécanisme 
de  calcul  ne  peut  réellement  donner  lieu  à  aucune  difficulté  sé- 
rieuse. Ainsi  9  on  peut  envisager  la  théorie  abstraite  des  quan- 
tités négatives  comme  ne  laissant  rien  d'essentiel  à  désirer  :  elle 
ne  présente  vraiment  d'obstacles  que  ceux  qu'on  j  introduit  mal 
à  propos  par  des  considérations  sophistiques.  Mais,  il  n'en  est 
nullement  de  même  pour  leur  théorie  concrète. 

Sous  ce  point  de  vue,  elle  consiste  essentiellement  dans  cette 
admirable  propriété  des  signes  -f-  et  —  de  représenter  analyti- 
quement  les  oppositions  de  sens  dont  sont  susceptibles  certaines 
grandeurs.  Ce  théorème  général  sur  les  relations  du  concret  à 
rabstrait  en  mathématique ,  est  une  des  plus  belles  découvertes 
que  nous  devions  au  génie  de  Descartes,  qui  l'a  obtenue  comme 
un  simple  résultat  de  l'observation  philosophique  convenable- 
ment dirigée.  Un  grand  nombre  de  géomètres  ont  tenté  depuis 
d'en  établir  directement  la  démonstration  générale.  Mais  Jos- 
qu'ici  leurs  efforts  ont  été  illusoires ,  soit  qu'ils  aient  essayé  de 
trancher  la  difficulté  par  de  vaines  considérations  métaphysiques, 
ou  par  des  comparaisons  très-hasardées ,  soit  qu'ils  aient  pris 
de  simples  vérifications  dans  quelque  cas  particulier  plus  oa 
moins  borné  pour  de  véritables  démonstrations.  Ces  diverses 
tentatives  vicieuses,  et  le  mélange  hétérogène  du  point  de  vue 
abstrait  avec  le  point  de  vue  concret,  ont  même  introduit  com- 
munément à  cet  égard  une  telle  confusion ,  qu'il  devient  néces- 
saire d'énoncer  ici  distinctement  le  fait  général,  soit  qu'on 
veuille  se  contenter  d'en  faire  usage,  soit  qu'on  se  propose  de 
l'expliquer.  Il  consiste,  indépendamment  de  toute  explication, 
en  ce  que  :  si  dans  une  équation  quelconque  exprimant  la  rela- 
tion de  certames  quantités  susceptibles  d'opposition  de  sens, 
une  ou  plusieurs  de  ces  quantités  viennent  à  être  comptées  dans 
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an  sens  contraire  à  celui  qu'elles  affectaient  quand  i'équation  a 
été  primitivement  établie  ;  il  ne  sera  pas  nécessaire  de  former 
directement  une  nouvelle  équation  pour  ce  second  état  du  phé- 
nomène ;  il  suflKra  de  changer,  dans  la  première  équation,  le  signe 
de  chacune  des  quantités  qui  auront  changé  de  sensuel  Téqua- 
tion  ainsi  modifiée  coïncidera  toujours  rigoureusement  avec  celle 
qu'on  aurait  trouvée  en  recommençant  à  chercher  pour  ce  nou- 
veau cas  la  loi  analytique  du  phénomène.  C'est  dans  cette  coïn- 
cidence constante  et  nécessaire  que  consiste  le  théorème  géné- 
ral Or,  jusqu'ici  on  n'est  point  parvenu  réellement  ù  s'en  rendre 
compte  directement;  on  ne  s'en  est  assuré  que  par  un  grand 
nombre  de  vérifications  géométriques  et  mécaniques,  qui  sont, 
il  est  vrai,  assez  multipliées  et  surtout  assez  variées  pour  qu'il 
ne  paisse  rester  dans  aucun  esprit  juste  le  moindre  doute  sur 
l'exactitude  et  la  généralité  de  cette  propriété  essentielle,  mais 
qui,  sous  le  rapport  philosophique,  ne  dispensent  nullement  de 
chercher  une  explication  aussi  importante.  L'extrême  étendue 
du  théorème  doit  faire  comprendre  à  la  fois  et  la  difficulté  capi« 
taie  de  cette  recherche  si  souvent  reprise  infructueusement ,  et 
la  haute  utilité  dont  serait  sans  doute,  pour  le  perfectionnement 
de  la  science  mathématique ,  la  conception  générale  de  cette 
grande  vérité ,  l'esprit  ne  pouvant  évidemment  s'y  élever  qu'en 
se  plaçant  à  un  point  de  vue  d'où  il  découvrirait  inévitablement 
de  nouvelles  idées,  par  la  considération  directe  et  approfondie 
delà  relation  du  concret  à  l'abstrait  Quoiqu'il  en  soit,  Timper- 
fection  que  présente  encore  la  science  sous  ce  rapport,  n'a  point 
empêché  les  géomètres  de  faire  l'usage  le  plus  étendu  et  le  plus 
important  de  cette  propriété  dans  toutes  les  parties  de  la  ma- 
thématique concrète,  où  l'on  en  éprouve  un  besoin  presque  con- 
tinueL  On  peut  môme  retirer  une  certaine  utilité  logique  de  la 
simple  considération  nette  de  ce  fait  général,  tel  que  je  l'ai  décrit 
ci-dessus  ;  il  en  résulte,  par  exemple,  indépendamment  de  toute 
démonstration,  que  la  propriété  dont  nous  parlons  ne  doit  ja- 
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mais  être  appliquée  aux  grandeurs  qui  affectent  des  directions 
continuellement  variables^  sans  donner  lieu  à  une  simple  oppo- 
sition de  sens  :  dans  ce  cas,  le  signe  dont  se  trouve  nécessaire- 
ment affecté  tout  résultat  de  calcul  n'est  susceptible  d'aucune 
interprétation  concrète,  et  c'est  à  tort  qu'on  s'efforce  quelquefois 
d'en  établir;  cette  circonstance  a  lieu,  entre  autres  occasions, 
pour  les  rayons  vecteurs  en  géométrie,  et  pour  les  forces  di?er- 
gentes  en  mécanique. 

Un  second  théorème  général  sur  la  relation  du  concret  à  l'ab- 
strait en  mathématique,  que  je  crois  devoir  considérer  expres- 
sément ici  y  est  celui  qu'on  désigne  ordinairement  sous  le  nom 
de  principe  de  V homogénéité.  Il  est  sans  doute  bien  moins  impor- 
tant dans  ses  applications  que  le  précédent  Mais  il  mérite  par- 
ticulièrement notre  attention  comme  ayant,  par  sa  nature,  une 
étendue  encore  plus  grande,  puisqu'il  s'applique  indistinctement 
à  tous  les  phénomènes,  et  à  cause  de  l'utilité  réelle  qu'on  en  re- 
tire souvent  pour  la  vérification  de  leurs  lois  analytiques.  Je 
puis  d'ailleurs  en  exposer  une  démonstration  directe  et  générale, 
qui  me  semble  fort  simple.  Elle  est  fondée  sur  cette  seule  obser- 
vation, évidente  par  elle-même  :  l'exactitude  de  toute  relation 
entre  des  grandeurs  concrètes  quelconques  est  indépendante  de 
la  valeur  des  unités  auxquelles  on  les  rapporte  pour  les  exprimer 
en  nombres.  Par  exemple ,  la  relation  qui  existe  entre  les  trois 
côtés  d'un  triangle  rectangle,  a  lieu  soit  qu'on  les  évalue  en  mè* 
très,  ou  en  lieues,  ou  en  pouces,  etc. 

Il  suit  de  cette  considération  générale,  que  toute  équation  qui 
exprime  la  loi  analytique  d'un  phénomène  quelconque,  doit 
jouir  de  cette  propriété  de  n'être  nullement  altérée ,  quand  on 
fait  subir  simultanément  à  toutes  les  quantités  qui  s'y  trouvent, 
le  changement  correspondant  à  celui  qu'éprouveraient  leoR 
unités  respectives.  Or,  ce  changement  consiste  évidemment  cd 
ce  que  toutes  les  quantités  de  chaque  espèce  deviendraient  à  la 
fois  m  fois  plus  petites,  si  l'unité  qui  leur  correspond  devient» 
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fois  plas  grande,  oa  réciproquement  /Vinsi,  toute  équation  qui 
représente  une  relation  concrète  quelconque ,  doit  offrir  ce  ca- 
ractère de  demeurer  la  même ,  quand  on  y  rend  m  fois  plus 
grandes  toutes  les  quantités  qu'elle  contient ,  et  qui  expriment 
les  grandeurs  entre  lesquelles  existe  la  relation ,  en  exceptant 
toutefois  les  nombres  qui  désignent  simplement  les  rapports  mu- 
tuels de  ces  diverses  grandeurs,  lesquels  restent  invariables  dans 
le  changement  des  unités.  C'est  dans  cette  propriété  que  consiste 
la  loi  de  l'homogénéité ,  suivant  son  acception  la  plus  étendue , 
c'est-à-dire,  de  quelques  fonctions  analytiques  que  les  équations 
soient  composées. 

Mais,  le  plus  souvent,  on  ne  considère  que  le  cas  où  ces  fonc- 
tions sont  de  celles  qu'on  appelle  particulièrement  algébriques^ 
et  auxquelles  la  notion  de  degré  est  applicable.  Dans  ce  cas,  on 
peut  préciser  davantage  la  proposition  générale,  en  déterminant 
le  caractère  analytique  que  doit  présenter  nécessairement  l'é- 
quation pour  que  cette  propriété  soit  vérifiée.  Il  est  aisé  de  voir 
alors,  en  effet,  que,  par  la  modification  ci-dessus  exposée,  tous 
les  termes  du  premier  degré,  quelle  que  soit  leur  forme,  ration- 
nelle ou  irrationnelle ,  entière  ou  fractionnaire ,  deviendront  m 
fois  plus  grands  ;  tous  ceux  du  second  degré  '  m^  fois  ;  ceux  du 
troisième,  m*  fois,  etc.  Ainsi,  les  termes  du  même  degré,  quelque 
diverse  que  puisse  être  leur  composition ,  variant  de  la  même 
manière ,  et  les  termes  de  degrés  différents  variant  dans  une 
proportion  inégale ,  quelque  similitude  que  puisse  offrir  leur 
composition,  il  faudra  nécessairement,  pour  que  l'équation  ne 
soit  pas  troublée ,  que  tous  les  termes  qu'elle  contient  soient 
d'un  même  degré.  C'est  en  cela  que  consiste  proprement  le 
théorème  ordinaire  de  Vhomogénciié  ;el  c'est  de  cette  circonstance 
que  la  loi  générale  a  tiré  son  nom  ,  qui  cependant  cesse  d'être 
exactement  convenable  pour  toute  autre  espèce  de  fonctions. 

Afin  de  traiter  ce  sujet  dans  toute  son  étendue ,  il  importe 
d'observer  une  condition  essentielle,  à  laquelle  on  devra  avoir 
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égard  en  appliquant  cette  propriété  5  lorsque  le  phénomène  ex- 
primé par  l'équation  présentera  des  grandeurs  de  natures  di- 
verses. En  effet,  il  pourra  arriver  que  les  unités  respectives  soient 
complètement  indépendantes  les  unes  des  autres,  et  alors  le 
théorème  de  l'homogénéité  aura  lieu^soit  par  rapport  à  toutes  les 
classes  correspondantes  de  quantités,  soit  qu'on  ne  veuille  con- 
sidérer qu'une  seule  ou  plusieurs  d'entre  elles.  Mais^  il  arrivera, 
dans  d'autres  occasions,  que  les  diverses  unités  auront  entre 
elles  des  relations  obh'gées,  déterminées  par  la  nature  de  la 
question.  Alors,  il  faudra  avoir  égard  à  cette  subordination  des 
unités  dans  la  vérification  de  l'homogénéité^  qui  n'existera  plus 
en  un  sens  purement  algébrique,  et  dont  le  mode  précis  variera 
suivant  le  genre  des  phénomènes.  Ainsi,  par  exemple,  pour  fixer 
les  idées,  quand  on  considérera  dans  l'expression  analytique  des 
phénomènes  géométriques,  à  la  fois  des  lignes,  des  aires,  et  des 
volumes,  il  faudra  observer  que  les  trois  unités  correspondantes, 
sont  nécessairement  liées  entre  elles ,  de  telle  sorte  que,  suivant 
la  subordination  généralement  établie  à  cet  égard ,  lorsque  la 
première  devient  m  fois  plus  grande,  la  seconde  le  devient  m* 
fois,  et  la  troisième  m'  fois.  C'est  avec  une  telle  modification  qae 
l'homogénéité  existera  dans  les  équations,  où  l'on  devra  alors, 
si  elles  sont  algébriques ^  esûmer  le  degré  de  chaque  terme,  en 
doublant  les  exposants  des  facteurs  qui  correspondent  à  des 
aires ,  et  triplant  ceux  des  facteurs  relatifs  à  des  volumes  *. 

Telles  sont  les  principales  considérations  générales ,  très-in- 
suflisantes  sans  doute ,  mais  auxquelles  je  suis  contraint  de  me 


<  J'ai  été  conduit,  il  y  a  douze  ans,  par  mon  enseignement  journalier  de  la 
science  malhéma tique,  ù  construire  cette  théone  générale  de  l'homogénéité.  J*ii 
trouvé  depuis  que  M.  Fourier,  dans  son  grand  ouvrage  sur  la  cliuleur,  poUié 
en  1822,  avait  suivi,  de  son  côté,  une  marche  essentiellement  semblable.  Malgré 
celte  heureuse  coïncidence,  qu'a  dû  naturellement  déterminer  la  considèratioa 
directe  d'un  sujet  aussi  simple,  je  n'ai  pas  cru  devoir  ici  renvoyer  à  sa  démoD*- 
t ration;  celle  que  je  viens  d'exposer  ayant  pour  principal  objet  d^embnuer 
l'ensemble  de  la  question,  sans  égard  à  aucune  application  spéciale. 
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réduire  par  les  limites  naturelles  de  ce  cours ,  relativement  au 
calcul  des  fonctions  directes.  Nous  devons  passer  maintenant  à 
Texamen  philosophique  du  calcul  des  fonctions  indirectes^  dont 
Fimportance  et  l'étendue  bien  supérieures  réclament  un  plus 
grand  développement 


11 
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SIXIÈME  LEÇON. 


Eipositlon  comparative  des  divers  points  de  vue  sénéraox  simm  les^Mli 
on  peut  envisager  le  ealcal  des  fonctions  Indirectes* 

Nous  avons  détermiDé  ;  dans  la  qualrième  leçon ,  le  caractère 
philosophique  propre  à  l'analyse  transcendanle^  de  quelqae  ma- 
nière qu'on  puisse  la  concevoir,  en  considérant  seulement  la  na- 
ture générale  de  sa  destination  effective  dans  l'ensemble  de  la 
science  mathématique.  Cette  analyse  a  été,  comme  on  sait,  pré- 
sentée par  les  géomètres  sous  plusieurs  points  de  vue  réellement 
distincts,  quoique  nécessairement  équivalents,  et  conduisant  tou- 
jours à  des  résultats  identiques.  On  peut  les  réduhre  à  trois  prin- 
cipaux, ceux  de  Leibnitz,  de  Nevi^ton  et  de  Lagrange,  dont  tous 
les  autres  ne  sont  que  des  modifications  secondaires.  Dans  l'état 
présent  de  la  science,  chacune  de  ces  trois  conceptions  générales 
offre  des  avantages  essentiels  qui  lui  appartiennent  exclusivement, 
sans  qu'on  soit  encore  parvenu  à  construire  une  méthode  unique 
réunissant  toutes  ces  diverses  qualités  caractéristiques.  En  mé- 
ditant sur  l'ensemble  de  cette  grande  question,  on  est  convaincu, 
je  crois,  que  c^est  dans  la  conception  de  Lagrange,  que  s'opérera 
un  jour  cette  combinaison.  Quand  cet  important  travail  philoso- 
phique ,  qui  exige  une  profonde  élaboration  de  toutes  les  idées 
mathématiques  fondamentales ,  sera  convenablement  exécuté; 
on  pourra  se  borner  alors,  pour  connaître  l'analyse  transcen- 
dante, à  la  seule  étude  de  cette  conception  définitive  ;  les  autres 
ne  présentant  plus  essentiellement  qu'un  intérêt  historique.  Mais 
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Jusqu'à  celle  épognc,  la  science  devra  être  considérée,  sous  ce 
rapport .  conime  étant  dans  un  véritable  état  provisoire,  qui 
exige  alisolament,  m(!me  pour  l'exposition  dogmaiic)uc  de  cetir 
analyse,  la  considération  sirauUanée  dfs  divers  modes  gt:-iiéraux 
propres  au  calcul  des  foarUons  indirectes.  Quelque  peu  satlsf:^- 
sante  que  puisse  paraître ,  sous  le  rapport  logique ,  celte  iduIlI- 
plicité  de  conceptions  d'uo  sujet  toujours  identique,  il  est  certain 
que,  sans  cette  indispensable  condition,  on  ne  pourrait  se  former 
aojoord'buî  qu'une  notion  très -insu  (lisante  de  cette  analyse, soit 
en  elle-même , soit  surtout  relativement  à  ses  applications, 
quelque  Tût  le  mode  nniquc  que  l'on  aurait  cru  devoir  choisir. 
Ce  défaut  de  systématisation  dans  la  partie  la  plus  importante 
de  l'analyse  matbéniatîque ,  ne  paraîtra  nullement  étrange ,  si 
l'on  considère,  d'une  part,  sou  extrême  étendue,  sa  difliculté 
supérieure,  et,  d'une  autre  pari,  sa  formation  presque  récente. 
La  génération  des  géomètres  est  à  peine  renouvelée  depuis  la 
produclioD  primitive  de  la  conception  destinée  sans  doute  h 
coordonner  la  science,  de  manière  à  lui  imprimer  un  caractère 
Tixe  et  uniforme;  ain.si,  les  liabJIudcs  bilelieclueiies  n'ont  pu  en- 
I  core ,  sous  ce  rapport ,  être  sullisaninient  formées. 

|1  s'agissait  ici  de  tracer  l'bistoire  ralsonnéc  de  la  formation 
Bsive  de  l'analyse  transcendante ,  il  faudrait  préalablement 
:aer  avec  soin  du  calcul  des  fonctions  Indirectes  propre- 
fltent  dit,  l'idée  mère  de  la  méthode  inOnitésimalc.  laquelle  pent 
litre  conçue  par  elle-même , indépendamment  de  tout  calcul. 
I  JToDS  verrions,  dès-lors,  que  le  premier  germe  de  cette  idée,  se 
Itrotive  déjà  dans  le  procédé  constant,  employé  par  les  géomètres 
,  sous  le  nom  de  méthode  U'exhausiio» ,  pour  passer  de  ce 
t  relatif  aux  lignes  droites  à  ce  qui  concerne  les  lignes 
es,  et  qui  consistait  essentiellement  a  substituer  ii  ia  courbe 
isidération  auxiliaire  d'un  polygone  inscrit  ou  circonscrit . 
I  leqnel  on  s'élevait  in  la  courbe  elle-même,  eu  prenant 
naliletnent  les  limites  des  relations    primitives.  Quel- 
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qu'iDconleslable  que  soiL  cette  riliaiion  des  idées,  on  lui  donne- 
rail  une  importance  fort  exagérée,  en  voyant  ilaas  celte  méthode 
d'exliaostion ,  l'équivalent  réel  de  nos  mélliodes  modernes, 
comme  l'ont  fait  plusieurs  géomètres.  Car,  les  anciens  n'avaient 
aucun  moyen  rationnel  et  général  pour  la  détermination  de 
ces  limites,  qui  constituait  ordinairement  la  plus  grande  diffi- 
culté de  la  question  ;  en  sorte  que  leurs  solutions  n'étalent  poiot 
soumises  fi  des  règles  abstraites  et  invariables,  dont  l'appli- 
cation uniforme  dût  conduire  avec  certitude  à  la  connaissance 
cherchée,  ce  qui  est  le  principal  caractère  de  notre  analyse 
transcendante.  En  un  mot,  il  restait  à  généraliser  la  conceplioii 
employée  par  les  anciens, et  surtout, en  la  considéraut  d'une 
manière  purement  abstraite ,  à  la  réduire  en  calcul ,  ce  qui  leur 
était  Impossible.  La  première  idée  qui  ait  été  produite  dans 
cette  nouvelle  direction ,  remonte  véritablement  à  notre  grand 
géomètre  Fermât ,  que  Lagrange  a  justement  présente'  comme 
ayant  ébauché  la  formaiion  directe  de  l'analyse  transcendante, 
par  sa  métUode  pour  la  détermination  des  maxima  et  minima. 
et  pour  la  recherche  des  tangentes,  qui  consistait  esseaUelleinenl, 
en  elTet,  à  introduire  la  considération  auxiliaire  des  accroisse- 
ments corélalifs  des  variables  proposées,  accroissements  suppri- 
més ensuite  comme  nuls,  après  que  les  équations  avaient  stdii 
certaines  transformations  convenables.  Mais,  quoique  Fermât  eût 
le  premier  coni^u  cette  analyse  d'une  manière  vraiment  abs- 
traite ,  elle  était  encore  loin  d'être  réguhèremeut  formée  en  un 
calcul  général  et  distinct ,  ayant  sa  notation  propre ,  et  surtoni 
d(;gagë  de  la  considération  superQue  des  termes,  qui  Unissaient 
par  n'être  plus  comptés  dans  l'analyse  de  Fermât ,  après  avoir 
néanmoins  singulièrement  compliqué  par  leur  présence  toute! 
les  opérations.  C'est  ce  qu'a  si  heureusement  csécuté  Lelbidu 
un  demi-siècle  plus  tard,  après  quelques  modifications  intermé- 
diaires apportées  parWallis.et  surtout  par  Barrow,  aux  idée» 
de  Fermât;  et  par  là  il  a  été  le  véritable  créateur  de  l'analpe 
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transcendante,  telle  que  nous  reniployous  aujourd'lmi.  Cette 
découverte  capitale  était  tellement  mûre,  comme  toutes  les 
grandes  conceptions  de  l'esprit  humain  au  moment  de  leur  ma- 
nifestation,  que  Newton,  de  son  crtlé.élail  parvenu  en  même 
temps,  ou  un  peu  auparavant,  à  une  mL^hode  exactement  équi- 
valente ,  en  considérant  celte  analyse  sous  un  point  de  vue  très- 
différent,  et  qui ,  bien  que  plus  rationnel  en  lui-môme,  est  réel- 
lement moins convenaL le  pour  donner  £i  la  méttiode  fondamen- 
tale commune  toute  l'étendue  et  la  facilité  que  lui  ont  impri- 
mées les  idées  de  Lcibnitz.  Enlin ,  Lagrange ,  écartant  les  consi- 
dérations Iiétérogènes  qui  avaient  guidé  Leibnitz  et  Newton ,  est 
parvenu  plus  lard  à  réduire  l'analyse  transcendante ,  dans  sa 
plus  grande  perfection ,  â  un  système  purement  algébrique,  au- 
quel il  ne  manque  encore  que  plus  d'aptitude  aux  applications. 
Après  ce  coup-d'œll  sommaire  sur  l'histoire  générale  de  l'a- 
nalyse transcendante ,  procédons  fi  l'exposition  dogmatique  des 
trois  coDceplions  principales ,  afin  d'apprécier  exactement  leurs 
propriétés  caractéristiques ,  et  de  constater  l'identité  nécessaire 
des  méthodes  qui  en  dérivent.  Commençons  par  celle  de  Leibnitz. 
Elle  consiste ,  comme  on  sait,  à  introduire  dans  le  calcul, 
pour  faciliter  l'établissement  des  équ.ilions,  les  cléments  inliui- 
ment  petits  dont  on  considère  comme  composées  les  quantités 
entre  lesquelles  on  cherche  des  relations.  Ces  éléments  ou  dif- 
férentieUes  auront  entre  eux  des  relations  constamment  et  né- 
cessairement plus  simples  et  plus  faciles  à  découvrir  que  celles 
des  quantités  primilives,  et  d'après  lesquelles  on  pourrait  en- 
soite,  par  un  calcul  spécial  ayant  pour  destination  propre  l'éli- 
mination de  ces  infinitésimales  auxiliaires,  remonter  aux  équa- 
tions cherchées,  qu'il  eût  été  le  plus  souvent  impossible  d'obte- 
nir directement.  Cette  analyse  indirecte  pourra  l'être  à  des  de- 
grés divers  ;  car,  si  on  trouve  quelquefois  trop  de  difficulté  à 
former  immédiatement  l'équation  entre  les  dllfërentielles  mêmes 
des  grandeurs  que  l'on  considère ,  il  faudra .  par  un  emploi  re- 
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doublé  du  même  artifice  général  ^  traiter,  à  leur  tour,  ces  diffé- 
rentielles comme  de  nouvelles  quantités  primitives,  et  chercher 
la  relation  entre  leurs  éléments  infiniment  petits^  qui ,  par  rap- 
port aux  objets  définitifs  de  la  question ,  seront  les  différentielles 
secondes;  et  ainsi  de  suite ^  la  même  transformation  pouvant  être 
répétée  un  nombre  quelconque  de  fois,  à  la  condition  toujours 
d'éliminer  finalement  le  nombre  de  plus  en  plus  grand  des  quan- 
tités infinitésimales  introduites  comme  auxiliaires. 

Un  esprit  encore  étranger  à  ces  considérations  n'aperçoit  pas 
sur-le-champ  comment  l'emploi  de  ces  quantités  auxiliaires  peut 
faciliter  la  découverte  des  lois  analytiques  des  phénomènes;  car 
les  accroissements  infiniment  petits  des  grandeurs  proposées 
étant  de  même  espèce  qu'elles ,  leurs  relations  ne  paraissent  pas 
devoir  s'obtenir  plus  aisément ,  la  valeur  plus  ou  moins  petite 
d'une  quantité  ne  pouvant,  en  effet,  exercer  aucune  influence 
sur  une  recherche  nécessairement  indépendante,  par  sa  nature, 
de  toute  idée  de  valeur.  Mais  il  est  aisé,  néanmoins ,  de  s'expli- 
quer très-nettement,  et  d'une  manière  tout-à  fait  générale,  à 
quel  points  par  un  tel  artifice ,  la  question  doit  se  trouver  sim- 
plifiée. Il  faut,  pour  cela,  commencer  par  distinguer  les  diffé- 
rents ordres  d'infiniment  petits ,  dont  on  peut  se  faire  une  idée 
fort  précise,  en  considérant  que  ce  sont  où  les  puissances 
successives  d'un  même  infiniment  petit  primitif,  ou  des  quanti- 
tés qu'on  peut  présenter  comme  ayant  avec  ces  puissances  des 
rapports  finis,  en  sorte  que,  par  exemple,  les  différentielles 
seconde,  troisième,   etc.,  d'une  même  variable,   sont  clas- 
sées comme  infiniment  petits  du  second  ordre,  du  troisième, 
etc. ,  parce  qu'il  est  aisé  de  montrer  en  elles  des  multiples 
finis  des  puissances  seconde,  troisième ,  etc. ,  d'une  certaine 
différentielle    première.  Ces  notions  préliminaires  étant  po- 
sées, l'esprit  de  l'analyse  infinitésimale  consiste  à  négliger 
constamment  les   quantités   infiniment  petites  à  l'égard  des 
quantités  finies,  et,  généralement,  les  infiniment  petits  d'on 
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ordre  quelconque  vjs-â-vis  tous  ceux  d'uQ  ordre  Inférieur.  On 
conçoit  immédiatement  combleo  mie  telle  faculté  doit  faciliter 
la  formation  des  équations  entre  les  dlITérentlelles  des  (pianli- 
lé»,  puisque ,  an  lieu  de  ces  différentielles,  on  pourra  substituer 
tels  autres  éléments  qu'on  voudra ,  et  qui  seraient  plus  simples 
ï  considérer,  en  se  conformant  à  cette  seule  condition ,  que  les 
nouveaux  éléments  ne  diffèrent  des  précédents  qne  de  quanti- 
tés infiniment  petites  par  rapport  à  eux.  C'est  aiusi  qu'il  sera 
possible .  en  géométrie ,  de  traiter  les  lignes  courbes  comme 
composées  d'une  inlînité  d'éléments  rectilignes,  les  surfaces 
courbes  comme  formées  d'éléments  plans  ;  et ,  en  mécanique , 
les  mouvements  variés  conune  une  suite  infinie  de  mouvements 
uniformes ,  se  succédant  à  des  intervalles  de  temps  InGniment 
petits.  Vu  l'importance  de  celte  cooccplion  admirable ,  je  crois 
devoir  ici,  par  l'indication  sommaire  de  quelques  exemples 
principaux ,  achever  d'éclaircir  son  caractère  fondamental. 

Qn'U  s'agisse  de  déterminer,  en  cliaquc  point  d'une  courbe 
plane  doniréquation  est  donnée ,  la  direction  de  sa  tangente, 
question  dont  la  solution  générale  a  été  l'objet  primitif  qu'a- 
raient  en  vue  les  inventeurs  de  l'analyse  transcendante.  On  con- 
sidérera la  tangente  comme  une  sécanle  qui  joindrait  deux 
points  infiniment  voisins;  et  alors,  en  nommant  dy  et  dx  les  dif- 
férences inrmimenl  petites  des  coordonnées  de  ces  deux  points , 
les  premiers  éléments  de  la  géométrie  fourniront  immédiale- 

ment  l'équation  '=—-,  pour  la  tangente  trigonométrique  de 

l'angle  qui  fait  avec  l'axe  des  j;  la  tangente  cherchée,  ce  qui, 
dans  un  système  de  coordonnées  rectilignes,  est  la  manière  la 
plus  simple  d'en  fixer  la  position.  Celle  équation,  commune  à 
tontes  les  courbes,  étant  posée,  la  question  est  réduile  a  un 
âil^le  problème  analytique,  qui  consistera  à  éliminer  les  infl- 
irïtéHinales  dx  et  Ui/,  introduites  comme  auxiliaires,  en  déter- 
U  4^1i&  chaque  cas  particulier,  d'après,  t'équatiou  de  la 
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courbe  proposée ,  le  rapport  de  di/  îi  dx,  ce  qui  se  fera  c 
tamment  par  des  procédés  uniformes  et  très-simples. 

En  secomi  lieu ,  qu'on  veuille  conuaitre  la  longueur  de  l'arc 
d'une  courbe  quelconque ,  considéré  comme  une  fonction  des 
coordonnées  de  ses  extrémilés.  11  serait  Impossible  d'élnblir  Im- 
médiatement l'équation  entre  cet  arc  s  et  ces  coordonnées,  tan- 
dis qu'il  est  aisé  de  trouver  la  relation  correspondante  entre  les 
différentielles  de  ces  diverses  grandeurs.  Les  plus  simples  tbfe- 
rèmes  de  la  géométrie  élémentaire  donneront ,  eu  effet,  sur-le- 
cliamp ,  en  considérant  l'arc  infiniment  petit  ds  comme  nne 
ligne  droite ,  les  équations 

(/j':=dy'-{-rf»',  on  ds*=d!c'-\-dy*-\-dz^, 
suivant  que  la  courbe  sera  plane  ou  à  double  courbure.  Dans 
l'un  et  l'autre  cas,  la  question  est  maintenant  toute  entière  du 
domaine  de  l'analyse ,  qui  fera  remonter,  d'après  cette  relation, 
à  celle  qui  existe  entre  les  quantités  finies  elles-mêmes  que  l'on 
considère ,  par  l'élimination  des  difTérentielles ,  qui  est  l'objet 
propre  du  calcul  des  fonctions  indirectes. 

Il  en  serait  de  même  pour  la  quadrature  des  aires  curvili- 
gnes. Si  la  courbe  est  plane  et  rapportée  à  des  coordoimées 
rectillgnes, on  concevra  l'aire  jt  comprise  enlreellejl'axedesa, 
et  deux  coordonnées  eitrémes,  comme  augmentant  d'une  quan- 
tité infiniment  petite  dA,  en  résultat  d'un  accroissement  ana- 
logue de  l'abaisse.  Alors  la  relation  entre  ces  deux  différcD- 
tielles  pourra  s'obtenir  immédiatement  avec  la  plus  grande  faci- 
lité, en  substituant  îi  l'élément  curviligne  de  l'aire  proposée  le 
rectangle  formé  par  l'ordonnée  extrême  et  l'élément  de  l'ali- 
cisse,  dont  il  ne  diiTère  évidemment  que  d'une  quantité  li 
ment  petite  du  second  ordre ,  ce  qui  fournira  aussitôt,  q 
que  soit  la  courbe ,  l'équation  différentielle  très-simple 

dA==)/da; , 
doii  le  lalcul  des  fondions  indiriictes,  quand  la  cour 
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^^^Hk  ,  apprendra  fi  déduire  l'équation  finie ,  objet  immédiat 
^^^^roblème. 

Pareillenient ,  en  dynamique,  quand  on  voudra  connaître 
l'expression  de  la  vitesse  acquise  à  chaque  instant  par  un  corps 
animé  d'un  monvemeot  varié  suivant  une  lot  quelconque,  on 
considérera  le  mouvement  comme  uniforme  pendant  la  durée 
d'tin  élément  tnfmiment  petit  du  temps  ( ,  et  on  formera  ainsi 
immédiatement  l'équalion  ditTéreuliclle  de=vdt,  v  dé^^nanl  la 
vitesse  acquise  quand  le  corps  a  parcouru  l'espace  f ,  et  de  là  11 
sera  facile  de  conclure ,  par  de  simples  procédés  analytiques  in- 
variables, la  formule  qui  donnerait  la  vitesse  dans  cliaque  mou- 
vement particulier,  d'après  la  relation  correspondante  entre  le 
tempset  l'espace;  ou,  réciproquement ,  quelle  serait  celte  re- 
lation si  le  mode  de  variation  de  la  vitesse  était  supposé  conuu , 
M  par  rapport  à  l'espace ,  soit  par  rapport  au  temps. 
■Bu ,  pour  indiquer  une  autre  nature  de  questions ,  c'est  p  ar 
■Darctie  semblable  que ,  dans  l'étude  des  phénomènes  ther- 
Ogiques ,  comme  l'a  si  heureusement  conçue  M.  Pourhier, 
,  on  peut  former  très-simplement ,  ainsi  que  nous  le  verrons  plus 
titrd ,  l'équation  différentielle  générale  qui  exprime  la  réparti- 
tion variable  de  la  chaleur  dans  un  corps  quelconque  fi  quel- 
ques induences  qu'on  le  suppose  soumis,  d'après  la  seule  rela- 
tion ,  fort  aisée  à  obtenir,  qui  représente  la  distribution  uni- 
forme de  la  chaleur  dans  un  parallcpipède  rectangle ,  en  consi- 
dérant géométriquement  tout  autre  corps  comme  décomposé  en 
éléments  inlinimcnt  petits  d'une  telle  forme,  et  tbermologiqnc- 
ment  le  flux  de  chaleur  comme  constant  pendant  un  temps  inti- 
nfaneot  petit.  Dés-lors ,  toutes  les  questions  que  peut  préseuter 
lathermolc^ie  abstraite  se  trouveront  réduites,  comme  pour  la 
géométrie  et  la  mécanique,  fide  pures  difficultés  d'analyse, qui 
condsteronl  toujours  dans  réiiraination  des  différentieUes  intro- 
duites comme  auxiliaires  pour  faciliter  l'établissement  deséqua- 


170  PHILOSOPHIE  POSITIVE. 

Des  exemples  de  nature  aussi  diTerse  sont  plœ  qae  suffisants 
poor  faire  nettement  comprendre  en  général  l'immense  portée 
de  la  conception  fondamentale  de  l'analyse  transcendante»  telle 
qoe  Leîbnitz  l'a  formée  >  et  qui  constitue  sans  aucun  doute  la 
plus  hante  pensée  à  laquelle  l'esprit  humain  se  soit  jamais  élevé 
jusqu'à  présent 

On  voit  que  cette  conception  était  indispensable  pour  adiever 
de  fonder  la  science  mathématique ,  en  permettant  d'établir 
d'une  manière  large  et  féconde ,  la  relation  du  concret  à  l'abs- 
trait. Sous  ce  rapport ,  elle  doit  être  envisagée  comme  le  com- 
plément nécessaire  de  la  grande  idée-mère  de  Oescartes,  sur 
la  représentation  analytique  générale  des  phénomènes  natureb, 
idée  qui  n'a  commencé  à  être  dignement  appréciée  et  convena- 
blement exploitée  que  depuis  la  formation  de  l'analyse  infinité- 
simale ,  sans  laquelle  elle  ne  pouvait  encore  produire ,  même  en 
géométrie  ^  de  résultats  très-importants  ^ 

Quoique  J'aie  cru  devoir,  dans  les  considérations  précé- 
dentes,  insister  parliculièremeut  sur  l'admirable  facilité  que 
présente  par  sa  nature  l'analj'se  transcendante  pour  la  recher- 
che des  lois  mathémathiques  de  tous  les  phénomènes,  je  ne  dois 
pas  négliger  de  faire  ressortir  une  seconde  propriété  fondamen- 
tale y  peut-être  aussi  importante  que  la  première,  et  qui  ne  loi 
est  pas  moins  inhérente  :  je  veux  parler  de  l'extrême  généralité 
des  formules  différentielles,  qui  expriment  en  une  seule  équa- 
tion chaque  phénomène  déterminé,  quelques  variés  que  puissent 

^  Il  est  bien  remarquable,  en  effet,  que  des  hommes  tels  que  Pascal,  aient  ftit 
aussi  peu  d'attention  à  la  conception  fondamentale  de  Descartes,  sans  pretsentir 
nullement  la  révolution  générale  qu^elle  était  nécessairement  destinée  à  pro- 
duire dans  lé  système  entier  de  la  science  mathématique.  Cela  est  venu  de  ce 
que,  sans  le  secours  de  l'analyse  transcendante,  cette  admirable  méthode  ne 
pouvait  réellement  encore  conduire  à  des  résultats  essentiels,  qnl  ne  pussent  être 
obtenus  presqu'aussi  bien  par  la  méthode  géométrique  des  anciens.  Les  esprits 
mêmes  les  plus  éminents  ont  toujours  bien  moins  apprécié  jusqu'Ici  les  méthodes 
générales  par  leur  simple  caractère  philosophique ,  que  par  les  connaissances 
effectives  qu'elles  pouvaient  procurer  immédiatement. 
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lesquels  on  le  considère.  Ainsi,  sous  le 
yse  inlînilésimale .  on  voil.dans  les  exem- 
ples qui  précèdent ,  nue  seule  équation  différentielle  donner  les 
tangeules  à  toutes  les  courbes,  une  autre  leurs  reclilicallons, 
une  troisième  leurs  quadratures;  et  de  même,  une  formule  fo- 
variable  exprimer  la  loi  mathématique  de  tout  mouvement  va- 
rié; enlin  une  équation  unique  représenter  constamment  la  ré- 
partition de  la  chaleur  dans  un  corps  cl  pour  un  cas  quelcon- 
ques. Cette  généralité  si  éminemmcnl  remarquable,  et  qui  est 
pour  les  géomètres  la  base  des  consîdèralions  les  plus  élevées , 
est  une  heureuse  conséquence  nécessaire  et  presqu'imméttiate 
de  l'esprit  même  de  l'analyse  transcendante ,  surtout  dans  la 
conception  de  Leibnilz.  Elle  résulte  de  ce  que ,  en  substituant 
aux  éléments  Infiniment  [ictits  des  grandeurs  considérées,  d'au- 
tres Infinitésimales  plus  simples,  qui  seules  entrent  dans  les 
équations  différentielles,  ces  infinitésimales  se  trouvent,  par 
leur  nature,  être  constamment  les  mêmes  pour  chaque  classe 
totale  de  questions,  quels  que  soient  les  objets  divers  du  phé- 
nomène étudié.  Ainsi,  par  exemple,  toute  courbe,  quelle 
ga'elle  soit ,  étant  toujours  décomposée  en  éléments  recUtignes, 
ou  conçoit  à  priori  que  ta  relation  entre  ces  éléments  uniformes 
dott  nécessairement  être  la  môme  pour  un  même  phénomène 
gléonétrique  quelconque ,  quoique  l'équation  finie  correspon- 
dante à  celte  loi  différentielle  doive  varier  d'une  courbe  à  une 
autre.  Il  en  est  évidemment  rie  même  dans  tout  autre  cas  quel- 
conque. L'analyse  infinitésimale  n'a  donc  pas  seulement  fourni 
un  procédé  général  pour  former  indirectement  des  équations 
qu'il  eût  été  impossible  de  découvrir  d'une  manière  direcle; 
elle  a  permis  en  outre  de  considérer,  pour  l'étude  mathéma 
tique  des  phénomènes  naturels ,  un  ordre  nouveau  de  lois  plus 
générales  et  néanmoins  olUrant  une  signification  claire  et  précise 
h.  tout  esprit  habitué  ft  leur  interprétation.  Ces  lois  sont  cons- 
les  mêmes  pour  chaque  phénomène,  dans  quelques 
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objets  qu'on  l'étadk .  Et  ne  changent  qu'ai  passant  d'un  phé- 
nomèoe  à  no  autre  ;  d'où  l'on  a  po  d'aillenn ,  en  comparant  ces 
varialloDs ,  s'élever  quelquefois ,  par  noe  vue  encore  pins  géoé- 
rale,àde5  rapprochements  positîls  entre  diverses  classes  de 
pbénofflënes  lout-à-roit  divers,  d'après  les  analogies  présentées 
par  les  eiprcssioos  difléreutielles  de  lenrs  lois  maUiématlqnes. 
Dans  l'étade  philosophique  de  la  mathématique  concrète,  je 
m'attacherai  à  faire  exaclemenl  apprécier  cette  seconde  pro- 
priété caractéristique  de  l'analyse  Iranscendante ,  non  moins 
admirable  que  la  première ,  et  en  verln  de  laquelle  le  système 
entier  d'une  science  immense ,  comme  la  géométrie  ou  la  mé- 
canique ,  a  pu  se  trouver  condensé  en  un  peUt  nombre  de  for- 
mules analytiques ,  d'oii  l'esprit  humain  peut  déduire ,  par  des 
règles  certaines  et  invariables,  la  solution  de  tous  les  problèmes 
particuliers. 

Pour  terminer  l'exposition  générale  de  la  conception  de  Lelb- 
nitz,  il  me  reste  maiDlenant  à  considérer  en  elle-mâmc  la  dé- 
monstration du  procédé  logique  auquel  elle  conduit .  ce  qui 
constitue  malheureusement  la  partie  la  plus  imparfaite  de  cette 
belle  méthode. 

Dans  les  premiers  temps  de  l'analyse  înrinitésimale ,  les  géo- 
mètres les  plus  célèbres ,  tels  que  les  deux  illustres  frères  Jean 
et  Jacques  Bernouilli  attachèrent,  avec  raison, bien  plus  d'Im- 
portance a  étendre,  en  la  développant ,  l'iminortelle  découverte 
de  Leibnitz,  et  à  en  multiplier  les  applications ,  qu'fk  établir  ri- 
goureusement les  bases  logiques  sur  lesquelles  reposaient  les 
procédés  de  ce  nouveau  calcul'.  Ils  se  contentèrent  pendul 

<  On  DU  peut  conlemplcr,  san«  no  profond  intérêt,  le  nnirralbonslauMli 

rilltulrelluigheiis,  an  9iijel  du  Klte  admirable  création,  quoique  son  Ageinot* 
ne  lui  permit  poinl  d'eu  taire  lujmèine  aucun  usaReimpotianl,  el  qn'ilK* 
déjii  tityé  sans  ce  puistanl  secours  â  des  découTertes  C3pila\ee.  Je  teù  a>^ 
turprlte  tl  mbc  admiration ,  écrîTalt-il ,  en  1691,  au  marquis  de  L'HApilili  f*- 
,  Mndiu  «(  la  féfonditi  de  cet  art  ;  de  qitetque  tôté  qiuj(  lourtie  la  vue,  fa  tf^- 
•  ■  fOÙib  HmtvemxuKiy  i  enfin,  j'y  eonçoia  un  jirogria et  une ipécutalion  i«*î»*- 


longtemps  de  répondre  par  la  solution  iDespérëe  des  problèmes 
les  plus  difficiles  à  l'upposilion  prononcée  de  la  plupart  des 
géomètres  du  second  ordre  contre  les  principes  de  la  nouvelle 
analyse ,  persuadés  sans  doute,  contrairement  aux  habitudes 
ordinaires,  que  dans  la  science  malhématique  bien  plus  que 
dans  aucune  autre,  on  peut  accueillir  avec  hardiesse  les  nou- 
veaux moyens,  même  quand  leur  rationnaliti^  est  imparfaite, 
pourvu  qu'ib  soient  féconds,  puisque,  les  vérifications  étant 
bien  plus  faciles  cl  plus  multipliées,  l'erreur  ne  saurait  demeu- 
rer longtemps  inaperçue^  Néanmoins,  après  le  premier  élan ,  il 
était  impossible  d'en  rester  U  ;  et  il  fallait  revenir  nécessaire- 
ment sur  les  fondements  mêmes  de  l'analyse  lelbnltzlenne  pour 
constater  généralement  l'exactitude  rigoureuse  des  procédés 
employés ,  malgré  les  iufractions  apparentes  qu'on  s'y  permet- 
tait aux  règles  ordinaires  du  raisoinienieut.  Leibuiu ,  pressé  de 
répondre ,  avait  lui-même  présenté  une  explication  tout-à-fait 
erronée ,  en  disant  qu'il  traitait  les  infliiiment  petits  comme  des 
incomparables ,  et  qu'il  les  négligeait  vis- Ck- vis  des  quantités  fi- 
nies comme  des  grains  de  sable  par  rapport  à  La  mer,  considéra- 
tion qui  eût  complètement  dénaturé  son  analyse ,  en  la  rédui- 
sant à  n'être  plus  qu'un  simple  calcul  d'approximation,  qui,  sous 
ce  rapport,  serait  radicalement  vicieux,  puisqu'il  serait  impos- 
sible de  prévoir,  en  thèse  générale ,  à  quel  point  les  opérations 
successives  peuvent  grossir  ces  erreurs  premières ,  dont  l'ac- 
croissement pourrait  même  évidemment  devenir  ainsi  quel- 
conque. Leïbnltz  n'avait  donc  entrevu  que  d'une  manière  extrê- 
mement confuse  les  véritables  fondcmenis  rationnels  de  l'ana- 
lyse qu'il  avait  créée.  Ses  premiers  successeurs  se  bornèrent 
d'abord  à  en  vérîlier  l'exactitude  par  la  conformité  de  ses  résul- 
tats, dans  certains  usages  particuliers,  avec  ceux  que  fournis- 
sait l'algèbre  ordinaire  ou  la  géométrie  des  anciens,  en  repro- 
duisant,  autant  qu'ils  le  pouvaient,  d'après  les  anciennes  mé- 
jUoUcs,  les  solutions  de  quelques  problèmes,  une  fois  qu'elles 


avalent  été  obtenues  par  la  méthode  nouTelle ,  seule  ca| 
primitivement  de  les  faire  découvrir.  (Juaud  celte  grande 
lion  a  été  considérée  d'une  manière  plus  générale,  les  géomè- 
tres, au  lieu  d'aborder  directement  la  difGculté ,  out  préféré 
l'éluder  en  quelque  sorte,  comme  l'ont  Tait  Euler  et  d'Alem- 
bert,  par  exemple,  en  démontrant  abstraitement  la  conformité 
nécessaire  et  constante  de  ia  conception  de  Leibnilz,  envisagée 
dans  tous  ses  usages  quelconques,  avec  d'autres  conceptions 
fondamentales  de  l'analyse  transcendante,  celle  de  Newton  sur- 
tout, dont  l'exactitude  était  h  l'abri  de  toute  objection.  Une 
telle  vérification  générale  est  sans  doute  slriclement  suffisante 
pour  dissiper  toute  incertitude  sur  l'emploi  lég;itime  de  l'ana- 
lyse léibnitzicnne.  Mais  la  méthode  inlinitésimale  est  telle- 
ment importante ,  elle  présente  encore ,  dans  presque  toutes 
les  applications,  une  telle  supériorité  elTective  sur  les  an- 
tres conceptions  générales  successivement  proposées,  qu'il 
y  aurait  véritablement  imperfection  dans  le  caractère  phi- 
losophique de  la  science  à  ne  pouvoir  la  justifier  en  elle- 
même,  et  a  la  fonder  logiquement  sur  des  considérations  d'un 
autre  ordre ,  qu'on  cesserait  ensuite  d'employer  efficacement  II 
était  donc  d'une  importance  réelle  d'établir  directement  et 
d'une  manière  générale  la  ralionnalité  nécessaire  de  la  mé- 
tbode  inJinilésim.'ile.  Après  diverses  tentatives  plus  ou  moins 
imparfaites  pour  y  panenir,  les  travaux  pbilosoptiiques  de  La- 
grange  ayant  fortement  reporté,  vers  la  fin  du  siècle  dernier, 
l'atlenliou  des  géomètres  sur  la  théorie  générale  de  l'analyse 
infinitésimale,  un  géomètre  très -recommandable,  Camol, 
présenta  enfin  la  véritable  explication  logique  directe  de  la 
méthode  de  Leibnilz,  en  la  montrant  comme  fondée  sur  le 
principe  de  la  compensation  nécessaire  des  erreurs ,  ce  qui  «t 
vraisemblablement,  en  efl'el,la  manifestation  précise  et  luntl- 
neose  de  ce  que  Lelbnltz  avait  vaguement  et  confusénwnl 
aperçu,  en  concevant  les  bases  rationnelles  de  son  anaijfse. 
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Carnot  a  reodu  ainsi  à  la  science  uu  service  esseuliel  ',  el  dont 
l'importance  me  semble  n'élre  pas  encore  sumsamment  appré- 
ciée ,  quoique ,  comme  nous  le  verrons  à  la  lin  de  celle  leçon , 
toul  cet  échafaudage  logique  de  la  méthode  inflnitésimale  pro- 
prenienl  dite  ne  soit  susceptible  très-vraisemblablement  que 
d'une  exisleuce  provisoire,  en  tant  que  radicalement  vicieux  par 
sa  nature.  Je  n'en  crois  pas  moins,  cependant,  detolr  considérer 
Ici,  afin  de  compléter  cette  importante  exposition,  le  raison- 
nement général  proposé  parCarnol,  pour  légitimer  directement 
l'analyse  de  Lcibnilz.  Voici  en  quoi  il  consiste  essentiellcoient 
Lorsqu'on  établit  l'équation  différentielle  d'un  phénomène,  on 
substitue  aux  éléments  immédiats  des  diverses  quantités  consi- 
dérées, d'autres  inrmitësimales  plus  simples  qui  en  dilTèrenl  in- 
llnimcDt  peu  par  rapport  à  eux,  et  cette  substitution  constitue  le 
principal  arlifice  de  la  mélliode  de  Leibnitz,  qui,  sans  cela,n'or. 
frirait  aucune  racililé  réelle  pour  la  Tormation  des  équations. 
Camol  regardé  une  telle  hypotlièse  comme  produlsanl  vérîla- 
Idemenl  une  erreur  dans  l'équation  ainsi  obtenue,  et  que,  pour 
cette  raison,  il  appelle  i'»ipii?yai'fi?,- seulement,  il  est  clair  que 
cette  erreur  ne  peut  être  qu'inliniment  petite.  Or,  d'un  autre 
Cdté,  tous  les  procédés  analytiques,  soit  de  différentiation,  soit 
d'intégration,  qu'on  applique  à  ces  équations  différentielles  pour 
s'élever  aux  équations  Unies  en  éliminant  toutes  les  inlinllési- 
males  introduites  comme  auxîli.iiros,  produisent  aussi  constam- 
ment, par  leur  nature,  ainsi  qu'il  est  aisé  de  le  voir,  d'autres 
erreurs  analogues,  en  sorte  qu'il  a  pu  s'opérer  une  exacte  com- 
pensation, et  que  les  équations  définitives  peuvent,  suivant  l'ex- 
pression de  Camot,  être  devenues  parfaitei.  Oarnot  considère 


'  Voyei  l'ouvrage  ivui  arqua  bit  qu'il  a  publié  sous  le  litre  de  :  Répemom  tur 
ta  UélapAynqve  du  calcul  infiHÎIisitnal,  ri  ilai»  li'(|uel  on  trouve  d'ailtenn  une 
eiposiliou  claire  ei  utile,  quoique  trop  peu  appraFondie,  de  loua  les  divers  poinis 
de  tue  *au«  lesquels  a  ^t6  conçu  le  sjslèiue  ^éDéral  du  calcul  de&  ronclious  in- 
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comme  un  syœptOmc  certain  el  invariable  de  l'élablissemeDt  et- 
Tectif  de  cette  compensation  nécessaire ,  l'élîminalion  complète 
des  diverses  quantités  inGniment  petites ,  qui  est  constamment ,  eu 
eflet .  le  but  dërmilif  de  toutes  les  opérations  de  l'analyse  trans- 
cendante. Car,  si  on  n'a  jamais  commis  d'autres  infractions  Jaui 
règles  générales  du  raisonnement  que  celles  ainsi  exigées  par  la 
nature  même  de  la  méthode  infinitésimale,  les  erreurs  infiniment 
petites  produites  de  cette  manière  n'ayant  jamais  pu  engendrer 
que  des  erreurs  infiniment  petites  dans  toutes  les  équations,  les 
relations  sont  nécessairement  d'une  exactitude  rigoureuse  aus- 
sitôt qu'elles  n'ont  plus  lieu  qu'entre  des  quantités  finies ,  puis- 
qu'il ne  saurait  évidemment  exister  alors  que  des  erreurs  finies, 
tandis  qu'il  n'a  pu  en  survenir  aucune  de  ce  genre.  Tout  ce  rai- 
sonnement général  est  fondé  sur  la  notion  des  quantités  infinité- 
simales, conçues  comme  Indéliniment  décroissantes,  lorsque 
celles  dont  elles  dérivent  sont  envisagées  comme  fixes. 

Ainsi ,  powr  éclaircir  cette  exposition  alistraite  par  un  seul 
exemple,  reprenons  la  question  des  tangentes,  qid  est  la  plus 
facile  à'analyser  complètement.  On  regardera  l'équation  (  =  ^ 
obtenue  ci-dessus  comme  affectée  d'une  erreur  infiniment  pe- 
tite, puisqu'elle  ne  serait  tout-à-fait  rigoureuse  que  pour  la  sé- 
cante. Maintenant,  on  achèvera  la  solution  en  cherchant,  d'après 
l'équation  de  chaque  courbe,  le  rapport  entre  les  différentielles 
des  coordonnées.  Si  cette  équation  est,  je  suppose,  y  =  (w*,  on 
aura  évidemment 

dy  =^  2  or  (/a:  -)-  dx'. 

Dans  cette  formule,  on  devra  négliger  le  terme  dx-  comme  in- 
finiment petit  du  second  ordre.  Dès  lors  la  combinaison  île 
deux  équations  imparfaites 


dx' 


=  -2axdx. 


suflisant  pour  éliminer  entièrement  les  infinitésimales,  le  nisulUl 
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Ciùi  I  =  2  ax  sera  oécessairemenl  rigoureux  ginr  l'etTet  de  lu 
compensation  exacte  des  deux  erreurs  commises  puisqu'il  ne 
pourrait ,  par  sa  nalure,  être  aiïecté  d'une  erreur  iDliuiuicot  pe- 
tite, la  seule  néanmoins  qu'il  pût  y  avoir,  d'après  l'esprit  des 
procédés  qui  ont  été  suivis. 

U  serait  aisé  de  reproduire  unirormément  le  même  raisonne- 
ment par  rapport  à  toutes  les  antres  applications  générales  de 
l'analyse  de  Leibnitz. 

Cette  ingénieuse  tliéorte  est  sans  doute  plus  subtile  que  so- 
lide) quand  on  cherche  ii  l'approromlir.  Mais  elle  n'a  cependanl 
en  réalité  d'autre  vice  lo^que  radical  que  celui  de  la  méthode 
Infinitésimale  elle-ml^nie, dont  elle  est,  ce  me  semble,  le  déve- 
loppement naturel  et  l'explication  générale,  en  sorte  qu'elle  doit 
être  adoptée  aussi  longtemps  qu'on  jugera  convenable  d'em- 
ployer directement  celte  méthode. 

Je  passe  maintenant  à  l'expositlOD  générale  des  deux  autres 
ooBC«ptions  fondamentales  de  l'analyse  transcendante ,  en  me 
bornant  pour  chacune  à  l'idée  principale ,  le  caractère  philoso- 
phlfae  de  cette  analyse  ayant  Clé,  da  reste,  sulUsammeBt  déter- 
TBbié  ci-dessos ,  d'après  la  conception  de  Lelbnlti ,  à  laquelle 
fai  dQ  spécialement  m'attacher,  parce  qu'elle  permet  de  le  saisir 
pins  aisément  dans  son  ensemble ,  et  de  le  décrire  avec  plus  de 
rapidité. 

Newton  a  présenté  successivement,  sous  plusieurs  formes  dif- 
férentes, sa  manière  propre  de  concevoir  l'analyse  transcen- 
dante. Celle  qui  est  aujourd'hui  le  plus  communément  adoptée  , 
du  luolos  parmi  les  géomètres  do  continent ,  a  été  désignée  par 
Ifewton,  tantôt  sous  le  nom  de  méthode  des  premières  et  dernières 
raisons,  tantôt  sous  celui  de  méthode  lies  (imir» ,  qu'on  emploie 
plus  fréquemment 

Sous  oe  point  de  vue ,  l'esprit  général  de  l'analyse  transcen- 
dante consiste  fi  inlrodulrc  comme  auxiliaires,  à  la  place  des 
lUtés  primitives  ou  concurremment  avec  elles,  pour  faciliter 
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riilablissnmrnl  lies  fiqu.ilions,  les  limites  dos  rapports  des  ar- 
rroissements  simultanés  de  ces  quLiiitil(^s,ou,  en  d'autres  tenues, 
les  dernières  raisons  de  ces  accroissements,  limites  ou  dernières 
raisons  qu'on  peut  aisément  montrer  comme  ayant  une  valeur 
déterminée  et  finie.  Un  calcul  spécial,  qui  est  l'équivalent  dn 
calcul  Infliiitésitual,  est  ensuite  destiné  .1  s'élever  de  ces  équa- 
tions entre  ces  limites  aux  équalious  correspondantes  entre  les 
quantités  primitives  elles-mêmes, 

La  faculté  que  présente  une  telle  analyse  pour  exprimer  plus 
aisément  les  lois  mathématiques  des  piiénomèo<>s  tient ,  eu  gé- 
néral, à  ce  que  le  calcul  portant .  non  sur  le»  accroissemeals 
mêmes  des  quantités  proposées,  mais  sur  les  limites  des  rapports 
de  ces  accroissements .  on  pourra  toujours  substituer  à  chaque 
accroissement  toute  autre  grandeur  plus  simple  à  considérer, 
pourvu  que  leur  dernière  raison  soit  la  raison  d'égalité,  ou,  en 
d'autres  termes,  que  la  limite  de  leur  rapport  soit  l'unité.  Il  est 
clair,  en  effet,  que  le  calcul  des  limites  ne  saurait  Être  nuUemem 
affecté  de  cette  substitution.  En  parlant  de  ce  priucipe,  ou  re- 
trouve .1  peu  près  l'équivalent  des  facilités  oITertes  par  l'analyse 
de  Leibnitz,  qui  sont  seulement  conçues  alors  sous  un  autre  poiol 
de  vue.  Ainsi,  les  courbes  seront  envisagées  comme  les  llmiies 
d'une  suite  de  polygones  rcctilignes,  les  mouvements  variés 
comme  les  limites  d'un  ensemble  de  mouvements  unifonne 
plus  en  plus  rapprocliés ,  etc. 

Qu'on  veuille,  par  exemple,  déterminer  la  direction 
tangente  à  une  courbe  ;  on  la  regardera  comme  la  limite  versl»* 
quelle  tendiait  une  sêcauie,qui  tournerait  autour  du  poiu' 
donné ,  de  manière  que  son  second  point  d'intersection  se  rap- 
prochât Indéfiniment  du  premier.  En  nommant  i  y  et  parles  dif- 
férences des  coordonnées  de  deux  points,  eu  aurait,  i  cliaiïM 
Instant,  pour  la  tangente  Irigonomélrique  de  l'angle  que  fail  1^ 
sécantç  avec  l'axe  des  abcisses,  '  =  —  ;  d'où,  en  prenant  les  li- 
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équation  à  celle  entre  l'arc  et  TabciBSe,  ce  qui  dépend  du  cakol 
transcendant  proprement  dit. 

On  reprendrait  avec  la  même  facilité^  d'après  la  méthode  des 
limites^  toutes  les  autres  questions  générales,  dont  la  solution  a 
été  Indiquée  ci-dessus ,  suivant  la  méthode  hiflnitésimale. 

Telle  est ,  essentiellement ,  la  conception  qtie  Newton  s'était 
formée^  pour  l'analyse  transcendante^oû^plus  exaictemeat,  cetie 
que  Maclaurin  et  d'iVlemhert  ont  présenté  Comme  la  base  là 
plus  rationnelle  de  cette  analyse,  en  cherchant  à  fixer  et  à  coor« 
donner  les  idées  de  Newton  à  ce  sujet. 

Je  dois  «néanmoins,  avant  de  procéder  k  l'exposition  de  la 
conception  de  Lagrange^  signaler  ici  une  autre  forme  distmcte 
sous  laquelle  Newton  a  présenté  cette  même  méthode ,  et  qui 
mérite  de  fixer  particulièrement  notre  attention,  tant  par  son 
ingénieuse  clarté  dans  quelques  cas,  que  comme  ayant  fourni  la 
notation  la  mieux  appropriée  à  cette  manière  d'envisager  l'ana- 
lyse transcendante,  et  enfin,  comme  étant  encore  aujourd'hui  la 
forme  spéciale  du  calcul  des  fonctions  indirectes  conomuné- 
ment  adoptée  par  les  géomètres  anglais.  Je  veux  parler  du  cal- 
cul des  fluxions  et  des  fluentes,  foadé  sur  la  notion  générale  des 
vitesses. 

Pour  en  faire  cokicevoir  l'idée^mère  avec  plus  de  facilité,  con- 
sidérons toute  courbe  comme  engendrée  par  un  point  animé 
d'un  mouvement  varié  suivant  une  loi  quelconque.  Les  diverses 
quantités  que  la  courbe  peut  offrir,  Fabcisse,  l'ordonnée, l'arc, 
l'aire,  etc.,  seront  envisagées  conmie  simultanément  produites 
par  degrés  successifs  pendant  ce  mouvement.  La  vitesse  avec  la- 
quelle chacune  aura  été  décrite  sera  dite  la  fluxion  de  cette 
quantité,  qui,  en  sens  inverse,  en  serait  nommée  la  fluente.  Dès 
lors ,  l'analyse  transceiHlante  consistera ,  dans  cette  conception , 
à  former  immédiatement  les  équations  entre  les  fluxions  des 
quantités  proposées  pour  en  déduire  ensuite,  par  un  calcul  spé- 
cial, les  équations  entre  les  fluentes  elles-mêmes.  €e  que  je  viens 
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miles,  on  déduira,  relativement  h  la  tangente  ellc-uiéme,  celle 

^■— 

\  0  après  laquelle  le  calcal  des  fonctions  indirectes  enseigoera, 
dans  chaque  cas  particulier,  quand  l'équation  de  la  courbe  ser;i 
donnée,  à  déduire  la  relation  entre  r  et  x,  en  (.'timinaiit  les  quan- 
tités auxiliaires  iutroduites.  Si,  pour  achever  la  8olulion,on  sup- 
pose que  >/  =^  "  3'*  soit  l'équalion  de  la  courbe  proposée ,  on 
aura  éridemmenl . 

I     d'où  l'on  conclura 

n      ^...,.... 

^^^11  est  clair  que  la  limite  vers  laquelle  tend  le  second  membre, 
à  mesure  que  A  x  diminue,  est  3  a  x.  On  trouvera  donc  par  cette 
méthode,  t  =  s  n  t,  comme  nous  l'avions  obtenu  ci-dessus  pour 
le  même  cas,  d'après  l'analyse  de  Lelbnitz. 

Pareillement,  quand  on  cherche  la  rectification  d'uue  courbe, 
il  faut  sobstituer  à  l'accroissement  de  l'arc  j,  la  corde  de  cet  ac- 
croissement, qui  est  évidemment  avec  lui  dans  une  relation  telle, 
que  la  limite  de  leur  rapport  est  l'unité ,  et  alors  on  trouve ,  en 
suivant  d'ailleurs  la  même  marche  qu'avec  la  méthode  de  Lelb- 
nitz, cette  équation  générale  des  rectifications 

ou 

selon  que  la  courbe  est  plane  ou  à  double  courbure.  Il  faudra 
maintenant,  pour  chaque  courbe  particulière,  passer  de  celle 
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équalioD  .\  celle  cnire  l'arc  et  TabciEse,  ce  qui  dépend  du  c 
iranscendaiil  proprement  dil. 

Ou  reprendrait  avec  la  mëuie  Tacililé,  d'après  la  mélhodefl 
limites,  louies  les  autres  questions  générales,  dont  la  solutloi 
été  Indiquée  ci-dessus,  suivant  la  mëthwle  fnflnilésluiate. 

Telle  est,  essentiellemeni ,  la  conception  que  Newton  s'était 
formée,  pour  l'analyse  transcendante,  ou,  plus  exactement,  celle 
que  Maclaurin  et  d'Menibert  ont  présenté  comme  la  base  la 
plus  rationnelle  de  cette  analyse,  en  chercliant  h  fixer  et  1  coor- 
doiuier  les  idées  de  Newton  à  ce  sujet. 

Je  dois,  néanmoins,  Avant  de  procéder  k  l'exposilion  < 
conception  de  Lagrange,  signaler  ici  une  autre  forme  distii 
sous  laquelle  Newl  on  a  présenté  celte  même  méthode ,  et  qui 
mérite  de  fixer  parliculièrenicnt  notre  alleulioa ,  tant  par  son 
ingénieuse  clarté  dans  quelques  cas,  que  comme  ayant  fourni  ta 
notation  la  mieux  appropriée  à  cette  manière  d'envisager  l'ana- 
lyse transcendante,  et  enfin,  comme  étant  encore  aujourd'hui  la 
forme  spéciale  du  calcul  des  fonctions  indirectes  communé- 
ment adoptée  par  les  géomètres  anglais.  Je  veux  parler  du  cal- 
cul des  (luxions  et  des  fluenies,  foudé  sur  la  nolion  générale  des 


1  d^l 


Pour  en  faire  «Acevoir  l'idée^m^e  avec  plus  de  facilité,  coo- 
stdéroDS  toute  courbe  comme  engendrée  par  un  point  animé 
d'un  mouvement  varié  suivant  une  loi  quelconque.  Les  diverses 
quantités  que  la  courbe  peut  offrir,  l'abcisse ,  l'ordonnée ,  Tare , 
l'aire,  etc.,  seront  envisagées  comme  simullauêment  produites 
par  degrés  successifs  pendant  ce  mouvement.  La  vitesse  avec  la- 
quelle cliacune  aura  été  décrite  sera  dite  la  /ludion  de  cette 
quantité,  qui,  en  sens  inverse,  en  serait  nommée  là  fluente.  Dès 
lors ,  l'analyse  transcodante  consistera ,  dans  cette  conccpUon , 
à  former  immédiatement  les  équations  entre  les  fluxions  des 
quantités  proposées  pour  en  déduire  ensuite,  par  un  calcul  spé- 
cial, les  équations  entre  les  Huentes  elles-mêmes.  Ce  que  je  viens 
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d'énoncer  relatlvemenl  aux  coarbes  pcul  d'ailleurs  évidemment 
se  transporter  à  des  grandeurs  quelconques,  euvisagécs,  à  l'aide 
d'une  image  convenable,  comme  produites  par  le  mouvement 
les  unes  des  autres. 

Il  est  aisé  de  comprendre  l'identité  générale  et  nécessaire  de 
cette  nié Iti ode  avec  celle  des  limites,  compliquée  de  l'idée  étran- 
gère du  mouvement.  En  elTet ,  reprenant  le  cas  de  la  courbe ,  si 
l'on  suppose ,  comme  on  peut  évidemment  toujours  le  faire,  que 
le  mouvement  du  point  décrivant  est  uniforme  suivant  une  cer- 
taine direction,  par  exemple,  dans  le  sens  de  t'abcisse,  alors  la 
fllixiODde  l'abcisse  sera  constante,  comme  l'élément  du  temps. 
Pour  tontes  les  autres  quantités  engendrées,  le  mouvement  ne 
pourrait  Être  conçu  comme  uniforme  que  pendant  un  temps  in- 
linlment  petit.  Cela  posé ,  la  vitesse  étant  généralement ,  d'après 
sa  notion  mécanique,  le  rapport  de  chaque  espace  au  temps  em- 
ployé k  le  parcourir,  et  ce  temps  étant  ici  proportionnel  à  i'ac- 
oroissement  de  l'abcisse,  il  s'ensuit  que  la  iluxion  de  l'ordonnée , 
de  l'arc ,  de  l'aire ,  etc. ,  ne  sont  véritablement  autre  cliose ,  en 
faisant  disparaître  la  considération  intermédiaire  du  temps,  que 
les  demiëres  raisons  des  accroissements  de  ces  diverses  quan- 
tités comparés  h  celui  de  l'abcisse.  Celte  uiélliode  des  fluxions  et 
des  fluenles  n'est  doue  eu  réalité  qu'une  manière  de  se  repré- 
senter, d'après  une  comparaison  mécanique,  la  métliode  des 
premières  et  dernières  raisons,  qui  seule  est  réductible  en  cal- 
col.  Elle  comporte  donc  nécessairement  les  mêmes  avantages 
généraux  dans  les  diverses  applications  principales  de  l'analyse 
transcendante ,  sans  que  nous  ayons  besoin  de  le  constater  spé- 
daleinent. 

Je  considère  enfin  la  conception  de  L^rrange. 

Elle  consiste,  dans  son  admirable  simplicité ,  ft  se  représenter 
l'analyse  transcendante  comme  un  grand  artifice  algébrique, 
d'après  lequel,  pour  faciliter  l'établissement  des  équations,  on 
introduit ,  au  lieu  de  fonctions  primitives  ou  avec  elles ,  leurs 


k 


PHILOSOPHIK  l'OSÏT 
fonctions  dérivées,  c'est-a-dirc,  suivani  la  déllnitloD  de  Lagn 
le  coeEBclent  du  premier  lErme  de  l'accroissement  de  chat 
fonction ,  ordonné  selon  les  puissances   ascendantes  de  1' 
crolssement  de  sa  variable.  Le  calcul  des  fonctions  indiret 
proprement  dit ,  est  toujours  destiné ,  ainsi  que  dans  les  concep- 
lionsdeLelbnilzet  deNeR'IoD,  àétiniinerces  dérivées  employées 
comme  auxiliaires,  pour  déduire  de  leurs  relations  les  équations 
correspondantes  entre  les  grandeurs  primitives.  id 

L'analyse  transcendante  n'est  alors  autre  chose  qu'une  slmifl 
extension  très-considérable  de  l'analyse  ordinaire.  C'était  dô^ 
depuis  longtemps  un  procédé  familier  aux  géomètres ,  que  d'ia- 
Iroduire,  dans  les  considérations  analytiques,  au  lieu  des  gran- 
deurs mêmes  qu'ils  avaieut  h  étudier,  leurs  diverses  puissances, 
ou  leur  logarithmes,  ou  leur  sinus,  etc.,  afin  de  simplifier  les 
oqualions,  et  même  de  les  obtenir  plus  aisément.  La  dériv 
successive  est  un  artifice  général  de  la  même  nature,  qui 
sente  seulement  beaucoup  plus  d'étendue ,  et  procure ,  en 
séquence,  pour  ce  but  commun,  dos  ressources  bien  plus  Itnpo^ 
tantes. 

Mais,  quoiqu'on  conçoive  sans  doute  à  priori  que  la  considé- 
ration auxiliaire  de  ces  dérivées,  ;>euf  faciliter  l'établissement 
des  équations,  il  n'est  pas  aisé  d'expliquer  pourquoi  cela  doit 
élre  nécessairement  d'après  le  mode  de  dérivation  adopté  plalOl 
que  suivant  toute  autre  transformation.  Tel  est  le  côté  faible  de  b 
grande  pensée  de  Lagrange.  Un  n'est  point,  en  effet,  réellenieol 
parvenu  jusqu'ici  à  saisir  eu  général  d'une  manière  abstraite, et 
sans  rentrer  dans  les  autres  conceptions  de  l'analyse  transcen- 
dante, les  avantages  précis  que  doit  constamment  présenter, 
par  sa  nature,  cette  analyse  ainsi  conçue,  pour  ta  recherche  des 
lois  mathématiques  des  ptiénomënes.  H  est  seulement  possilile 
de  les  constater ,  en  considérant  séparément  chaque  question 
principale,  et  cette  vérilication  devient  même  pénible,  quand  on 
clioisit  une  question  compliquée. 
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Puur  indiquer  soiuruairenient  coiiiincul  celle  manière  «Je  con- 
cevoir i'aiialjsc  transcendanle  peul  s'adapter  elTecUvenierit  à  la 
solulloD  des  problèmes  tnallH^mallques,  Je  me  bornerai  H  re- 
prendre sous  ce  point  de  vue  le  problème  le  plus  simple  de  tous 
ceux  ci-dessus  examinés,  celui  des  tangentes. 

Au  lieu  de  concevoir  la  lan^teute  couiiue  le  prolongement  de 
l'élément  iuliniment  petil  de  la  courbe,  suivant  ta  notion  de 
Leibnitz;  ou  comme  la  limite  des  sécantes,  suivant  les  idées  de 
Newton  ;  Lagrange  la  considère  d'après  ce  simple  caractère  géo- 
métrique, analogue  aux  déliuilions  des  anciens,  d'fitre  une  droite 
lelle  qu'outre  cllii  et  la  courbe  il  ne  peut  passer,  par  le  point  de 
contact,  aucune  autre  droite.  Dès  lors,  pour  en  déterminer  la 
direcUou,  il  Taut  cberctier  l'expri^ssiou  générale  de  sa  distance 
>t  la  courbe,  dans  un  sens  quelconque,  dans  celui  lie  l'ordounée, 
par  exemple,  en  nu  second  point  distinct  du  premier,  et  disposer 
de  la  constante  arbitraire  relative  à  l'inclinaison  de  la  droite, 
qui  entrera  Bécessaircment  dans  celle  expression,  de  manière  à 
diminuer  cet  écartement  le  plus  possible.  Or.  celle  distance 
étant  évidemment  égale  à  la  dillérence  des  deux  ordonnées  de 
la  courbe  et  de  la  droite  qui  correspondent  fi  une  même  nou- 
velle abcisse  x-\-h,  sera  représenlée  par  la  formule 

oii  (désigne,  comme  ci-dessus,  la  tangente  trigonomélriquc  in- 
connue de  l'angle  que  fuit  avec  l'axe  desj'^J,  la  droite  cberciiée, 
eiffx),  la  fonction  dérivée  de  l'ordonnée /^('xj.  Cela  posé,  il 
est  aisé  de  voir  qu'eu  disposant  de  (  de  façon  à  annuler  le  pre- 
mier terme  de  la  formule  précédeute,  on  aura  rendu  l'intervalle 
des  deux  bgnes  le  plus  petit  possible,  tellement  que  toute  autre 
droite  pour  laquelle  i  n'aurait  point  la  valeur  ainsi  déterminée, 
s'écarterait  nécessairement  davantage  de  la  courbe  proposée. 
On  a  donc ,  pour  la  direclion  de  la  tangente  clierchée ,  l'expres- 
sion générale  (=/'f'j!j;  résultat  exactement  équivalent  à  ceux 
que  fournissenl  la  méthode  inlinilésiniale,  et  la  méthode  des  11- 
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mites.  Il  res'era  mainlenant,  dans  chaque  courbe  parlicaliël 
A  trouver  f  (x),  ce  qui  est  une  pure  question  d'analyse ,  t( 
Tait  identique  avec  celles  que  prescrivent  alors  les  autres  mé- 
ihodcs. 

Après  avoir  suffisamment  considéré  dans  leur  ensemble  les 
principales  conceptions  générales  successivement  produites  jus- 
qu'lfj  pour  t'analyse  transcendante,  je  ne  dois  pas  m'arrêtera 
l'examen  de  quelques  autres  théories  proposées ,  telles  que  le 
calcul  des  évanouissants  d'Euler,  qui  ne  sont  réellement  que  des 
modilicatlons  plus  ou  moins  importantes,  et  d'ailleurs  inudtée». 
des  méthodes  précédentes.  11  me  reste  maintenant. ,  afin  de  cfli^| 
pléter  cet  ensemble  de  considéralions ,  à  établir  la  coinparalJ^| 
et  l'appréciation  de  ces  trois  méthodes  fondamentales.  Je  dsP 
préalablement  constater  d'une  manière  générale,  leur  confonnilé 
jiarfalte  et  nécessaire. 

Il  est  d'abord  évident,  par  ce  qui  précède,  qu'à  considérerd 
trois  méthodes  quant  à  leur  deslination  nifeclivc,  indépeodi 
menl  des  idées  préliminaires,  elles  consistent  toutes  en  on  a 
artilice  logique  général,  que  J'ai  caractérisé  dans  la  quatrti 
leçon,  savoir  :  l'introducUon  d'un  certain  système  des  grandi 
auxiliaires,  unilormément  corrélatives  îi  celles  qui  sont  l'ai 
propre  de  la  question,  et  qu'on  leur  substitue  cxpresséol 
pour  faciliter  l'expression  analytique  des  lois  roatliématlt 
des  phénomènes,  quoiqu'elles  doivent  finalement  être  élim 
A  l'aide  d'un  calcul  spécial.  C'est  ce  qui  m'a  déterminé  à  dél 
régidièremeut  l'analyse  transcendante  le  calcul  des  fonaioiuÊ 
(/lîTCfes,  afin  de  marquer  son  vrai  caractère  ptiilosophlqMii 
écartant  toute  discussion  sur  la  manière  la  plus  convenable  d 
concevoir  et  de  l'appliquer.  L'effet  général  de  cette  aoalft 
quelle  que  soit  la  méthode  employée,  est  donc  de  fiiire  P 
iwaucoup  plus  promptement  chaque  question  maihém.itique  & 
le  domaine  du  calcul, et  de  diminuer  ainsi  considérablement  la 
(lifficullé  c;ipltale  que  présente  ordinairement  le  passage  du  coih 
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crel  a  l'abstrait.  Quoiqu'on  fasse,  on  ne  peut  espérer  que  le 
calcul  s'empare  Jamais  de  cliaque  question  de  philosophie  natu- 
turelle,  géométrique  ou  mécanique ,  ou  thermologique ,  etc. , 
immédialeoient  à  sa  nai^ancc,  ce  qui  serait  évidemment  cod- 
tradictoire.  It  y  aura  constamment  daus  tout  problème ,  un  cer- 
tain travail  préliminaire  ù  effectuer  sans  que  le  calcul  puisse  être 
d'aucun  secours,  et  qui  ne  saurait  être,  par  sa  nature,  assujéli  à 
des  règles  abstraites  et  invariables  ;  c'est  celni  qui  a  pour  objet 
propre  l'établissement  des  é/juation s,  qui  sont  le  point  de  dé- 
part indispensable  de  toutes  les  recherches  analytiques.  Mais 
cette  élaboration  préalable  a  été  singulièrement  simplifiée  par 
la  création  de  l'analyse  transcendante,  qui  a  ainsi  hâté  l'époque 
o&  la  solution  comporte  l'apiilication  uniforme  et  précise  de 
procédés  généraux  et  abstraits;  en  réduisant ,  dans  chaque  cas, 
ce  travail  spécial  à  la  recherche  des  équations  entre  les  can- 
deurs auxiliaires,  d'oii  le  calcul  conduit  ensuite  ans  équations 
directement  relatives  aux  grandeurs  proposées,  qu'il  fallait, 
avant  cette  admirable  conception ,  établir  Immédiatement  Que 
ces  équations  indirectes  soient  des  équations  di/fèreniieUes ,  sui- 
vant la  pensée  de  Lelbniti;ou  des  ^équations  aux  ii'mifM,  con- 
formément aux  idées  de  Newton  ;  ou  enfin  des  équations  dérivées, 
d'après  la  théorie  de  Lagrange  ;  le  procédé  général  est  évidem- 
ment toujours  le  même. 

Mats  la  coïncidence  de  ces  trois  méthodes  principales  ne  se 
borne  pas  à  l'effet  commun  qu'elles  produisent;  elle  existe ,  en 
ontre ,  dans  la  manière  même  de  l'obtenir,  En  elTet ,  non-seule- 
ment toutes  trois  considèrent ,  à  la  place  d«s  grandeurs  priml- 
Uves,  certaines  grandeurs  auxiliaires;  de  plus,  les  quantités  ainsi 
mtrodniles  subsidlairoment,  sont  exactement  identiques  dans  les 
trois  métliodes,  qui  ne  diffèrent,  par  conséquent,  que  par  la  nia- 
Bière  de  les  envisager.  C'est  ce  qu'on  peut  aisément  constater, 
I  en  prenant  ponr  terme  général  de  comparaison  une  quelconque 
L  des  trois  conceptions,  celle  de  Lagrange  surtout,  la  plus  propre 
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ii  servir  de  Ifpe,  comme  étaut  la  plus  dégagée  de  considéralioi» 
élrangères.  N'esl-il  pas  évident ,  par  la  seule  dénnition  des  fonc- 
((ons  dériDces,  qu'elles  ne  sont  antre  ctiose  que  ce  que  Leibnili 
appelle  les  coejjkients  difj'érentiels,  on  les  rapports  de  la  dUTé- 
rentieile  de  chaque  fonction  !i  celle  de  la  variable  correspon- 
dante, puisque,  en  dÉicrmiuant  la  première  différentielle ,  on 
devra,  par  la  nature  même  delà  méthode  infinitésimale,  se  bor- 
ner à  prendre  le  seul  terme  de  l'accroiasemeut  de  la  fonction  qui 
contient  la  première  puissance  de  l'accroissement  Inlinimeut pe- 
tit de  la  Tariablc?  De  mënie,  la  fonction  dérivée  n'cst-elle  pas 
aussi  par  sa  nature,  la  limite  nécessaire  vers  laquelle  tend  le  rap- 
port entre  l'accroissement  de  la  fonction  primitive  et  celui  de  sa 
variable,  à  mesure  que  ce  dernier  diminue  indérmimcut ,  puis- 
qu'elle exprime  évidemment  ce  que  devient  ce  rapport,  en 
supposant  nul  l'accroissement  de  la  variable.  Ce  qu'on  dé»giie 

par  -^dans  la  méthode  de  Leïbnltz,  ce  qu'on  devrait  noter  L-^ 

dx  ^  « 

dans  celle  de  Newton ,  et  ce  que  Lagrange  a  indiqué  par  f  (s), 
est  toujours  une  même  fonction,  envisagée  sous  trois  points  de 
vue  différents;  les  considéralious  de  Leibnitz  elde  Newton, con- 
sistant proprement  fi  faire  connaître  deux  propriétés  générales 
nécessaires  de  la  fonction  dérivée.  L'analyse  transcendante,  éli- 
minée abstraitement ,  et  dans  son  principe ,  est  donc  toujours  la 
même,  quelle  que  soit  la  conception  qu'on  adopte  :  les  procédés 
du  calcul  des  fonctions  indirectes  sont  nécessairement  identiques 
dans  ces  diverses  méthodes,  qui  pareillement,  doivent,  pour  une 
application  quelconque,  conduire  coostammeat  à  des  résoUats 
rigoureusement  conformes. 

Si  maintenant  nous  cherchons  à  apprécier  la  valeur  relatlre 
de  ces  trois  conceptions  équivalentes,  nous  trouverons  ilani 
chacune  des  avantages  et  des  inconvénients  qui  lui  sont  propre*, 
et  qui  empêchent  encore  les  géomètres  de  s'en  tenir  stricteiB'tf 
il  une  seule  d'eutr'clles.  considérée  comme  définitive. 


MATHÉMATIQUE.  18?  ' 

La  conceptiou  de  LeIbniU  pri^sentc,laconlestablemeDl,ilans 
l'ensemble  des  applicaliOQs,  uue  supériorité  trôs-prououcée , 
en  couduisaoL  d'une  manière  beaucoup  plus  rapide,  ut  avec 
bien  moins  d'efforts  inteliecliiels ,  à  la  fornialiOD  des  éc]uations 
entre  les  grandeurs  auxiliaires.  C'est  h  son  usage  que  nous  de- 
vons la  tiaule  perfeclioa  qu'ont  enfin  acquise  toutes  les  théories 
générales  de  la  géométrie  et  de  la  mécanique.  Quelles  que 
soient  les  diverses  opinions  spéculatives  des  géomètres  sur  la 
méthode  infuiilésimale ,  envisagée  abslraltemenl ,  lous  s'ac- 
cordent taciteiiienl  Ix  l'employer  de  préféreuce ,  aussitôt  qu'ils 
ont  à  traiter  une  question  nouvelle ,  allu  de  ne  point  compli- 
quer la  dilUcullé  nécessaire  par  cet  obstacle  purement  arliliciel, 
provenant  d'une  obstination  déplacée  k  vouloir  suivre  une 
marche  moins  expéditive.  Lagrauge  lui-même,  après  avoir  re- 
construit sur  de  nouvelles  bases  l'analyse  transcendante,  a 
renda,  avec  celte  liaule  franchise  qui  convenait  si  Men  à  son 
géaie,  un  homuiage  éclalanl  et  Aéâsif  aux  propriétés  caraclé- 
rlstjques  de  la  conception  de  Leibnitz,  en  la  suivant  exclusive- 
ment clans  le  système  entier  de  la  mécanique  analytique.  Un  tel 
&iit  nous  dispense ,  à  ce  sujet ,  de  toute  autre  réflexion. 

Mais  quand  on  considère  eu  elle  luéme ,  et  sous  le  rapport 
logique,  la  couception  de  Leibuilz,  on  ne  peut  s'empèclior  de 
reconnaître  avec  L^range  qu'elle  est  radicalement  vicieuse,  en 
ce  que,  saivaul  ses  propres  expressions ,  la  notion  des  inrmi- 
ment  petits  est  une  it/t'e/uujj^iqu'ilest  impossible  en  elTel,  de  se 
représenter  nettement ,  quoiqu'on  se  fasse  quelquefois  Illusion  k 
cet  égard.  L'analyse  transcendante ,  ainsi  conçue ,  présente ,  à 
mes  yeux ,  relte  grande  imperfection  philosophique ,  de  se  trou- 
ver encore  essentiellement  fondée  sur  ces  principes  métaphysi- 
ques, dont  l'esprit  humain  a  eu  tant  de  peine  il  dégager  loutes  ses 
théories  positives.  Sous  ce  rapport,  on  peut  dire  que  la  méthode 
infini  tési  m  aie  porte  vraiment  l'empreinte  caractéristique  de  l'é- 
pQQue  du  sa  londatiou  ,  et  du  génie  propre  de  son  fondateur. 
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(>n  peut  bien,  il  esl  vrai,  par  l'ingénieuse  idée  de  la  compen- 
saltuD  des  erreurs ,  s'euptiquer  d'une  manière  générale  ,  comme 
nous  l'avons  fait  ci-dessus ,  l'exactitude  nécessaire  des  procédés 
généraux  qui  composent  la  mélliode  inlinilésiniale.  Mais  celit 
seul  n'est-il  pas  un  inconvénleat  radical ,  que  d'être  obligé  de 
distinguer,  en  maiiiémalique.  deux  classes  de  raisonoenienls , 
ceux  qui  sont  parfaitemeDl  rigoureux ,  et  ceux  dans  lesquels  on 
commet  à  dessein  des  erreurs  qui  devront  se  compenser  plm 
tard?  Une  conception  qui  conduit  <k  des  conséquences  ans^ 
éIruDges,  est,  sans  doute,  rationnellement,  bien  peu  satisfaisante. 

(le  serait  évidemment  Éluder  la  dllEcutlé  sans  la  résoudre, 
qnc  de  dire,  comme  on  l'a  Tait  quelquefois ,  qu'il  est  possible, 
par  rapport  h  cliaque  question,  do  Taire  rentrer  la  méthode  In- 
fln)téslmale  proprement  dite  dans  celle  des  limites,  dont  le  ca- 
ractère logique  est  irréprocliable.  D'ailleurs ,  une  telle  traos- 
formallon  enleva  presqu'entièrement  U  la  conception  de  Leib- 
nlle  lés  avantages  essentiels  qui  la  reconimaDdeoi  si  êDijoeo)- 
mciit,  qnant  k  la  facilité  et  à  la  rapidité  des  opérations  iotet- 
lectnellen. 

Kiilln  n'edt-on  même  aucun  égard  aux  importantes  coiuidé- 
ratlons  qui  précèdent,  la  méthode  infinitésimale  n'en  présen- 
terait pas  moins  évidemment,  par  sa  nalure,  ce  défaut  caplUl 
de  rompre  l'unité  de  la  mathématique  abstraite,  en  créant  on 
calcul  transcendant  fondé  sur  des  principes  si  différents  de  Mia 
qni  servent  de  base  h  l'analyse  ordinaire.  Ce  partage  de  l'asa- 
)yse  en  d(>ux  mondes  presque  Indépendants,  tend  .'i  empêcher 
la  formation  des  conceptions  analytiques  véritablement  géné- 
rales. Pour  en  bien  apprécier  les  conséquences,  il  faudrait  se 
reporter,  par  la  pensée,  &  l'état  dans  lequel  se  trouvait  la 
science ,  avant  que  Lagrange  eût  établi  entre  ces  deux  graotUs 
sections  une  harmonie  générale  et  délinllive. 

Pass-int  II  la  conception  de  Newton,  il  est  évident  que,  par 
sa  nalure,  elle  se  trouve  ;i  l'abri  des  objections  logiques  t» 
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(lanipiilales  que  provoque  la  méthode  de  Lfiïbnitz.  La  notion 
(les  /i'ini7w  est, en  effet,  remarquable  par  sa  netteté  et  par  sa 
Justesse  Dans  l'analyse  transcendante  présentée  de  celte  ma- 
nière ,  les  équations  sont  envisagées  comme  exactes  dt^  l'ori- 
^ae ,  et  les  règles  générales  da  raisonnement  sont  aussi  cons- 
tamment observées  qne  dans  l'analyse  ordinaire.  Mais,  d'au 
autre  cAté ,  elle  est  bien  loin  d'olTrlr.  pour  la  solution  des  pro- 
blàœes,  d'aussi  puissantes  ressources  que  la  mélliode  infmliési- 
malo.  Cette  obligation  qu'elle  Impose  de  ne  considérer  Jamais 
les  accroisscinenU  des  grandeurs  séparément  et  en  eux-mêmes , 
ni  seulement  dans  leurs  rapports,  mais  uniquement  dans  les 
limites  de  ces  rapports  ralentit  considérablement  la  marclie  de 
l'intelligence  pour  la  fonnalion  des  équations  auxiliaires.  On 
peut  niCme  dire  qu'elle  gêne  beaucoup  les  transformations 
poremenl  analytiques.  Aussi  te  calcul  transcendant ,  considéré 
séparément  de  ses  applications,  est-il  loin  d'oITrlr  dans  cette 
loélbode  l'étendue  et  la  généralité  que  lui  a  imprimées  la 
conception  de  Leibnitz.  C'est  très-péniblement,  par  exemple, 
qu'on  parvient  à  étendre  la  théorie  de  Newton  aux  fonctions  de 
plnsieurs  variables  indépendantes.  Quoi  qu'il  en  soit,  c'est 
surtout  par  rapport  aux  applications,  que  l'infériorité  relative 
de  cette  théorie  se  trouve  marquée. 

Je  ne  dois  pas  négliger  &  ce  sujet  de  faire  observer  que  plu- 
sieurs géomètres  du  continent,  en  adoptant,  comme  plus  ra- 
tionnelle, la  méthode  de  Newton ,  pour  servir  de  base  à  l'analyse 
tfanscendanle ,  ont  déguisé  en  partie  cette  infériorité,  par  une 
grave  incooséqueuce ,  qui  consiste  'd  appliquer  à  cette  mêtliode 
la  Dotation  imaginée  par  Leibuitz  pour  la  méthode  infinitési- 
male, et  qui  n'est  réellement  propre  qu'à  elle.  En  désignant 

par  -T^  ce  que,  rationnellement ,  il  faudrait ,  dans  la  liiéorie  des 
Undtes,  noter  t— ,  et  en  étendant  à  toutes  les  autres  notions 


I  Undtes 


amtrUqw»  ce  AôplMifMfA  de  «f9K».  m 
AmIc  4e  natter  leBxntfaecsipénm  des  4m  mélbodH; 
Mais  «■  Uf  fanlÊM^ttm  lédké,  qiÉ^  «taUr  entr' elles  une 
fw'itrr  «fâenr,  dvi  rtaàauie  and  à  aa^ecker  de  se  for- 
iMr4»lé6n  MUes  et  euctes  de  liae  a«  de  raatre.  U  wrah 
SHW  deule  ânage ,  i  niwriiihyr  cet  nsa^  en  hd-m^me ,  que, 
far  le  k«I  moyt»  des  BgBefi,oB  pût  cfectoer  use  vériubte 
conlifMiisiim  eatre  devi  IbéariesscBéfalesaasa  dislioctes. 

EadM  b  nélbode  des  UBules,  présenle  aossi .  quoiqo'â  no 
aofodre  deigré,  rinfODrénient  majenr  que  f  ai  si^alé  ci-dessus. 
dawi  U  loéUiode  infiDiLésiinale .  d'établir  une  séparation  totale 
entre  l'analfse  ordinaire  et  i'analj^e  Irattscendanle.  Car  l'idée 
des  limita .  quoiqae  nette  et  rigonrense ,  n'en  est  pas  moins, 
par  eUe-même .  comme  Lagrange  l'a  remarqué ,  nne  idée  élran- 
ffh'K ,  dout  les  (liéories  analftiques  ne  devraient  pas  se  troam 
d^peiidanles. 

Olle  onllé  parfaite  de  l'analyse,  co  caractère  paremenl 
abulralt  de  ses  notions  Tondamentales .  se  trouvent  au  plus  liani 
Ae^ré  dans  la  conccptiOD  de  Lagrange .  et  ne  se  trouvent  qoe 
li'i.  Klle  e:4t,pour  cette  raison. ta  plus  rationnelle  et  ta  pliu 
pIltlOHopblipie  Aa  toutes.  Ëcarlanl  avec  soin  toute  considérallan 
MK^roRf^ne .  Lagrange  a  réduit  l'analyse  transcendante  i  m 
véritable  carnctèrp  propre ,  celui  d'olTrir  une  classe  très-étenilm 
iIh  IranRformallons  analytiques,  à  l'aide  desquelles  on  fadliie 
NlnRull^reinent  l'expression  des  conditions  des  divers  problèmes. 
Itn  rnAinc  temps ,  cette  analyse  s'est  nécessairement  présentée 
pnr  Iti  eoinme  une  simple  extension  de  l'analyse  ordinaire;  elle 
li'it  phm  (Mii  qu'une  nlg(*bre  supérieure.  Toutes  les  diverses 
Itorltvii.  JuMin'nlors  si  incohérentes,  de  la  mathématique  abs- 
traltOiOntpu  être  conçues,  dés  ce  moment ,  comme  formanl 
iill  ftystt^mi'  unique. 

MitllKHiroUM'iiieut ,  une  rooceptiou  douée ,  indépendammenl 
iIp  la  itolnlltiit  nI  sliHplir  et  si  lucide  (|ui  lui  correspond ,  de  pro- 
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aosgi  foodamcnlalps,  el  qui  est, sans  doute.destini^e  A 
avenir  ta  lliéorie  déllnitive  de  l'iinalyse  traosccndaiiie .  à  cause 
ite  sa  haute  supériorilé  philosophique  sur  loutes  les  autres 
mëlhodos  proposées ,  présente  dnns  son  état  actuel .  trop  de 
dilBcultés,  quant  aux  applications ,  lorsqu'on  la  compare  ti  la 
conception  de  Newton,  et  surtout  à  celle  de  I.eïLuili.  pour 
pouvoir  être  encore  exclusivement  adoptée.  i„igran);e  lui-même, 
ii'esl  parvenu  que  très-péniblemimt  i  retrouver,  d'après  sa 
méthode ,  les  résultats  principaux  dt'jâ  obtenus  par  la  méthode 
infinitésimale  pour  la  solution  des  questions  générales  de  géo- 
métrie et  de  mécanique;  on  peut  juger  par  lA  combien  ou  trou- 
verait d'obstacles  à  traiter,  de  la  même  manière .  des  questions 
\Taimenl  nouvelles  et  de  quelque  importance.  11  est  vrai  que 
Lagrange ,  en  plusieurs  occasions ,  a  uioulré  que  les  dlfTicullés . 
mêmes  artihcielles,deienninent,  dans  les  hommes  de  génie, 
des  efforts  supérieurs,  susceptibles  de  conduire  il  des  résultats 
plus  étendub.  C'est  ainsi  qu'en  tentant  d'adapter  sa  méthode  & 
l'étude  <le  la  courbure  des  lignes,  qui  paraissait  si  peu  pouvoir 
en  comporter  l'application,  il  s'est  élevé  îi  cette  belle  théorie 
des  contacts ,  qui  a  tant  perrectionné  celte  partie  importante 
de  la  géométrie.  Mais,  malgré  ces  heureuses  exceptions,  la 
conception  de  Lagrange  n'en  est  pas  moins  jusqu'Ici  demeurée , 
dans  son  ensemble ,  essentiellement  impropre  au:i  applica- 
lions- 
Le  résultat  final  de  la  comparaison  générale  que  je  viens 
d'esquisser,  et  qui  exigerait  de  plus  amples  développements, 
est  donc,  comme  je  l'avais  avancé  en  commençant  celte  leçon, 
que,  pour  connaître  réellement  l'analyse  transcendante,  il  faut 
non-seulement  laconsîdérer,  dans  son  principe ,  d'après  les  trois 
conceptions  fondamentales  distinctes,  produites  par  Leibnitz.par 
Newton,  elpar  Lagrange, mais,  en  outre,  s'habituer  à  suivre  pres- 
qu'inditréremment  d'après  ces  trois  méthodes  principales ,  et 
suriout  d'après  les  deux  extrêmes,  la  solution  de  toutes  les 
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questioDS  importantes^  soit  da  calcal  des  fDDctioiis  indirectes 
en  loi-même^  soit  de  ses  applications.  C'est  une  marche  que  je 
ne  saurais  trop  fortement  recommander  à  toos  ceax  qui  dé« 
sirent  jager  philosophiquement  cette  admfarable  création  de 
l'esprit  humain,  comme  à  ceux  qui  veulent  essentiellement 
apprendre  à  se  servir  avec  succès  et  avec  facilité  de  ce  puissant 
instrument  Dans  toutes  les  antres  parties  de  la  science  mathé- 
matique ,  la  considération  de  diverses  méthodes  pour  une  seule 
classe  de  questions  peut  être  utile ,  même  indépendamment  de 
l'intérêt  hbtorique  qu'elle  présente;  mais  elle  n'est  point  fai- 
dispensabie  :  ici ,  au  contraire ,  elle  est  strictement  nécessaire. 
Ayant  déterminé  avec  précision ,  dans  cette  leçon ,  le  carac- 
tère philosophique  du  calcul  des  fonctions  indhrectes,d'a[»to 
les  principales  conceptions  fondam^tales  dont  Q  est  susceptiUe, 
il  me  reste  maintenant  à  considérer,  dans  la  leçon  suivante, 
la  division  rationnelle  et  la  composition  générale  de  ce  calmd. 
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un  sOiCral  du  «alcDl  de*  ronciloiu  Indimics. 

Par  suite  des  coosidûrations  exposées  dans  la  leçon  précé- 
dente ,  on  coDçoit  que  le  calcul  des  fonctions  indirectes  se  di- 
rise  nécessairement  en  deux  parties .  ou ,  pour  mieux  dire ,  se 
décompose  en  deux  calculs  tout-à-fait  distincts ,  quoique ,  par 
leur  nature,  intimement  liés;  suivant  qu'on  se  propose  de  trou- 
ver les  relations  entre  les  grandeurs  auxiliaires,  donl  l'inlro- 
daction  constitue  l'esprit  général  de  ce  calcul,  d'après  tes  re- 
lations entre  les  grandeurs  primitives  correspondantes  ;  ou  qu'on 
cherche,  en  sens  inverse,  à  découvrir  ces  équations  directes 
d'après  les  équations  indirectes  établies  ImmédiatemenL  Tel 
est,  en  elTct,  le  double  objet  qu'on  a  coutlnueilement  en  vue 
dans  l'analyse  transcendante. 

Ces  deux  calculs  ont  reçu  diiïérents  noms ,  selon  le  point  de 
vue  sous  lequel  a  été  envisagé  l'ensemble  de  cette  analyse.  La 
méltiode  infinilésimale  proprement  dite  étanl  jusqu'ici  la  plus 
usitée,  par  les  raisons  que  j'ai  discutées,  presrjue  tous  les 
géomètres  du  continent  emploient  habituellement,  pour  dési- 
gner ces  deux  calculs,  les  dénominations  de  calcul  différenliel 
et  de  calcul  intégrait  établies  par   Lelbuitz,  et  qui   sont,  en 

Ides  conséquences  très-rationnelles  de  sa  conception, 
1 ,  d'après  sa  méthode ,  a  nommé  le  premier,  le  calad 
icJof»,et  le  second  le  calcul  îles  fluenia,  expressions 
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communément  adoptées  en  Angleterre.  Enfin  ^  eu  suivant  la 
théorie  éminemment  philosophique  fondée  par  Lagrange^  on 
appellerait  run,le  calcul  des  fonctions  dérivées  y  et  l'autre  le 
calcul  des  fonctions  primitives.  Je  continuerai  à  me  servir  des 
termes  de  Leîbnitz,  comme  plus  propres ,  dans  notre  langue ^  à 
la  formation  des  expressions  secondaires,  quoique  je  doive, 
d'oprès  les  explications  contenues  dans  la  leçon  précédente , 
employer  concurremment  toutes  les  diverses  conceptions ,  en 
me  rapprochant ,  autant  que  possible ,  de  celle  de  Lagrange. 

Le  calcul  différentiel  est  évidemment  la  base  rationnelle  da 
calcul  intégral.  Car  nous  ne  savons  et  ne  pouvons  savoir  inté- 
grer immédiatement  que  leà  expressions  différentielles  produites 
par  la  différentiation  des  diverses  fonctions  isimples  qui  consti- 
tuent les  éléments  généraux  de  notre  analyse.  L'art  de  Tinté- 
gfàtion  consista  ensuite  essentiellement  à  ramener,  autant  que 
pôsii^le ,  tous  les  autres  cas  à  ne  dépendre  finalement  que  de 
ce  petit  nombre  d'ititégratiotis  fondamentales. 

En  considérant  Tensemble  de  l'analyse  transcendante,  tel 
que  Je  Tai  caractérisé  dans  la  leçon  précédente ,  on  ne  voit  pas 
d'abord  quelle  peut  être  l'utilité  propre  du  calcul  différentiel, 
indépendamment  de  cette  k'elatton  nécessaire  avec  le  calcul 
intégral^  qui  semble  devoif  être ,  par  lui-même,  lé  seul  direc- 
tement indispensable.  En  effet,  l'élimination  des  infinitésimales 
OU  des  dérivées^  introduites  comAie  auxiliaires  pour  faciliter 
l'établissement  des  équations^  constituant,  d'après  ce  que  nous 
avons  vu ,  l'objet  définitif  et  invariable  du  cifilcul  des  fonctions 
indirectes  ;  il  est  naturel  de  penset  que  te  csdcul  qui  enseigne 
h  déduire  des  équations  entre  ces  grandeurs  auxiliaires,  celles 
qui  ont  lieu  entre  les  grandeurs  primitives  elles-mêmes,  doit 
strictement  suffire  aux  besoins  généraux  de  l'analyse  transcen- 
dante, sans  qu'on  aperçoive,  au  premier  coup-d'oâl,  quelle 
part  spéciale  et  constante  peut  avoir,  dans  une  telle  analyse, 
la  solution  de  la  question  inverse.  Ce  serait  abusivement  que, 
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suivant  l'usage  ordinaire,  pour  expliquer  l'infloetiGe  directe  et 
nécessaire  propre  au  calcul  [lilTéreniiel ,  ou  lui  assignerait  la 
destination  de  former  les  équations  dilTérentiellcs ,  d'oti  le  cal- 
cul iuti^gral  fait  parvenir  ensuite  aui  équations  finies.  Car  ta 
fonnalion  primilivc  des  équations  difTérenlielles  n'est,  et  ne 
peut  être,  à  proprement  parler,  l'objet  d'uucuu  calcul,  puis- 
qu'elle constitue ,  au  contraire ,  par  sa  nature ,  le  point  de  dé- 
part indispensable  de  tout  calcul  quelconque.  Comment,  en 
particulier,  le  calcul  différentiel  qui ,  par  lui  mémo ,  se  réduit 
il  enseigfner  les  moyens  de  di/j'treutier  les  diverses  équations, 
poorrait-il  être  un  procédé  général  pour  en  établir? Ce  qui, 
dans  tonte  application  de  l'analyse  transcendante ,  facilite  en 
effet  la  formation  des  équations ,  c'est  la  méthode  infinitésimale , 
et  non  le  eulcul  tulinitésimal ,  qui  en  est  parfaitement  distinct, 
quoiqu'en  élant  le  complément  indispensable.  Une  telle  const- 
dératloB  donnerait  donc  une  fausse  idée  de  la  destination  spé* 
ciale  qui  caraclérfec  le  calcul  différentiel  dans  le  système  gé- 
oéral  de  l'analyse  transcendante. 

Mais«e  sérail ,  néanmoins ,  concevoir  bien  tmparfailement  la 
véritable  importance  propre  de  celle  première  brandie  du 
calcul  des  fonctions  indirectes,  que  d'y  voir  seulement  un  simple 
travail  préliminaire ,  n'ayant  d'autre  objet  général  et  essentiel 
que  de  préparer  au  calcul  intégral  des  fondements  indispen- 
sabtes.  Comme  les  idées  sont  ordinairement  confuses  à  cet 
^ard,  je  crois  devoir  expliquer  sommairement  Ici  cette  Im- 
portante relation ,  telle  que  je  la  conçois .  et  montrer  que ,  dans 
(Aaque  appJicalion  quelconque  de  l'analyse  transcendante ,  une 
première  part  directe  et  nécessaire  est  constamnienf  assignée 

1      au  calcul  différentiel. 

En   formant  les  équations  dlffércnliclles   d'un    plténoméne 

I     quelconque ,  il  est  bien  rare  qu'on  se  borne  îi  iutroiinire  diffé- 

I      rertieltemenl  les  seules  grandeurs-dont  on  cherche  les  relations. 

L     S'imposer  celte  condition ,  ce  serait  diminuor  inurdomenl  1rs 

1^ 
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ressources  que  présente  TaDalyse  trauscendanle  pour  l'expres- 
sion des  lois  mathématiques  des  phénomènes.  Le  plus  souTeul 
on  fait  entrer  aussi  par  leurs  ililTérenlielles ,  dans  ces  équations 
premières,  d'autres  grandeurs,  dont  la  relation  est  déjà  connue 
ou  supposée  l'être ,  et  sans  la  considéraUon  desquelles  il  serait 
fréquemment  impossible  d'établir  les  équations.  C'est  ainsi ,  par 
exemple,  que  dans  le  problème  général  de  la  rectification  des 
courbes,  l'équation  différeottelle,  ^H 

rfj»  ^  dy'-\-  rf^',  OU  rf.!'  =  da;'  -j-  dy'  -|-  rf;i,  ^^B 
n'est  pas  seulement  établie  entre  la  fonction  cherchée  *  et  la 
variable  indépendante  x  ù  laquelle  on  veut  la  rapporter;  mais 
on  a  introduit  en  même  temps ,  comme  inlerniédiaircs  indis- 
pensables ,  les  dilTérenlielles  d'une  ou  deux  autres  lonclions  y 
et  z ,  qui  sont  au  nombre  des  données  du  problème  ;  il  n'eût 
pas  été  possible  de  former  immédiatement  l'équation  entre  dt 
eidj!,  qui  serait  d'ailleurs  particulière  à  chaque  courbe  con^- 
dérée.  Il  en  est  de  même  pour  la  plupart  des  questions.  Or, 
dans  ces  cas,  il  est  évident  que  l'équation  différentielle  n'est 
pas  immédiatement  propre  à  l'intégration.  Il  faut,  auparavant, 
que  les  difTérenlielles  des  fondions  supposées  connues,  qui  ont 
été  employées  comme  intermédiaires,  soient  entièrement  éli- 
minées ,  alin  qne  les  équations  se  trouvent  établies  entre  les 
différentielles  des  seules  fonctions  cherchées  et  celles  des  va- 
riables réellement  indépendantes ,  après  quoi  la  question  ne 
dépend  plus  efTectivement  que  du  calcul  intégral.  Or,  celle 
élimination  préparatoire  de  certaines  difrérenlielles,  afin  de 
réduire  les  infinitésimales  au  plus  petit  nombre  possible,  est 
simplement  du  ressort  du  calcul  différentiel.  Car  elle  doit  se 
faire ,  évidemment ,  en  déterminant .  d'après  les  équations  entre 
les  fonctions  supposées  connues  prises  pour  intermédiaires,  les 
relations  de  leurs  dilTérentieiles ,  ce  qui  n'est  qu'une  question 
de  différentiation.  Ainsi,  par  exemple,  dans  le  cas  des  rectifi- 
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calions,  il  Taudra  d'abord  calculer  'dij  i 
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lOj  cl  d: ,  en  diffé- 


renliaol ,  l'^quatioa  ou  les  (équations  de  chaque  courbe  pro- 
posée; et,  d'après  ces  expressions,  la  formule  différentieUc 
générale  énoncée  ci-dessus  ne  contiendra  plus  que  (h  el  dxi 
parvenue  h  ce  point  l'élimination  des  inflnilésimales  ne  peut 
plus  eire  achevée  qiie  par  le  calcul  intégral. 

Tel  est  donc  l'oflice  général  néccssairemeut  propre  au  calcul 
différentiel  dans  la  solution  lolale  des  questions  qui  exigent 
l'emploi  de  l'analyse  transcendante  :  préparer,  autant  que 
possible ,  l'élimination  des  [nnnitésiinales,  c'est-à-dire  réduire , 
dans  chaque  cas,  les  équations  différentielles  primitives  à  ne 
plus  contenir  que  les  différentielles  des  variables  réellement 
indépendantes  et  celles  des  fonctions  cherchées ,  en  faisant  dis- 
paraître, par  la  différentiation ,  les  différentielles  de  toutes  les 
autres  fondions  connues  qui  ont  pu  être  prises  pour  intermé- 
diaires lors  de  la  formation  des  équations  différentielles  du  pro- 
blème. 

Pour  certaines  questions , qui ,  quoiqu'on  petit  nombre,  n'en 
ont  pas  moins,  ainsi  que  nous  le  verrons  plus  lard,  une  très- 
grande  importance,  les  grandeurs  cherchées  se  trouvent  mfime 
entrer  directement,  et  non  par  leurs  différentielles,  dans  les 
équations  différentielles  primitives,  qui  ne  contienncDl  alors 
différent!  elle  m  eut  que  les  diverses  fonctions  connues ,  employées 
comme  intermédiaires  d'après  l'explication  précédente.  Ces 
cas  sont ,  de  tons ,  les  plus  favorables ,  car ,  il  est  évident  que  le 
calcul  différentiel  sufRt  alors  entièrement  à  l'éUmination  com- 
plète des  inflnilésimales,  sans  que  la  question  puisse  donner 
lieu  à  aucune  intégration.  C'est  ce  qui  arrive,  par  exemple, 
dans  le  problème  des  tangentes,  en  géométrie  ;  dans  celui  des 
vitesses,  en  mécanique ,  etc. 

Enfln ,  plusieurs  autres  questions,  dont  le  nombre  est  aussi 
fort  petit,  mais  dont  l'importance  n'est  pas  moins  grande,  pré- 
sentent nii  second  cas  d'exception,  qui  est ,  par  sa  nature ,  exac- 
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lemenl  l'inverse  du  précédenL  Ce  sont  celles  où  les  éqoadA^f 
riîffi^rentlelles  se  trouvent  êlrc  immédiatement  propres  it  VI^Ê 
tégralion,  parce  qu'elles  ne  contiennent,  des  leur  premwW 
Tormation ,  que  les  innnXésimales  relatives  aux  fonctions  cHé^H 
chées  ou  aux  variables  réellement  indépendantes,  s:ins  qn'oD 
ait  été  obligé  d'introduire  dUTérentiellemeut  d'autres  foiicllons 
comme  intermédiaires.  Si ,  dans  ces  nouveaux  cas ,  on  a  eiTec- 
livement  employé  ces  dernières  fonctions,  comme,  par  liypo- 
thèse,  elles  entreront  directement  et  non  par  leurs  difîéren- 
Uelles ,  l'algèbre  ordÎDaire  sufiira  pour  les  éliminer ,  et  réduire 
la  question  â  ne  plus  dépendre  que  dn  calcul  inlégrai.  Le  calcul 
différentiel  n'aura  donc  alors  aucnne  part  spéciale  il  la  so* 
lution  complète  du  problferai-,  qin  sera  tout  entière  du  ressort 
du  calcul  intégral.  La  question  générale  des  quadratures  en 
offre  un  exemple  important ,  car  l'équation  différentielle  élanl 
alors,  dA=ydx,  deviendra  immédiatement  propre  à  l'Inté- 
gralion  aussitôt  qu'on  aura  éliminé,  d'après  l'équalion  de  la 
courbe  proposée ,  la  fonction  intermédiaire  y,  qui  n'y  entre 
point  différentleilement  :  la  même  circonstance  a  lieu  pour  le 
problème  des  cubatures.  et  pour  quelques  autres  aussi  essen- 
tieK 

En  résultat  général  des  considérations  précédentes ,  il  fitit 
donc  partager  en  trois  classes  les  quesllons  mathématiques^ 
exigent  l'emploi  de  l'analyse  transcendante  :  la  première  dasM 
comprend  les  problèmes  susceptibles  d'être  entièrement  résolM 
au  moyen  du  seul  calcul  différentiel ,  sans  aucun  besoin  du 
calcul  intégral;  la  seconde, ceux  qui  sont,  au  contraire,  «IH 
tièrement  du  ressort  du  calcul  intégral .  sans  que  le  calcul 
différentiel  ait  aucune  pari  &  leur  solution  ;  enliu ,  dans  la  troi- 
sième et  la  plus  étendue,  qui  constitue  le  cas  normal,  les  deux 
autres  n'étant  que  d'exceplioo ,  les  deux  calculs  ont  successi- 
vement une  part  distincte  et  nécessaire  .'t  la  solution  complète 
ilu  problème,  le  calcul  différentiel  faisant  subir  aux  éqasIioDS 
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différeo  lie  Iles  priaiitives ,  uue  pri^paraliuu  JttUit^peDsable  &  l'ap- 
ptication  du  calcul  intégral.  l'cUes  sout  cxaclemcDl  les  rcUlioDs 
générales  de  ces  deux  calculs,  dont  on  se  forme  communément 
des  idées  trop  peu  précises. 

.letons  maintenant  un  coup-d'œil  général  sur  la  composilion 
rationelte  de  cbacmi  d'eux ,  en  commençant ,  comme  il  convient 
évidemment,  par  le  calcul  ditTërenliel. 

Dans  l'exposition  de  l'analyse  transcendante ,  on  a  l'habitude 
de  mêler  à  la  partie  purement  analytique ,  qui  se  réduit  au 
traité  abstrait  de  la  dilTérentiaUoa  et  de  l'intégration ,  l'étude 
de  ses  diverses  applications  principales,  surtout  de  celles  qui 
cgncernent  la  géométrie.  Cette  confusion  d'idées,  qui  est  une 
suite  do  mode  elTectif  suivant  lequel  la  science  s'est  développée, 
présente .  sous  le  rapport  dogmatique ,  de  graves  iuconvénients 
en  ce  qu'elle  empêciie  de  concevoir  convenablement,  soit  l'ana- 
lyse ,  soit  la  géométrie.  Devant  considérer  ici  la  coordination  la 
plus  ralionelle  possible,  je  ne  comprendrai,  dans  le  lableau 
suivQDt,  que  le  calcul  des  fonctions  indirectes  proprement  dit, 
rÉscrvonl,  pour  la  portion  de  ce  volume  relative  h  l'étude  phi- 
losophique de  la  mathématique  concrète,  l'examcu  g<inéra1  de 
ses  grandes  applications  géométriques  et  mécaniques  *. 

La  division  fondamentale  du  calcul  dilTéreutiel  pur,  ou  du 
traité  général  de  la  dilTérentialion,  consiste  à  distinguer  deux 
cas ,  suivant  que  les  fonctions  analytiques  qu'il  s'agit  de  dlITé- 
rentier  sont  expUdiet  ou  implicites  ;  d'où  deux  parties  ordinai- 
remeat  désignées  par  les  noms  de  diiïérentiation  des  formules 
etdUférenlialion  des  équations .  il  est  aisé  de  concevoir  à  priori 
l'importancB  de  cette  dassiiicatioa.   En  effet,  une  telle  dis- 


t  J'ai  Mabli  depult  lonEIeoips,  dans  mon  riueiguemeDl  ordinaire  de  l'ansljK 
trantcanilinte ,  l'ordre  i|uc!  je  vois  exposer.  Un  iiou'eaa  professeur  d'analyse 
Irantcendante  ft  l'Ëcole  Pnly leclinique,  btcc  leiguel  je  me  félicite  de  m'ftre  rsn- 
cnnlrP,  U.  Malliïeu  uBdo^lè,  dans  ion  cours  deccMe  anuée,  une  marche  euen- 
:'itU(nwal  wmlilalijf. 
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lincUou  serail  illusoire  si  l'analyse  ordinaire  était  parfaite, 
c'est-à-dire ,  si  l'on  savait  résoudre  algébriquement  toutes  les 
équations;  car  alors  il  serail  possible  de  rendre  explicite  toute 
fonction  implicite  ;  et,  en  ne  la  dlITérentiant  que  dans  cet  état,  la 
seconde  partie  du  calcul  diiïérentiel  rentrerait  imniédiaieœent 
dans  la  première ,  sans  donner  lieu  à  aucune  nouvelle  difficullé. 
Mais  la  résolution  algébrique  des  équations  étant,  comme 
nous  l'avons  vu ,  encore  presque  dans  l'enfauce ,  et  ignorée  jus- 
qu'à présent  pour  le  plus  grand  nombre  des  cas,  on  compreiHl 
qu'il  en  doit  être  tout  autrement;  puisqu'il  s'agit  dès  lors,  à 
proprement  parler,  de  dillérenller  une  fonction  sans  la  coq- 
naître,  bien  qu'elle  soit  déterminée.  Ij  différeutiation  des 
fonctions  implicites  constitue  donc,  par  sa  nalare,une  question 
vraiment  distincte  de  celle  que  présentent  les  fonctions  expli- 
cites, et  nécessairement  plus  compliquée.  Ainsi  c'est  évident- 
ment  par  la  diOTérentiatlon  des  formules  qu'il  faut  commencer, 
et  on  parvient  ensuite  h  ramener  généralement  h  ce  premier 
cas  la  dilTêrentiatlon  des  équations,  par  certaines  considéra- 
tions analytiques  invariables,  que  je  ne  dois  pas  mentionner 
ici. 

Ces  deux  cas  généraux  de  la  dilTérentlalion  sont  encore  dis- 
lincls  sous  un  autre  rapport  également  nécessaire ,  et  trop  Im- 
portant pour  que  je  néglige  de  le  signaler.  La  relation  ob- 
tenue eulre  les  difTérentielles  est  constamment  plus  indirecte, 
par  rapport  à  celte  des  quantités  liuies.dans  la  différentiatioa 
des  fonctions  implicites  que  dans  celle  des  fonctions  explicites. 
On  sait  j  en  effet,  d'après  tes  considérations  présentées  par  U- 
grange  sur  la  formation  générale  des  équations  différentielles, 
que ,  d'une  part ,  la  même  équation  primitive  peut  donner  UeD 
à  un  plus  ou  moins  grand  nombre  d'équations  dérivées  de 
formes  très-diverses ,  quoique ,  au  fond,  équivalentes,  suivant 
celles  des  constantes  arbitraires  que  l'on  élimine ,  ce  qui  n'a 
pas  Heu  dans  la  différeutiation  des  formules  explicites;  elque? 


d'une  anire  part,  le  système  mliui  d'équalions  primitives  dtlTé- 
rentes  qui  correspondent  à  une  même  équation  dérivée,  pré- 
sente une  variété  analytique  bien  plus  profonde  que  celle  des 
diverses  fondions  susceptibles  d'une  même  dilTérenticlle  expli- 
cite, et  qui  ne  se  distinguent  les  unes  des  autres  que  par  un  terme 
constant.  Les  fonctions  implicites  doivent  donc  élre  envisagées 
comme  étant  réellement  encore  plus  modifiées  par  la  différen- 
UalioD  que  les  fonctions  explicites.  Nous  retrouverons  tout  à 
l'heure  celte  considëralion  relativement  au  calcul  intégral, ou 
elle  acquiert  une  importance  prépondérante. 

Chacune  des  deux  parties  fondamentales  du  calcul  ditl'éren- 
Uel  se  subdivise  elle-Diérac  en  deux  théories  très-distinctes, 
suivaDt  qu'il  s'agit  de  dilTérentier  des  fonctions  .i  une  seule  va- 
riable ,  ou  des  fonctions  à  plusieurs  variables  ludëpendantes. 
Ce  second  cas  est,  par  sa  nature,  tout-fi-fait  distinct  du  premier, 
et  préseute  évidemment  plus  de  complication,  même  en  ne 
CODSldéranl  que  les  fondions  explicites,  et  à  plus  forte  raison 
pour  les  fonctions  implicites.  Du  reste .  l'un  se  déduit  généra- 
lement de  l'autre,  à  l'aide  d'un  principe  invariable  fort  simple, 
qui  consiste  à  regarder  la  différentielle  totale  d'une  fonction 
en  vertu  des  accroissements  simultanés  des  diverses  variables 
indépendantes  qu'elles  contient ,  comme  la  somme  des  diffé- 
rentielles partielles  que  produirait  l'accroissement  séparé  de 
chaque  variable  successivement,  si  toutes  les  autres  étaient 
constantes.  Il  faut,  d'ailleurs,  soigneusement  remarquer  à  ce 
sujet  une  noiiou  nouvelle  qu'introduit,  dans  le  système  de 
l'analyse  transcendante,  la  distinction  des  fondions  i  une  seule 
variable  et  à  plusieurs  :  c'est  !a  considération  de  ces  diverses 
bmctions  dérivées  spéciales,  relatives  à  chaque  variable  isolé- 
meot,  et  dont  le  nombre  croit  de  plus  en  plus  a  mesure  que 
l'ordre  de  la  dérivation  s'élève,  et  aussi  quand  les  variables  sont 
plus  multipliées.  11  en  résulte  que  les  relations  différentielles 
prupres  aux  lonclious  de  plusieurs  variables,  sont,  par  leur 
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nature  y  et  bien  plus  indirectes ,  et  surtout  beaucoup  plus  in- 
déterminées que  celles  relatives  aux  fonctions  d'une  seule  va- 
riable. Cela  est  principalement  sensible  pour  les  fonctions 
implicites  où ,  au  lieu  des  simples  constantes  arbitraires  que 
Télimination  fait  disparaître  quand  on  forme  les  équations  dif- 
férentielles propres  aux  fonctions  d'une  seule  variable ,  ce  sont 
des  fonctions  arbitraires  des  variables  proposées  qui  se  trouvent 
éliminées 9  d'où  doivent  résulter ,  lors  des  Intégrations,  des 
diilicultés  spéciales. 

Enfin,  pour  compléter  ce  tableau  sommaire  des  diverses 
parties  essentielles  du  calcul  différentiel  proprement  dit,  je 
dois  ajouter  que,  dans  la  différentiation  des  fonctions  implicites, 
soit  à  une  seule  variable ,  soit  à  plusieurs ,  il  faut  encore  dis- 
tinguer le  cas  où  il  s'agit  de  différentier  à  la  fois  diverses 
fonctions  de  ce  genre ,  mêlées  dans  certaines  équations  primi- 
tives, de  celui  où  toutes  ces  fonctions  sont  séparées. 

Les  fonctions  sont  évidemment ,  en  effet,  encore  plus  impli* 
cites  dans  te  premier  cas  que  dans  le  second ,  si  l'on  considère 
que  la  même  imperfection  de  l'analyse  ordinaire,  qui  empêche 
de  convertir  toute  fonction  implicite  en  une  fonction  explicite 
équivalente ,  ne  permet  pas  davantage  de  séparer  les  fonctions 
qui  entrent  simultanément  dans  un  système  quelconque  d'équa- 
tions, il  s'agit  alors  de  différentier,  non-seulement  sans  savoir 
résoudre  les  équations  primitives  ,  mais  même  sans  pouvoir 
effectuer  entr' elles  les  éliminations  convenables,  ce  qui  consti- 
tue une  nouvelle  difficulté. 

Tels  sont  donc  l'enchaînement  naturel  et  la  distribution  ra^ 
tionnelle  des  diverses  théories  principales  dont  se  compose  le 
traité  général  de  la  différentiation.  On  voit  que ,  la  différenUa<r 
tion  des  fonctions  implicites  se  déduisant  de  celle  des  fonctions 
explicites  par  un  seul  principe  constant,  et  la  différentiation  des 
fonctions  à  plusieurs  variables  se  ramenant,  par  un  autre  prin- 
cipe fixe  ,  à  celle  des  fonctions  à  une  seule  variable ,  tout  iç 
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calcul  dilTéreniiel  se  tronve  reposer,  en  dernière  analyse,  sur 
la  différentiation  des  fouclions  euplicilcs  à  une  seule  variable , 
la  seule  qui  s'exécuie  jamais  direclement  Or,  il  esl  aisé  de 
concevoir  que  celle  ppemière  ihéoric,  base  nécessaire  du  sys- 
tème entier ,  consiste  simplenient  dans  la  difTcreuliaUon  des  dix 
fonctions  simples,  qui  sont  les  éléments  uniformes  de  loules 
nos  combinaisons  analytU|ucs ,  et  dont  j'ai  présenté  le  tableau 
(4* leçon,  page  126),  Car  la  différentiation  des  fonctions  com- 
posées se  déduit  évidemment,  d'une  manifrre  immédiate  et 
nécessaire ,  de  celle  des  fonctions  simples  qui  les  constituent. 
C'est  donc  h  la  connaissance  de  ces  dn  dilTérentlelles  fonda- 
mentales, et  à  celle  des  deux  principes  généraux,  ci-desHUS 
mentionnés,  qui  y  ramènent  tous  les  autres  ras  possibles,  que 
se  réduit .  îi  proprement  parler,  tout  le  traité  de  la  dilTéren- 
tiation.  On  voit ,  par  la  combiuaisou  de  ces  diverses  considéra- 
tions, combien  est  h  la  fois  simple  ol  parfait  le  système  entier 
du  calcul  diffc'roDtiel  proprement  dit.  Il  ronstilue  certaincmenl, 
sous  le  rapport  logique ,  le  spectacle  le  plus  intéressant  que 
l'analyse  mathématique  puisse  présenter  à  notre  intelligence. 

Le  tableau  général  que  je  riens  d'esquisser  sommairement 
ofTrb-aîl,  néanmoins,  une  lacune  cssenticUc,  si  je  n'indiquais 
ici  distinctement  nnedermèrc  théorie. (jui  forme,  par  sa  ualure, 
le  complément  iDdispensablc  du  traité  de  la  différentiation. 
C'est  celle  qui  a  pour  objet  la  transformation  cousiante  des 
fonctions  dérivées,  en  résultat  des  cbangements  déterminés  de 
variables  indépendantes,  d'oli  résulte  la  possibilité  de  rapporter 
k  de  nouvelles  variables  toutes  les  formules  ditTérentielIcs  gé- 
nérales étabbes  primitivement  pour  d'autres.  Cette  question 
est  maintenant  résolue  de  la  manière  la  plus  complète  et  la 
plus  simple ,  comme  louies  celles  dont  se  compose  le  calcnl 
différenlieL  On  conçoit  aisément  l'importance  générale  qu'elle 
doit  avoir  dans  les  applications  quelconques  de  l'analyse  trans- 
■jçeadante.  dont  elle  peut  être  considérée  comme  augmentant  les 
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ressources  foudamentales ,  en  permcltani  de  choisir,  pour  for- 
mer d'abord  plus  aisément  les  ùquatious  difTérenlielles,  le  sys- 
tème de  variables  IndépendaDtes  qni  paraîtra  le  plus  avania- 
geux  ,  bien  qu'H  ne  doive  pas  eirc  mainteDu  plus  lard.  C'est 
ainsi ,  par  exemple ,  que  la  plupart  des  questions  principales  île 
la  gtïoniétrle  se  résolvent  beaucoup  plus  aist^ment  eo  rapportant 
tes  lignes  et  les  surfaces  à  des  coordonnées  reclillgiies,  et  qu'on 
peut  néanmoins  fltre  conduit  h  les  appliquer  ù  des  formes  ex- 
primées analytiquement  fi  l'aide  de  coordonnées  polaires,  ou  de 
toute  autre  manière.  On  pourra  commencer  alors  la  solulion 
différentielle  du  problème  en  employant  toujours  le  système 
rectiligne,  mais  seulement  comme  un  intermédiaire,  d'apri) 
lequel,  par  la  théorie  générale  que  nous  avons  en  vue  ici, on 
passera  au  système  définitif,  qu'il  eût  été  quelquefois  impossUiIï 
de  considérer  directement. 

Dans  la  classillcation  rationnelle  que  je  viens  d'exposer  poNl 
l'ensemble  du  calcul  dilTérentiel ,  on  serait  naturellement  lenlC 
de  signaler  une  omission  grave ,  puisque  je  n'ai  pas  sous-ditlsi 
chacune  des  quatre  parties  essentielles  d'après  une  autre  cODii- 
dération  générale ,  qui  semble  d'abord  fort  Importante  en  elle- 
même,  celle  de  l'ordre  plus  ou  moins  élevé  de  la  difTérentiatioo. 
Mais  il  est  aisé  de  comprendre  que  celle  distinction  n'a  aDcmie 
influence  réelle  dans  le  calcul  différentiel, en  ce  qu'elle  n'ï 
donne  lieu  à  aucune  difficulté  nouvelle.  En  effet,  si  le  calcul  dif- 
férentiel n'était  pas  rigoureusement  complet,  c'est-à-dire,  d  on   ] 
ne  savait  point  dilTérenlier  indistinctement  toute  fonction  quel- 
conque, la  différentiation  au  second  ordre,  ou  à  un  ordre  supé- 
rieur, de  chaque  fonction  déterminée ,  pourrait  engendrer  des 
dlIBcnltés  spéciales.  Mais  la  parfaite  universalité  du  calcul  diffé- 
rentiel donne  évidemment  l'assurance  de  pouvoir  différenUer  & 
un  ordre  quelconque  toutes  les  fonctions  analytiques  connues, 
la  question  se  réduisant  sans  cesse  a  une  dltTérentiaiion  au  pre- 
mier ordre,  successivement  redoublée.  Ainsi, la  considération 
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des  ûhcTs  ordres  de  dîflëreDlJelles  peut  bien  donner  naissance  à 
de  nouvelles  remarques  plus  ou  moins  importantes,  surioat  en 
ce  qui  concenie  la  formaiion  des  i^uaiions  différenlielles.  et  les 
dériïées  partielles  successives  des  fondions  à  plusieurs  varia- 
bles. Mais  elle  ne  saurait.  évideiDmeDt.  couslituer  aucun  oon- 
rean  problème  général  dans  le  Irailë  de  la  diffère ntialion.  Nous 
Terrons  tout-à-l'heure  que  celte  distinction ,  qui  n'a ,  pour  ainsi 

il  dire,  aocone  importance  daus  le  calcol  différeniiel,  en  acquiert, 
m  contraire ,  une  très-grande  dans  le  calcul  intégral ,  en  verlo 

il  de  rexlréme  imperfeciion  de  ce  dernier  calcul. 

Enfin ,  quoique  j'aie  cru ,  en  thèse  générale ,  ne  devoir  nnUe- 

j  ment  envisager  en  ce  moment  les  diverses  applications  princi- 
pales du  calcul  dilTérentiel,  il  convient  néanmoins  de  faire  une 
exception  pour  celles  qoi  consistent  daos  la  solution  de  ques- 
limis  purement  analytiques ,  qui  doivent ,  en  effet ,  être  ration- 
ndlement  placée  à  la  suite  du  traité  de  la  différentiation  pro- 
prement dite,  à  cause  de  rtiomogénêUé  évidente  des  considéra- 
tions. Ces  questions  peuveul  se  réduire  à  trois  essentielles  :  1*  le 
développement  en  séries  des  ronclions  1  une  seule  ou  à  plusieurs 
variables,  ou,  plus  généralement,  la  Iransformatiou  des  fonc- 
lioBs,  qui  constitue  la  plus  belle  et  ta  plus  imporlaule  applica- 
fiofl  dn  calcul  différentiel  à  l'analyse  générale,  et  qui  comprend, 
omre  la  série  fondamentale  découverte  par  Taylor.  les  séries  si 
remarquables  trouvées  par  ïlaclauria,  par  Jean  Bernouilti ,  par 
Ugrange ,  etc.  ;  2'  la  ibéorie  générale  des  valeurs  maiima  et 
minioia  pour  les  fonctions  quelconques  à  une  seule  ou  â  plu- 

'   li^irs  variables ,  un  des  plus  intéressants  problèmes  que  puisse 

Il  présenter  l'analyse ,  quelque  élémenlaire  qu'il  soit  devenu  au- 
}oint}'hui ,  et  à  la  solution  complète  duquel  le  calcul  différentiel 
s'applique  très-naturellement;  3°  enfin ,  la  détermination  géné- 
rale de  la  vraie  valeur  des  fonctions  qui  se  présentent  sous  une 
apparence  indéterminée  pour  certaines  hypoibèses  faites  sur  les 
s  des  variables  correspondantes,  ce  qui  est  le  problème  le 
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moins  étendu  et  le  moins  important  des  trois ,  quoiqu'il  mériie 
d'éire  noté  ici.  La  première  question  est,  sans  contredit,  la 
principale  sous  tous  les  rapports  :  elle  est  aussi  la  plus  suscep- 
tible d'acquérir  dans  la  suite  une  extension  nouvelle,  surtout  en 
concevant,  d'une  manière  plus  large  qu'on  ne  l'a  fait  jusqu'ici, 
l'emploi  du  calcul  différentiel  pour  la  transformation  des 
fonctions,  au  sujet  de  laquelle  Lagrange  a  laissé  quelques  in- 
dications précieuses^  qui  n'ont  encore  été  ni  généralisées  ni 
suivies 

Je  regrette  beaucoup  d'être  obligé,  par  les  limites  nécessaires 
de  cet  ouvrage,  de  me  borner  à  des  considérations  sommaires 
aussi  insuffisantes  sur  tous  les  divers  sujets  que  je  viens  de  passer 
en  revue,  et  qui  comporteraient,  par  leur  nature,  des  dévelop- 
pements beaucoup  plus  étendus^  en  continuant  toujours  néai- 
moins  à  rester  dans  les  généralités  qui  sont  le  sujet  propre  de 
ce  cours.  Je  passe  maintenant  à  l'exposition  également  raq[^ 
du  tableau  systématique  du  calcul  intégral  proprement  dit,  c'est- 
à-dire  du  traité  abstrait  de  l'intégration. 

La  division  fondamentale  du  calcul  intégral  est  fondée  sorle 
même  principe  que  celte  ci-dessus  exposée  pour  le  caJcul  diffé- 
rentiel, en  distinguant  l'intégration  des  formules  différentielles 
explicites ,  et  l'intégration  des  différentielles  implicites ,  ou  des 
équations  différentielles.  La  séparation  de  ces  deux  cas  est  même 
bien  plus  profonde  relativement  à  l'intégration,  que  sous  le 
simple  rapport  de  la  différentiation.  Dans  le  calcul  différentiel) 
en  effet,  cette  distinction  ne  repose ,  comme  nous  l'avons  vu, 
que  sur  l'extrême  imperfection  de  l'analyse  ordinaire.  Mais,  au 
contraire ,  il  est  aisé  de  voir  que,  quand  même  toutes  les  équa- 
tions seraient  résolues  algébriquement ,  les  équations  différen- 
tielles n'en  constitueraient  pas  moins  un  cas  d'intégration 
tout  à  fait  distinct  de  celui  que  présentent  les  formules  diffé- 
rentielles explicites.  Car,  en  se  bornant,  par  exemple,  an  pre- 
mier ordre  et  à  une  fonction  unique  y  d'une  seule  variable 


»ur  plus  de  siniplicllé,  si  l'on  suppose  résolue,  par  rapport 
it  ^,  uue  ^ijuaiiOQ  dilTérenticUp  quelconque  enlrc  x,y  el  -~ ,  l'ex- 
pression (le  la  foDcrioQ  dérivée  se  trouvant  alors  contenir  gé- 
Dérateiuent  la  Tourtion  primitive  oUe-uiéine  qui  est  l'ohjet  de  la 
recherche,  la  question  d'intégraiion  n'aurait  nulleiuenl  cljang^de 
nature,  et  la  solution  n'aurait  fait  réellement  d'autre  progrès 
que  d'avoir  amené  l'équairoii  dilTé  rend  elle ,  proposée  &  ne  plus 
£lre  que  du  premier  degré  relativement  à  la  Tonctlon  dérivée,  ce 
qui  est,  eu  soi,  de  peu  d'importance.  La  dilTérenlielle  n'en  se- 
rait donc  pas  moins  déterminée  d'une  manière  â  peu  prés  aussi 
impliciic  qu'auparavant,  sous  le  rapport  de  l'intégration ,  qui 
commuerait  â  présenter  essentiellement  la  même  dilBculté  ca- 
ractéristique. La  résolution  algébrique  des  équations  ne  pour- 
rait faire  rentrer  le  cas  que  nous  considérons  dans  la  simple  in- 
t^^ation  des  diiïérentielles  expliritcs,  que  dans  les  occasions 
très-particulières  où  l'équation  ditTérenllelle  proposée  ne  con- 
tiendrait point  la  fonction  primitive  elle-même,  ce  qui  permet- 
trait, par  conséquent,  en  la  résolvant,  de  trouver  -/en  fonc- 

(LT- 

liOD  de  X  seulement,  et  de  réduire  ainsi  la  question  aux  quadra- 
tures. 

La  considération  que  je  viens  d'indiquer  pour  les  équations 
différentielles  les  plus  simples  aurait  évidemment  encore  plus 
d'importance  pour  celles  des  ordres  supérieurs  ou  qui  contien- 
draient shimllanémcul  diverses  fouctions  de  plusieurs  variaiiies 
indépendantes.  Ainsi, l'intégration  des  dilTérentielies  qui  ne  sont 
déterminées  qu'implicitement  constitue  par  sa  nature,  et.  sans 
aucun  égard  à  l'élat  de  l'algèbre,  un  cas  entièrement  distinct  de 
celui  relatif  aux  dilTêreniieties  explicitement  exprimées  en  fonc- 
lieu  des  variaLles  indépendantes.  L'intégration  des  équations 
diOërentielles  est  donc  nécessairement  plus  compliquée  que  celle 
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des  différentielles  explicites^  par  l'élaboration  desquelles  le  cal- 
cul intégral  a  pris  naissance^  et  dont  ensuite  on  s'est  efforcé  de 
faire,  autant  que  possible ,  dépendre  les  antres.  Tous  les  di?ers 
procédés  analytiques  proposés  jusqu'ici  pour  intégrer  les  équa- 
tions diiTérentielles,  soit  la  séparation  des  variables,  soit  la  mé- 
thode des  multiplicateurs,  etc.,  ont  en  effet  pour  but  de  ramener 
ces  intégrations  à  celles  des  formules  différentielles ,  la  seule 
qui ,  par  sa  nature ,  puisse  être  entreprise  directement  Malbeu- 
reusement,  quelqu'imparfaite  que  soit  jusqu'ici  cette  base  né- 
cessaire de  tout  le  calcul  intégral,  l'art  d'y  réduire  l'intégration 
des  équations  différentielles  est  encore  bien  moins  avancé. 

Chacune  de  ces  deux  branches  fondamentales  du  calcul  in- 
tégral se  sous-divise  ensuite  en  deux  autres,  comme  dans  le  cal- 
cul différentiel,  et  par  des  motifs  exactement  analogues  (que  je 
me  dispenserai ,  par  conséquent,  de  reproduire j^  suivant  que 
Ton  considère  des  fonctions  à  une  variable  ou  des  fonctions  à 
plusieurs  variables  indépendantes.  Je  ferai  seulement  observer 
que  cette  distinction  est,  comme  la  précédente,  encore  plus  im- 
portante pour  rintégration  que  pour  la  différentiation.  Gela  est 
surtout  remarquable,  relativement  aux  équations  différentielles. 
En  effet,  celles  qui  se  rapportent  à  plusieurs  variables  indépen- 
dantes peuvent  évidemment  présenter  cette  difficulté  caracté- 
ristique, et  d'un  ordre  bien  plus  élevé,  que  la  fonction  cherchée 
soit  définie  différentiellement  par  une  simple  relation  entre  ses 
diverses  dérivées  spéciales  relatives  aux  différentes  variables 
prises  séparément.  De  là  résulte  la  branche  la  plus  difficile,  et 
aussi  la  plus  étendue  du  calcul  intégral,  ce  qu'on  nomme  ordi- 
nairement le  calcul  intégral  aux  différences  partielles  y  créé  par 
d'Alembert,  et  dans  lequel,  suivant  la  juste  appréciation  de  La- 
grange  ,  les  géomètres  auraient  dû  voir  réellement  un  calcul 
nouveau,  dont  le  caractère  philosophique  n'est  pas  assez  exac- 
tement jugé.  Une  différence  très-saillante  entre  ce  cas  et  celui 
des  équations  à  une  seule  variable  indépendante  consiste^  comme 


ji>  l'ai  observé  ci-dessus,  dans  les  fonctions  arbitraires  qui  rem- 
placent les  sijuples  constantes  arbitraires  poar  donner  aux  inté- 
grales correspondantes  tonte  la  généralité  convenable. 

A  peine  aî-je  besoin  de  dire  que  celte  branche  supérieure  de 
l'analyse  transcendante  est  encore  cnliërement  dans  l'enfance . 
pobqne ,  seulement  dans  le  cas  le  pins  simple,  celui  d'tuie  éqna- 
lioD  du  premier  ordre  entre  les  dérivées  partielles  d'une  seule 
fonction  à  deux  variables  indépendantes,  on  ne  sait  point  mSme 
jusqu'ici  complètement  ramener  l'intégration  h  celle  des  équa- 
tions différenUelles  ordinaires.  L'intégration  relative  aux  fonc- 
tions de  plusieurs  variables  est  beaucoup  plus  avancée,  dans  le 
cas,  inlîoiment  plus  simpL',à  la  vériIé,oii  il  ne  s'^I  que  des 
formules  différentielles  explicites.  On  sait  alors  en  elTet,  quand 
ces  formules  remplissent  les  conditions  convenables  d'inlégra- 
bUité,  réduire  constamment  leur  intégration  aux  quadratores. 

Cne  nouvelle  distinction  générale,  applicable,  comme  sous- 
division  ,  à  l'intégration  des  difTérentielles  explicites  ou  impli- 
cites, à  une  seule  variable  ou  h  plusieurs,  se  lire  de  l'ordre  plus 
ou  moins  élevé  des  diCTérentiations,  qui  ne  donne  lieu  à  aucune 
question  spéciale  dans  !e  calcul  différentiel,  ainsi  que  nous  l'a- 
voas  remarqué. 

Reialivement  aux  différentielles  explicites,  soit  h  une  variable, 
«il  à  plusieurs,  la  nécessité  de  distinguer  leurs  divers  ordres 
De  tient  qu'à  t' extrême  imperfection  du  calcul  intégral  Eu  effet. 
â  l'on  savait  constamment  intégrer  toute  formule  différentielle 
fin  premier  ordre,  l'intégration  d'une  formule  du  second  ordre 
DO  de  tout  autre  ne  constituerait  point,  évidemment ,  une  ques- 
tion nouvelle ,  puisqu'en  l'inl^ant  d'abord  au  premier  ordre , 
OB  parviendrait  à  l'expression  différentielle  de  l'ordre  immédia- 
tement précédent, d'oii, par  une  suite  convenable  d'intégrations 
lUlogues,  on  serait  certain  de  remonter  (iaalement  à  la  fonc- 
ttcnjirimitive,  objet  propre  d'un  tel  travail.  Mais  le  pea  de  con- 
5  que  nous  possédons  sur  les  intégrations  premières 
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fait  qu'il  n'eu  esl  poinL  ainsi,  et  que  l'ordre  plus  ou  moins  élevi! 
des  différentielles  engendre  des  difiicullés  nouvelles.  Car,  ayani 
des  formules  différentielles  d'un  ordre  quelconque  supérieur  au 
premier,  il  peut  arriver  qu'on  sache  les  intégrer  une  première 
fois  ou  plusieurs  fois  de  suite ,  et  que,  Déanmoins ,  on  ne  puisse 
remonter  ainsi  aux  fonctions  primitives,  si  ces  travaux  préliioi- 
naires  ont  produit ,  pour  les  différentielles  d'un  ordre  inférieur, 
des  expressions  dont  les  iotégraies  ne  sont  pas  connues.  Celte 
circonstance  doit  se  présenter  d'autant  plus  fréquemment, le 
nombre  des  intégrales  connues  étant  encore  fort  petit,  que  ces 
intégrales  successives  sont  généralement,  comme  on  sait,  des 
fonctions  très- différentes  des  dérivées  qui  les  ont  engeadrées. 

Par  rapport  aux  différentielles  implicites,  la  distinction  des 
ordres  est  encore  plus  imporlante;  car,  outre  le  motif  précé- 
dent, dont  l'influence  est  évidemment  ici  analogue,  et  même  S 
un  plus  liant  degré,  il  esl  aisé  de  sentir  que  l'ordre  supérieur  des 
équalioDS  dilTérenlielles  donne  lieu  néoessairenienl  h  des  que^ 
lions  d'une  nature  nouvelle.  En  effet,  sût-on  même  intégrer  In- 
distinctement toute  équation  du  premier  ordre  relative  à  une 
fonction  unique ,  cela  ne  suffirait  point  pour  faire  obtenir  l'inté- 
grale définitive  d'une  équation  d'un  ordre  quelconque,  toute 
équation  différentielle  n'étant  pas  réductible  à  celle  d'un  ordre 
Immédiatement  inférieur.  Si  l'on  a  par  exemple,  pour  ilélerminer 
une  fonclion  y  de  la  variable  r.  une  relation  quelconque  entre 

j-,  y,  -^  et  y-j  on  n'en  pourra  point  déduire  immédialemeot, 

en  effectuant  une  première  intégration,  la  relation  différentielk 

du 
correspondante  entre  ^,  y,  et  -j—  d'où,  par  une  seconde  inté- 
gration on  remonterait  à  l'équation  primitive.  Cela  n'aurait  lieo 
nécessairement,  du  moins  sans  introduire  de  nouvelles  fonction 
.-luxiliaires ,  que  si  l'équation  du  second  ordre  proposée  ne  con- 
tenait point  la  fonction  cherchée  y,  concurremment  avec  sestW- 
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rivées.  Eu  ihèsc  g(ïn^ralo.  les  (ïquniîons  dUTérentielles  (tevroni 
doDc  réellemeul  eire  envisagées  coiDine  présentant  des  cas  d'au- 
tant plus  impliciiox  que  leur  ordre  est  plus  élevé,  et  qui  ue  pour- 
ront rentrer  les  uns  dans  les  autres  que  par  des  méthodes  spé- 
ciales, dont  la  recherche  constitue,  par  conséquent,  une  nouvelle 
classe  de  (|uesIions ,  fi  l'égard  desquelles  on  ue  sait  jusqu'ici 
presque  rien ,  tn^me  pour  les  fonctions  d'une  seule  variable  '. 

Au  reste,  quand  on  examine,  d'une  manière  très-approroudiei 
cette  disUnclion  des  divers  ordres  d'équations  difTérealieUes,on 
trotive  qu'elle  pourrait  rentrer  conslamment  dans  une  dernière 
dîsUnctîongénérale,relative  aux  équations  dilTérenllelles.  que  j'ai 
encore  à  signaler.  En  effet ,  les  équations  difTéreulielles  h  une 
seule  ou  à  plu^eurs  variables  indépendantes  peuvent  ne  con- 
tenir sitiiplement  qu'une  seule  fonction,  ou  bien,  dans  un  cas 
évidemment  plus  compliqué  et  plus  implicite,  qui  correspond  t 
la  dllTérentiation  des  fonctlous  implicites  simultanées,  on  peut 
avoir  à  déterminer  en  même  temps  plusieurs  Tonctions  d'après 
des  éqtiatiODS  diETércnlielles  où  elles  se  trouvent  mêlées,  concur- 
remment avec  leurs  diverses  dénvées.  Il  est  clair  qu'un  tel  état 
de  la  question  présente  nécessairement  une  nouvelle  diflictilté 
spéciale ,  celle  d'établir  la  séparation  des  différentes  fonctions 
cfaercbées,  en  formant  pour  chacune,  d'après  les  équations  dif- 
férentielles proposées,  une  équation  différentielle  isolée,  qui  ne 
contienne  plus  les  autres  fonctions  ni  leurs  dérivées.  Ce  travail 
préliminaire ,  qui  est  l'analogue  de  l'éUminnlioD  en  algèbre ,  est 
évidemment  indispensable  avant  de  tenter  aucune  intégration 
tlifccte,  puisqu'on  ne  peut  entreprendre  généralement,  a  moins 
d'artifices  spéciaux  très-rarement  applicables,  de  déterminer 
Immédiatement  à  la  fois  plusieurs  fonctions  distinctes.  Or.  il  est 


•  l^  Miil  cas  ituporli-int  de  ce  genre  qui  nit  ùlt  comiilètemenl  Iruiié  jusqu'id, 
val  riDiégulioo  gMËmle  des  équaliona  iiaéaires  d'un  orclii:  quelcoiique,  »  coïf- 
ficîKDis  cuuilunu.  Encore  se  itnun'-l-ïlledâpenitrvQaïleinenl  tfela  r^soluilon 
dn  équMiaiM  d'un  \irgTt  tg»\  fe  l'ordre  d«  I*  ditrtrenlialmn. 
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aisé  (l'éliiblir  la  colDcidcDce  exacte  et  nécessaire  de  celle  nou- 
velle distincliOD  avec  ia  précédente,  relalive  h  l'ordre  des  équa- 
tions diiïérentielles.  On  sait,  en  eiïet.que  lamélhode  générale 
pour  isoler  les  fonctions  dans  les  équations  différentielles  simul- 
tanées, consiste  essentiellement  à  former  des  équations  différen- 
tielles, séparément  relatives  à  chaque  fonclion,et  doul  l'ordre 
est  égal  h  la  somme  de  tous  cens  des  diverses  équations  pro- 
posées. Cette  transformation  peut  s'effectuer  constamment  D'un 
autre  cOté ,  toute  équation  différentielle  d'un  ordre  quelconque 
relalive  à  une  seule  fonction  pourrait  évidemment  se  ramener 
toujours  au  premier  ordre,  en  introduisant  un  nombre  conve- 
nable d'équations  différentielles  auxiliaires ,  contenant  simulta- 
nément les  diverses  dérivées  antérieures  considérées  comme 
nouvelles  fonctions  à  déterminer.  Ce  procédé  a  même  été  quel- 
quefois employé  avec  succès,  quoique,  en  général,  il  ne  soit  pas 
normal.  Ce  sont  donc  deux  genres  de  conditions  nécessaireracnl 
équivalents,  dans  la  théorie  générale  des  équations  dilTéreD- 
tielles,  que  la  simultanéité  d'un  plus  ou  moins  grand  nombre  de 
fonctions,  et  l'ordre  de  difTérentiallon  plus  ou  moins  élevé  d'iuic 
fonction  unique.  En  augmentant  l'ordre  des  équations  différen- 
tielles, on  peuL  isoler  toutes  les  fonctions;  et,  en  multipliant  ar- 
liGciellement  le  nombre  des  fonctions ,  on  peut  ramener  toutes 
les  équations  au  premier  ordre.  11  n'y  a ,  par  conséquent,  dam 
l'un  et  l'autre  cas ,  qu'une  même  difficulté .  envisagée  sous  dein 
points  de  vue  différents.  Mais,  de  quelque  manière  qu'on  la  con- 
çoive, cette  nouvelle  diUiculté  commune  n'en  est  pas  moim 
réelle,  et  n'en  constitue  pas  moins,  par  sa  nature,  une  sépara- 
tion tranchée  entre  l'intégration  des  équations  du  premier  ordre 
et  celle  des  équations  d'un  ordre  supérieur.  Je  préfère  indiquer 
la  distinction  sous  cette  dernière  forme,  comme  plus  simple,  plo) 
générale  et  plus  rationnelle. 

D'après  les  diverses  considérations  indiquées  ci-desSQS  sa 
l'enchaînement  rationnel  des  différentes  parties  principales  da| 
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calcul  intégral,  OQ  voit  que  l'intégration  des  Tormules  dlDTéren- 
Uellps  explicites  du  premier  ordre  à  une  seule  ïadable  est  la 
base  nécessaire  de  toutes  les  autres  intégrations,  qu'on  ne  par- 
vient jamais  à  efTectuer  qu'autant  qu'on  peut  les  faire  rentrer 
dans  ce  cas  élémentaire,  le  seul  évidemment  qui ,  par  sa  nature, 
soit  susceptible  d'fitre  traité  directement-  Celte  intégration 
simple  et  fondamentale  est  souvent  désignée  par  l'expression 
commode  de  quadratures ,  attendu  que  toute  intégrale  de  ce 
genre5/'(3;)  rfir, peut, en  elTct, être  envisagée  comme  représen- 
(anl  l'aire  d'une  courbe  dont  l'équation  en  coordonnées  recli- 
lignes  serait  y=f(x).  Vue  telle  classe  de  questions  correspond , 
dans  le  calcul  différentiel,  au  cas  élémentaire  de  la  difTérentia- 
tlon  des  fonctions  explicites  à  une  seule  variable.  Mais  la  ques* 
tlon  intégrale  est ,  par  sa  nature ,  bien  autrement  compliquée,  et 
surtout  beaucoup  plus  étendue  que  la  question  différentielle. 
Celle-ci  se  réduit  nécessairement,  en  cITet,  comme  nous  l'avons 
VU, à  la  dilTéretiUalion  des  dix  rouclious  simples,  tSlémeiils  de 
toutes  celles  que  l'analyse  considère.  Au  contraire,  l'intégration 
des  fonctions  composées  ne  se  déduit  point  nécessairement  de 
celle  des  fonctions  simples,  dont  chaque  nouvelle  combinaison 
doit  présenter,  sous  le  rapport  du  calcul  intégral,  des  difficultés 
spéciales.  De  là,  l'étendue  naturellcuient  indéfinie,  et  la  compli- 
cation si  variée  de  la  question  des  quadratures,  sur  laquelle, 
malgré  tous  les  elforts  des  analystes,  on  possède  encore  si  peu 
de  connaissances  complètes. 

En  décomposant  cette  question,  comme  il  est  naturel  de  le 
faire ,  suivant  les  diverses  formes  que  peut  aifecter  la  fonction 
dérivée,  on  distingue  d'abord  le  cas  des  fonctions  algébriques, 
et  ensuite  celui  des  fonctions  transcendantes.  L'intégration  vrai- 
ment analytique  de  ce  dernier  ordre  d'expressions  est  jusqu'ici 
fort  peu  avancée, soit  pour  les  fonctions  exponentielles,  soit 
pour  les  fonctions  logarithmiques ,  soit  pour  les  fonctions  circu- 
laires. On  n'a  traité  encore  qu'un  très-petit  nombre  de  cas  de 
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ces  trois  divers  genres,  en  les  choisissnol  parmi  les  plus  simples, 
qui  coDduisCDt  même  ordinairemenl  k  des  calcnts  exlrtiuiement 
pénibles.  Ce  que  noas  devons  surloul  remarquer  à  ce  sujet  sous 
le  rapport  phiiosophiquc,  c'tist  que  les  divers  procédés  de  qua- 
drature ne  Uenoent  h  aucune  vue  générale  sur  l'inlégration ,  cl 
consistent  en  de  simples  artifices  de  calcul  fort  incoliérents  entre 
eux .  et  dont  le  nombre  est  très-multiplié,  à  cause  de  l'étendue 
irès-bornée  de  chacun  d'eux.  Je  dois  cependant  signaler  ici  un 
(ie  ces  artifices  qui,  sans  être  réellement  une  miitbode  d'inlé- 
(^rallon ,  est  néanmoins  remarquable  par  sa  généralité  :  c'est  le 
procédé  Invenlé  par  Jean  Bemouilli ,  et  connu  sous  le  nom  de 
i'intéçratian  par  parties,  d'aprùs  lequel  louie  intégrale  peut  Cire 
ramenée  h  une  autre ,  qui  se  trouve  quelquefois  être  plus  facile 
il  obtenir.  Cette  Ingénieuse  relation  mérite  d'être  notée  sous  on 
autre  rapport ,  comme  ayant  offert  la  première  idée  de  cette 
transformation  les  unes  dans  les  autres  des  intégrales  encore  In- 
connues, qui  a  reçu  dans  ces  derniers  temps  une  plus  grande  «• 
tcnsiou,  et  dont  M.  Pourier  surloul  a  fait  un  as^e  si  nouveau  d 
si  important  pour  les  questions  analytiques  engendrées  par  la 
Ihéorie  de  la  chaleur. 

Quant  a  l'intégration  des  fonctions  algébriques,  elle  est  plos 
avancée.  Cependant,  on  ne  sait  encore  presque  rien  relativemeni 
aux  fonctions  irrationnelles,  dont  les  intégrales  n'ont  été  ob- 
tenues que  dans  des  cas  extrêmement  bornés,  et  surtout  eu  les 
rendant  rationuelles.  L'intégration  dos  fondions  rationnelles  M 
jusqu'ici  la  seule  théorie  du  calcul  intégra)  qui  ait  pu  être  Irallée 
d'une  manière  vraiment  complète  :  sous  le  rapport  logique,  elle 
en  constitue  donc  la  partie  la  plus  satisfaisante ,  mais  peuMIfE 
aussi  la  moins  Importante,  11  est  même  essentiel  de  remarquer, 
pour  avoir  une  juste  idée  de  l'extrême  imperfection  du  cilcnl 
Inti^ral ,  que  ce  cas  si  peu  étendu  n'est  enliêreinent  rcsoln  que 
pour  ce  qui  concerne  proprement  l'intégration,  envisagée  d'une 
manière  abstraite  ;  car.  dans  i'exéculion ,  la  lliéorie  se  trouve  le 


MATHËM&nQUE.  âÏ5 

plus  souvent,  iadépeDdamnienl  de  la  compUcaElon  des  calculs, 
lout-à-faît  arrêtée  par  l'impcrrecliou  de  l'analyse  ordinaire,  at- 
tendu qu'elle  fait  dépendre  fEualemenl  l'Intégration  de  la  réso- 
lution algébrique  des  équations,  ce  qui  en  limite  singulièrement 
l'usage. 

Pour  saisir,  d'une  manière  générale ,  l'esprit  des  divers  pro- 
cédés d'après  lesquels  on  procède  aux  quadratures,  nous  devons 
reconnaître  d'ailleurs  que,  par  sa  nature,  ils  ne  peuvent  être 
fondés  primitivement  que  sur  la  dilTéreutialion  des  dix  fonctions 
simples,  dont  les  résultats,  considérés  sous  le  point  de  vue  in- 
verse, établissent  autant  de  théorèmes  immédiats  de  calcul  in- 
teralliés seuls  qui  puissent  être  connus  directement,  tout  l'art 
de  rinlëgrallon  consistant  ensuite ,  comme  je  l'ai  exprimé  eu 
commençant  cette  leçon,  à  faire  rentrer,  autant  que  possible, 
toutes  les  autres  quadratures  dans  ce  petit  nombre  de  quadra- 
tures élémentaires,  ce  qui  mallicureusemeot  nous  est  eucore  le 
plus  Souvent  inconnu. 

Dans  cette  éuuaiération  raisonoée  des  diverses  parties  essen- 
tielles de  calcul  intégral  suivant  leurs  relations  logiques,  j'ai  né- 
gligé à  dessein, pour  ne  pas  interrompre  l'encbalnemeot,de 
considérer  distinctement  une  théorie  fort  importante,  qui  forme 
implicitement  une  portion  de  la  théorie  générale  de  linlégra- 
lion  des  équations  diUérentiellES ,  mais  que  je  dois  ici  signaler 
séparément,  comme  étant,  pour  ainsi  dire,  en  dehors  du  calcul 
Intégral ,  et  offrant  néanmoins  le  plus  grand  intérêt ,  soit  par  sa 
perfecliou  rationnelle ,  soit  par  l'étendue  de  ses  applications.  Je 
veux  parler  de  ce  qu'on  appelle  les  solutions  sinifitlièrcs  des 
équations  difTérentietles,  dites  quelquefois,  mais  h  tort,  solutions 
particulières,  qui  ont  été  le  sujet  de  travaux  très-remarquables 
de  la  part  d'Euler  et  de  Laplace,  et  dont  Lagrange  surtout  a 
présenté  une  si  belle  et  si  simple  théorie  générale.  On  sait  que 
Clairaut,qu]  le  premier,  eut  occasion  d'en  remarquer  l'exis- 
.  ieoce)  y  vil  un  paradoxe  de  calcul  intégral ,  puisque  ces  solu- 
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tioDs  onl  pour  caractère  propre  de  satisfaire  anx  équations  dif- 
férentielles s.-iDs  être  iiéannioius  comprises  dans  les  Inlégralei 
géoérales  correspondantes.  Lagrange  a,  depuis,  expliqué  ce  pa- 
radoxe de  la  manière  la  plus  Ingénieuse  et  la  pins  satisfaisante, 
en  montrant  comment  de  telles  solutions  dérivent  toujours  de 
l'inlégrale  générale  par  la  variation  des  constantes  arbitraires. 
Il  a  aussi,  le  premier,  convenablement  apprécié  l'importance 
de  cette  lliéorie ,  et  c'est  avec  raison  qu'il  lui  a  consacré,  dans  ses 
leçons  sur  le  calcul  des  fonctions,  un  si  grand  développement 
Sous  le  point  de  vue  rationnel,  celte  lliéorie  mérite  en  effet 
toute  notre  attention ,  par  le  caractère  de  parfaite  généralité 
qu'elle  comporte ,  puisque  Lagrange  a  exposé  des  procédés  in- 
variables et  fort  simples  pour  trouver  la  solution  singulière  de 
toute  équalion  différeutielle  quelconque  qui  en  est  susceptible; 
et ,  ce  qui  n'est  pas  moins  remarquable ,  ces  procédés  n'exigent 
aucune  intégration ,  consistant  seulement  dans  des  ditrérenlia- 
ttons,  et  par  là  même  toujours  .Ipplicables.  La  différeulialion  esl 
ainsi  devenue ,  par  un  beureux  artilicc ,  un  moyen  de  suppléer 
dans  certaines  circonslances  fk  l'imperfection  du  calcul  intégral 
En  effet,  certains  problèmes  exigent  surtout,  par  leur  nature,  la 
connaissance  de  ces  solutions  sitiguliéres.  Telles  sont,  par 
exemple ,  en  géométrie ,  toutes  les  questions  où  il  s'agit  de  dé- 
terminer une  courbe  d'après  une  propriété  quelconque  de  u 
tangente  ou  de  son  cercle  osculateur.  Dans  Ions  les  cas  de  ce 
genre ,  après  avoir  exprimé  cette  propriété  par  une  équalk» 
différentielle,  ce  sera,  sous  le  rapport  analytique,  l'équalies 
singulière  qui  constituera  l'objet  le  plus  important  de  la  re- 
cherche,  puisqu'elle  seule  représentera  la  courbe  demandée, 
l'intégrale  générale,  qui  devient  dès  lors  inutile  à  connaître,  ne 
devant  désigner  autre  chose  que  le  système  des  tangentes  oudes 
cercles  osculateurs  de  cette  courbe.  On  conçoit  aisément,  d'après 
cela,  toute  l'bnporlance  de  cette  théorie,  qui  me  semble  n'être 
y).'is  encore  suffisamment  appréciée  par  la  plupart  des  géomètre». 


Eniio,  pour  achever  de  sigoaler  le  vasle  ensemble  de  re- 
cherches analytiques  doDt  se  compose  ie  calcul  inlëgml  propre- 
ment dit ,  il  me  reste  à  meDlionner  une  théorie  fort  importante 
dans  toutes  les  applications  de  l'analyse  transcendante ,  que  j'ai 
dû  laisser  en  dehors  du  système  comme  n'étant  pas  réellement 
destinée  fi  une  véritable  intégration ,  et  se  proposant  au  con- 
traire de  remplacer  la  connaissance  des  intégrales  vraiment  ana- 
lytiques, qui  sont  le  plus  souvent  ignorées.  On  voit  qu'il  s'agit 
de  la  détermination  des  intégrales  définies. 

L'expression ,  toujours  possible ,  des  intégrales  en  séries  indé- 
finies, peut  d'abord  être  envisagée  comme  un  heureux  moyen 
général  de  compenser  souvent  l'extrême  imperfection  du  calcul 
intégral.  Mais  l'emploi  de  telles  séries,  à  cause  de  leur  compli- 
cation et  de  la  dilBculté  de  découvrir  la  loi  de  leurs  termes,  est 
ordinairement  d'une  médiocre  utilité  sous  le  rapport  algébrique, 
bien  qu'on  eu  ait  déduit  quelquefois  des  relations  fort  essen- 
tielles. C'est  surtout  sous  le  rapport  arithmétique  que  ce  pro- 
cédé acquiert  une  grande  importance,  comme  moyen  de  cal- 
culer ce  qu'on  appelle  les  intégrales  rfcyî«t'M,  c'est-à-dire,  les 
valeurs  des  fonctions  cherchées  pour  certaines  valeurs  déter- 
minées des  variables  correspondantes. 

Une  recherche  de  cette  nature  correspond  exactement,  dans 
l'analyse  transcendante,  fi  la  résolution  numérique  des  équa- 
tions dans  l'analyse  ordinaire.  Ne  pouvant  obtenir  le  plus  sou- 
vent la  véritable  Intégrale,  celle  qu'on  nomme  par  opposition, 
l'intégrale  génévale  ou  rni/'^/îiiic,  c'est-à-dire,  la  fonction  qui, 
différentiée ,  a  produit  la  formule  différentielle  proposée,  les 
analystes  ont  dû  s'attacher  à  déterminer,  du  moins,  sans  con- 
naître une  telle  fonction,  les  valeurs  numériques  particulières 
qu'elle  prendrait  en  assignant  aux  variables  des  valeurs  dési- 
gnées. C'est  ëvidemmenl  résoudre  la  question  arithmétique,  sans 
avoir  préalablement  résolu  la  question  algébrique  correspon- 
(Iaiite,qui,  le  plus  souvent,  est  précisément  la  plus  iniportanle. 


Une  telle  analyse  est  donc  par  sa  ualure ,  aussi  imparfalie  que 
nous  avous  vu  l'i^trc  la  résolutiou  numérique  des  équations.  Elle 
présente,  comme  celle-ci,  une  confusion  vicieuse  du  point  de 
vue  arithmélique  avec  le  point  de  vue  algébrique;  d'oii  résul- 
tent, soit  sous  le  rapport  purement  logique,  soit  relativemenl 
aux  applications,  des  incoDvénients  analogues.  Je  puis  donc  me 
dispenser  de  reproduire  ici  les  considérations  indiquées  dans  la 
cinquième  leçon  au  sujet  de  l'algèbre.  On  conçoit  néanmoins 
que,  dans  l'impossibilité  où  nous  sommes  presque  toujours  de 
connaître  les  véritables  intégrales,  il  est  de  la  plus  haute  impor- 
tance d'avoir  pu  obtenir  au  moins  celte  solution  iuconiplêle  el 
nécessairement  insufiisanle.  Or,  c'est  à  quoi  on  est  lieureusemenl 
parvenu  aujourd'hui  pour  tous  les  cas,  l'évaluation  des  inté- 
grales définies  ayant  été  ramenée  à  des  raélliodes  entièrenieni 
générales,  qui  ne  laissent  à  désirer,  dans  un  grand  nombre  d'oc- 
casions ,  qu'une  moindre  complication  des  calculs .  but  vers  le- 
quel se  dirigent  aujourd'hui  toutes  les  irans  formations  spéciale 
des  analystes.  Regardant  maintenant  comme  parfaite  celte  sorte 
d'arilhiniilique  irartscendanie,  la  diUiculté,  dans  les  applications. 
se  réduit  essentiellement  k  ne  faire  dépendre  fmalcnieul  la  re- 
cherche proposée  que  d'une  simple  détermination  d'intégrales 
délinies,  ce  qui,  évidemment,  ne  saurait  être  toujours  pos^le, 
quelque  habileté  analytique  qu'on  puisse  employer  à  effecUer 
une  transformation  aussi  forcée. 

Par  l'ensemble  des  considérations  indiquées  dans  cette  leçon. 
on  volt  que ,  si  le  calcul  différentiel  constitue ,  de  sa  nature,  on 
système  limité  el  parfait  auquel  il  ne  reste  plus  à  ajouter  riB> 
d'essentiel,  le  calcul  intégral  proprement  dit,  ou  le  simple  irallé 
de  t'int^ration ,  présente  nécessairement  un  champ  inépuisable 
fi  l'activité  de  l'espril  humain,  indépendamment  des  applicallmi 
îndéQnles  dont  l'analyse  transcendante  est  évidemment  suscep- 
tible. Les  motifs  généraux  par  lesquels  j'ai  tâché  de  faire  sentir, 
dans  la  cinquième  leçon,  l'impossibilité  de  découvrir  jamab  li 


MATIII^.MATIQllE.  219 

ri^solaliou  algébrique  des  éqiiatioas  d'nu  degrtî  et  irune  forme 
quelconques .  ont  siiiis  aucun  doute,  inlliiimeiit  plus  de  lorce  en- 
core relalivemenl  A  la  recherche  d'un  procédé  unique  d'inlé- 
graliOD ,  iuvariablemeul  applicable  &  tous  les  cas.  C'est, tiiihà- 
grange,  un  île  ces  probUmes  dont  on  ne  saurait  esprrer  de  solution 
générale.  Plus  on  méditera  sur  ce  sujet,  plus  on  sera  convaincu, 
je  ne  crains  pas  de  l'allirmer,  qu'une  telle  recherche  est  totale- 
ment chimérique,  comme  éianl  beaucoup  trop  supérieure  ii 
la  faible  portée  de  notre  Intelligence,  bien  que  les  travaus  des 
géomètres  doivent  certainement  attguienler  dans  la  suite  l'en- 
semble de  nos  connaissances  acquises  sur  l'Intégration ,  et  crt^er 
aussi  des  procédés  d'une  plus  grande  généralité.  L'analfse  trans- 
cendante i>st  encore  trop  près  de  sa  naissance ,  il  y  a  surtout 
trop  peu  de  temps  qu'elle  est  conçue  d'une  manière  vraiment 
rationnelle ,  pour  que  nous  puissions  nous  faire  une  juste  idée  de 
ce  qu'elle  pourra  devenir  un  jour.  Mais,  quelles  que  doivenl  être 
nos  légitimes  espérances.  o'oublioDspas  de  considérer  avant  lout 
les  limites  imposées  par  notre  constitution  intellectuelle,  ot  qui, 
pour  n'être  pas  susceptibles  d'une  détermination  précise ,  n'eu 
ont  pas  moins  une  réalité  incontestable. 

Au  lieu  de  tendre  à  imprimer  au  calcul  des  fonctions  Indi- 
rectes ,  tel  que  nous  le  concevons  aujourd'hui ,  une  perfection 
chimérique, je  suis  porté  il  penser  que  lorsque  les  géomètres 
auront  épuisé  les  applications  les  plus  importantes  de  notre 
analyse  transcendante  actuelle ,  ils  se  créeront  plutôt  de  nou- 
velles ressources,  en  changeant  le  îiiode  de  dérivation  des  quan- 
I  tités  auxiliaires  introduites  pour  faciliter  l'établissement  des 
écpialioDs,  et  dont  ta  formation  pourrait  suivre  une  infinité 
Vautres  lois  que  la  relation  très-simple  qui  a  été  choisie,  d'après 
tue  conception  que  j'ai  àéjh  indiquée  dans  la  quatrième  leçon. 
Les  moyens  de  cette  nature  me  paraissent  suâceptiLles ,  en  eux- 
mêmes,  ri'uae  plus  grande  fécondité  que  ceus  qui  consisteraient 
^^ulement  h  pousser  plus  loin  notre  calcul  actuel  des  fonctions 
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indirectes.  C'est  une  pensée  que  je  soumets  aux  e:éoinètres  doDl 

les  méditations  se  sont  tournées  vers  la  philosophie  générale  de 

l'analyse. 

Dq  reste,  quoique  j'aie  dû,  dans  l'exposition  sommaire  qui 
était  l'objet  propre  de  cette  leçon ,  rendre  sen^ble  l'état  d'ex- 
trèrae  imperfection  oii  se  trouve  encore  te  calcul  intégral,  dd 
aurait  une  fausse  idée  des  ressources  générales  de  l'analyse 
transcendante ,  si  on  accordait  h  cette  considération  une  trop 
grande  importance.  Il  en  est  ici,  en  effet,  comme  dans  l'analj-se 
ordinaire,  où  l'on  est  parvenu  à  utiliser,  à  un  degré  immense, 
un  très- petit  nombre  de  connaissances  fondamentales  sur  la  ré- 
solution des  équations.  Quelque  peu  avancés  qu'ils  soient  réel- 
lement jusqu'ici  dans  la  science  des  intégrations,  les  géomètres 
n'en  ont  pas  moins  tiré,  du  notions  abstraites  aussi  peu  multi- 
pliées, la  solution  d'une  multitude  de  questions  de  première 
importance  en  géométrie,  en  mécanique,  en  ihermotogie , etc. 
L'explication  pliilosophiquc  de  ce  double  fuit  général  résulte  de 
l'importance  et  de  la  portée  nécessairement  prépondérantes  des 
connaissances  abstraites ,  dont  la  moindre  se  trouve  naturelle' 
ment  correspondre  à  une  foule  de  recherches  concrètes,  l'homine 
ti'ayant  d'antre  ressource  pour  l'extension  successive  da  ses 
moyens  intellectuels,  que  dans  la  considération  d'idées  de  plos 
eu  plus  abstraites  et  néanmoins  positives. 

Pour  achever  de  faire  connaître ,  dans  toute  son  étendae ,  le 
caractère  philosophique  de  l'analyse  transcendante ,  il  me  reste 
à  considérer  une  dernière  conception  par  laquelle  l'immortel 
Lagrange ,  que  nous  retrouvons  sur  toutes  les  grandes  voles  de 
la  science  malliématique ,  a  rendu  cette  analyse  encore  plu) 
propre  à  faciliter  rétablissement  des  équations  dans  les  pro- 
blêmes  les  plus  difficiles ,  en  considérant  une  classe  d'équalions 
encore  plus  indirectes  que  les  équations  différentielles  propre' 
ment  dites.  C'est  le  calcul  ou  plutôt  la  méthode  des  variatitmi, 
dont  l'appréciation  générale  sera  l'objet  de  la  leçon  suivante. 
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HÏUTIÈMR  LEÇON 


dMuMfraUmu  lénCratM  sar  le  ealcal  et»  varteUm*. 

Afin  de  saisir  avec  plus  de  facilité  le  caractère  philosophique 
de  ia  méthode  des  variations,  il  convient  d'abord  de  considérer 
sommairement  la  nature  spéciale  des  problèmes  dont  la  résolu- 
tion générale  a  nécessité  la  formation  de  celte  analyse  hyper- 
transcendante.  Ce  calcul  est  encore  trop  près  de  son  origine,  les 
applicalions  en  ont  été  jusqu'ici  trop  peu  variées ..  pour  ([u'on 
pût  en  concevoir  une  idée  générale  suffisamment  claire,  si  je  me 
bornais  à  une  exposition  purement  abstraite  de  sa  théorie  fon- 
damentale ,  bien  qu'une  telle  exposition  doive  être  ensuite,  sans 
ancuD  doute .  l'objet  principal  et  déttnilir  de  celle  leçon. 

Les  questions  mathématiques  qui  ont  donné  naissance  au 
calcul  des  variations  consistent,  eu  général ,  dans  la  recherche 
des  mojiima  et  des  minima  de  certaines  formules  intégrales  in- 
déterminées, qui  expriment  la  loi  analytique  de  tel  ou  tel  phé- 
nomène géométrique  ou  mécanique,  considéré  Indépendamment 
d'aucun  sujet  particulier.  Les  géomètres  ont  désigné  pendant 
longtemps  toutes  les  questions  de  ce  genre  par  le  nom  commun 
de  problèmes  des  isopérimèlres,  qui  ne  convient  cependant  qu'au 
plus  petit  nombre  d'entre  elles. 

Dans  la  théorie  ordinaire  des  maxima  et  minima,  oa  se  pro- 
pose de  découvrir,  relativement  b.  une  fonction  donnée  d'une 
seule  ou  de  plusieurs  variables,  quelles  valeurs  particulières  II 
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faut  assigner  à  ces  variahlcs  pour  que  la  valenr  correspond 
de  la  fonction  proposée  soil  un  «uiximum  ou  un  minimum, pi 
rapport  à  celles  qui  précèdent  et  qui  suivent  inimédJaiemenl, 
c'esL-ii -dire  qu'on  cherche,  à  proprement  parler,  à  quel  instant 
la  fonction  cesse  de  croître  pour  commencer  ;i  décroître,  ou  ré- 
ciproquement. Le  calcul  différentiel  suffit  pleinement,  comme 
on  sail,  ï  la  résolution  générale  de  cette  classe  de  questions, ea 
montrant  que  les  valeurs  des  diverses  variables  qui  conviennent, 
soit  an  maximum,  soit  au  minimum,  doivent  toujours  rendre 
nulles  les  différentes  dérivées  du  premier  ordre  de  la  fonction 
donnée ,  prises  séparément  par  rapport  !i  chaque  variable  indé- 
pendante ;  et  en  indiquant  de  plus  un  caractère  propre  à  dis- 
tinguer le  maximum  du  minimum,  qui  consiste,  dans  le  cas  d'une 
fonction  d'une  seule  variable ,  par  exemple ,  en  ce  que  la  fonc- 
tion dérivée  du  second  ordre  doit  prendre  une  valeur  négative 
pour  le  maximum ,  et  positive  pour  le  minimum.  Telles  sont ,  do 
moins,  les  conditions  fondamentales  qui  se  rapportent  an  plos 
grand  nombre  des  cas  ;  les  modifications  qu'elles  doivent  subir 
pour  que  la  théorie  soit  complètement  applicable  à  certatoea 
questions,  sont  d'ailleurs  également  assujetties  à  des  règles  sbs- 
Iraites  aussi  invariables,  quoique  plus  compliquées. 

La  construction  de  cette  théorie  générale  ayant  fait  dispa- 
raître nécessairement  le  principal  intérêt  que  les  questions  de 
ce  genre  pouvaient  inspirer  aux  géomètres ,  ils  se  sont  élevés 
presque  aussitôt  ii  la  considération  d'un  nouvel  ordre  de  pro- 
blèmes ,  a  la  fois  beaucoup  plus  importants  et  d'une  difficnlté 
bien  supérieure,  ceuï  des  isopérimétres.  Ce  ne  sont  plus  alort 
les  valeurs  des  variables  propres  au  maximum  ou  au  minimMm 
d'une  certaine  intégrale  déllnîe,  seulement  indiquée,  qui  dépend 
de  celte  fonction. 

La  plus  ancienne  question  de  cette  nature  est  celle  du  solide 
de  moindre  résistance ,  traitée  par  Newton ,  dans  le  second  Uvr* 
àes  Principes ,  oti  il  détermine  quelle  doit  être  la  courbe  raért- 


dJeDiic  d'un  solide  de  révolution,  pour  que  la  résistance  éprouvée 
par  ce  corps  dans  le  sens  de  son  axe,  en  traversaut  avec  une  vi- 
lesse  quelconque  un  lluide  immobile,  soit  la  plus  peliLe  possible. 
Mais  la  marche  suivie  par  Newton  n'avait  point  un  caractère 
assez  simple,  assez  général  et  surloul  assez  analytique ,  par  la 
nature  de  sa  méthode  spéciale  d'analyse  trauscendantc.pour 
qu'une  telle  solution  pût  sufiire  à  entraîner  les  géomètres  vers 
ce  nouvel  ordre  de  problèmes.  L'impulsion  vraiment  décisive  à 
cet  égard  ne  pouvait  guère  partir  que  de  l'un  des  géomètres 
occupés  sur  le  continent  fi  élaborer  et  'd  appliquer  la  méthode 
inGuîtésimale  proprement  dite.  C'est  ce  que  lit,  en  1  G9â,  Jean  Bcr- 
nouilU,eD  proposant  le  problème  célèbre  de  la  brachystochrone, 
qui  suggéra  depuis  une  si  longue  suite  de  questions  analt^ues.  H 
consiste  ft  déterminer  la  courbe  qu'un  corps  pesant  doit  suivre 
pour  descendre  d'un  point  £i  un  autre  dans  te  temps  le  plus  court 
I  Bn  se  bornant  à  la  simple  chute  tlaus  le  vide,  seul  cas  qu'on  ait 
d'abord  cousidt'ré.ou  trouve  assDz  racileniénl  iiue  la  courbé  cher- 
I  chée  doit  être  une  cyclolde  renversée,  h  base  horizontale,  ayant 
son  origine  au  point  le  plus  élevé.  Mais  la  question  peut  être 
singulièrement  compliquée,  soit  en  ayant  égard  'd  la  résislance 
du  milieu ,  soit  eu  tenant  compte  du  changement  d'Intensité  de 
la  pesanteur. 

Quoique  cette  nouvelle  classe  de  problèmes  ait  été  primitive- 
ment fournie  par  la  mécanique,  c'est  néanmoins  dans  la  géo- 
métrie qu'on  a  puisé  plus  lard  les  sujets  des  principales  recher- 
ches. Ainsi,  on  s'est  proposé  de  découvrir,  parmi  toutes  les 
coarbes  de  même  contour  tracées  entre  deux  points  donnés, 
I  quelle  est  celle  dont  luire  est  un  maximum  on  un  minimum, 
'  d'oil  est  venu  proprement  le  nom  de  problème  des  hopé-îmcircs  ; 
I  ou  bien  on  a  demandé  que  le  maximum  et  le  mmimum  eussent 
I  lieu  pour  la  surface  engendrée  par  la  révolution  de  la  courbe 
I  cherchée  autour  d'un  axe ,  ou  pour  le  volume  correspondant  ; 
ldgj)«  d'autres  cas,  c'était  la  hauteur  verlicale  du  centre  de  gra- 
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vite  de  la  courbe  inconnue^  ou  de  la  surface  et  du  volome  qu'elle 
pouvait  engendrer^  qui  devait  devenir  un  maximum  ou  un  mtnt- 
mum,  etc.  Enfin,  ces  problèmes  ont  été  successivement  variés  et 
compliqués, pour  ainsi  dire  à  l'infini,  par  les  Bernouiili, par 
Taylor,  et  surtout  par  Euler,  avant  que  Lagrange  en  eût  assu- 
jetti la  solution  à  une  méthode  abstraite  et  entièrement  générale, 
dont  la  découverte  a  fait  cesser  Tempressement  des  géomètres 
pour  un  tel  ordre  de  recherches.  H  ne  s*agit  point  ici  de  tracer, 
môme  sommairement,  l'histoire  de  cette  partie  supérieure  des 
mathématiques ,  quelque  intéressante  qu'elle  fût  Je  n'ai  fait  Té- 
numération  de  certaines  questions  principales  choisies  parmi  les 
plus  simples ,  qu'afin  de  rendre  sensible  la  destination  générale 
qu'avait  essentiellement,  à  son  origine,  la  méthode  des  variations. 
On  voit  que,  considérés  sous  le  point  de  vue  analytique,  tous 
ces  problèmes  consistent,  par  leur  nature,  à  déterminer  quelle 
forme  doit  avoir  une  certaine  fonction  inconnue  d'une  on  de 
plusieurs  variables,  pour  que  telle  ou  telle  hitégrale  dépendante 
de  cette  fonction  se  trouve  avoir,  entre  des  limites  assignées, 
une  valeur  qui  soit  un  maximum  ou  un  minimum,  relativement 
à  toutes  celles  qu'elle  prendrait  si  la  fonction  cherchée  avait  une 
autre  forme  quelconque.  Ainsi  «  par  exemple,  dans  le  problème 
de  la  brachystochrone ,  on  sait  que  si  y=f  {z),  x=<f  {z),  sont  les 
équations  rectilignes  de  la  courbe  cherchée,  en  supposant  les 
axes  des x  et  des  y  horizontaux,  et  l'axe  z  des  vertical,  le  temps 
de  la  chute  d'un  corps  pesant  le  long  de  cette  courbe,  depuis  le 
point  dont  l'ordonnée  est  2;^  jusqu'à  celui  dont  l'ordonnée  estz, 
est  généralement  exprimé  par  l'intégrale  définie  ^ 


i^ 


igz 

*  J'emploie  la  notation  simple  et  lumineuse  proposée  par  M.  Fourier,  pour 
désigner  les  intégrales  définies,  en  mentionnant  distinctement  leurs  limites. 
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II  faut  (loue  trouver  quelles  doivent  6trc  les  deux  ToDctlouR 
ioconnues /'et  ^  pour  que  cette  intégrale  soit  ua  miDimuin,  De 
mime ,  demander  quelle  est ,  parmi  tuules  les  courbes  plaoes 
Isopérimètres,  celle  qui  renferme  la  plus  grande  aire,  c'est 
proposer  de  trouver,  parmi  toutes  les  rouclious  f  [x)  qui 
peurent  donner  à  l'intégrale 


/"'•\/i  +  (rw)' 


e  valeur  constante,  celle  qui  rend  un  maximuin  l'in- 
tégrale /  f  {j:)  dx ,  prise  entre  les  mêmes  limites.  Il  en  est 
évidemment  toujours  ainsi  dans  toutes  les  autres  questions  de 
ce  genre. 

Dans  les  solutions  que  les  géomètres  donnaient  de  ces  pro- 
blèmes avant  Lagrange,  on  se  proposait  essentiellement  de  les 
ramener  à  la  tbéorie  ordinaire  des  maxima  et  minima.  Mais 
les  moyens  employés  pour  effectuer  cette  transformation  con- 
^staient  en  de  simples  artiliccs  particuliers ,  propres  à  chaque 
cas,  et  dont  la  découverte  ne  comportait  point  de  règles  inva- 
riables et  certaines ,  en  sorte  que  toute  question  vraiment  nou- 
velle reproduisait  constamment  des  difficultés  analogues,  sans 
que  tes  solutions  déjà  obtenues  pussent  être  réellement  d'aucun 
secours  essentiel,  autrement  que  par  les  habitudes  qu'elles 
avaient  fait  contracter  à  l'intelligence.  En  un  mot ,  cette  branche 
des  mathématiques  présentait  aloi^  l'imperfection  nécessaire 
qui  existe  constamment  tant  qu'on  n'est  point  parvenu  a  saisir 
distinctement,  pour  la  traiter  d'une  manière  abstraite  et  dès- 
lors  générale ,  la  partie  commune  a  toutes  les  questions  d'une 
■nème  classe. 

En  cherchant  à  réduire  tous  les  divers  problèmes  des  isopérl- 
inëtres  à  dépendre  d'une  analyse  commune ,  organisée  abstral- 
lemenl  en  un  calcul  distinct ,  Lagrange  a  été  conduit  à  conce- 
itoir  une  nouvelle  nature  de  diOTérenliations.  auxquelles  il  a 
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appliqué  la  caractéristique  S .  CQ  réservant  la  caraclérisUqti! 
pour  les  simples  ijifférenlielles  ordioaires.  Ces  (liiïérentielté! 
d'une  espèce  nouvelle ,  qu'il  a  désignées  sous  le  nom  de  ivria- 
lions,  consistent  dans  les  accroissemenls  infinimouls  petits  qiif 
reçoivent  les  intégrales,  non  en  vertu  d'accroissements  ana- 
logues de  la  part  des  variables  correspondantes ,  comme  pout 
l'analyse  tratiscondanle  ordinaire;  mais  en  supposant  que  la 
forme  de  la  fonction  placée  sous  le  signe  d'intégration  vienne 
fi  changer  iaTmimcnt  peu.  Celte  distinctlOD  se  conçoit,  par 
exemple,  avec  facilité ,  relativement  aux  courbes,  où  l'on  *«il 
l'ordonnée  ou  toute  autre  variable  de  la  courbe,  comporter 
deux  sortes  de  ditTérentielles  évidemment  irès-dilTérentes,  sui- 
vant que  l'on  passe  d'un  point  à  un  autre  infiniment  voisin  snr 
la  même  courbe,  ou  bien  au  point  correspondant  de  la  courbe 
infmiment  voisine  produite  par  une  certaine  modification  dé- 
terminée de  la  première  ' .  Il  est  clair,  du  reste ,  que ,  par  iett 
nature ,  les  variations  relatives  de  diverses  grandeurs  liées  eatn 
elles  par  des  lois  quelconques ,  se  calculent,  à  la  caractéristique 
près ,  exactement  de  la  même  manière  que  les  ditTéreuIiellei 
Enlln,  on  déduit  également  de  la  notion  générale  des  rariatiim 
les  principes  fondamentaux  de  l'algoritbme  propre  à  celli 
méthode  et  qui  consistent  simplement  dans  ta  faculté  évidente 
de  pouvoir  transposer  IX  volonté  les  caractéristiques  spédale- 
ment  affectées  aux  variations  avant  ou  après  celles  qui  cont»- 
pondent  aux  dUférentielIes  ordinaires. 

Celte  conception  abstraite  une  fois  formée ,  Lagrange  a  pt 
réduire  aisément ,  de  ta  manière  la  plus  générale ,  toui  la 
problèmes  des  isopérimètres  à  la  simpli;  théorie  ordinaire  ta 


'  Leltmîli  Biail  ilAjA  ccusid^^  la  GODi]iaraiion  d'une  courbe  ù  une  tuire  hii- 
niment  voiiinï  ;  c'est  ce  qu'il  a|ipelail  diffirentiatio  de  carvâ  in  c 
celle  romparsison  n''avail  oucune  analogie  avec  In  cancpplion  de  L 
courhei  lie  Letbnili  «Isnt  renrerm^s  dans  une  mCme  équation  itCnenile,  fit 
elles  9ï  déduisent  par  le  timple  cbanienienl  d'une  ruiisisnie  arbitraire. 
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maxlma  el  des  minima-  Pour  se  faire  uae  uiéc  uetle  «le  cette 
grande  et  heureuse  IraDstormatiou ,  il  fuat  préalableiueut  con- 
^dérer  une  dîslincUon  essentielle  h  laquelle  lioanent  lieu  les 
diverses  qut'Stions  des  isopérimèlres. 

On  doit,  en  effet ,  partager  ces  recherclies  en  deux  classes 
générales,  selon  que  les  maxima  et  minima  demandés  sont 
abiolui  ou  reiiuifs,  pour  employer  les  expressions  abrégées  des 
géomètres.  Le  premier  cas  est  celui  où  tes  intégrales  définies 
Indéterminées  dont  on  cheiclie  le  maximum  ou  le  riimiViitftn, 
se  sont  asssnjelties ,  pnr  la  nature  du  problème,  à  aucune 
condition;  comme  il  arrive,  par  exemple,  dans  te  problème  de 
la  brachystocbrone ,  oii  il  s'agit  de  choisir  entre  lotîtes  les 
courbes  imaginables.  Le  secoud  cas  a  lieu ,  quand,  au  contraire, 
les  intégrales  variables  ne  peuvent  changer  que  suivant  cer< 
laines  conditions,  consistant  ordinairement  eu  ce  que  d'autres 
blëgrales  définies,  dépendant  égalenieul  des  fonctions  cher- 
chées ,  cooservéïit  constamment  une  uiôiuo  valeur  donnée  ; 
comme,  par  exemple ,  dans  toutes  les  questions  géométriques 
concernant  les  figures  isopi-rimèires  proprement  dites ,  et  où , 
par  la  nature  du  problème,  l'intégrale  relative  à  la  longueur 
delà  courbe  oit  il  l'aire  de  la  surface,  doi<  rester  constante 
pendant  le  changement  de  celle  qui  est  l'objet  de  la  recherclie 
proposée. 

Le  calcul  des  variations  doune  immédiatement  la  solution 
générale  des  questions  de  la  première  espèce.  Car.  il  suit  évi- 
demment de  la  théorie  ordinaire  des  maxiina  et  miiiiaia.  que  la 
relation  cherchée  doit  rendre  nulle  la  ouriaiion  de  l'intégrale 
proposée  par  rapport  à  chaque  variable  indépendante,  ce  qui 
donne  la  condition  commune  au  maximum  et  au  minimum  ;  et , 
comme  caractère  propre  h  disttugaer  l'un  de  l'autre,  que  la 
variation  du  second  ordre  de  la  mftme  Intégrale  doit  être  né- 
gative pour  le  maiiuinni  et  positive  pour  le  minimum.  Ainsi, 
^ar  exemple, dans  le   problème  de  la  brachystocbrone .  on 
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aura ,  pour  déterminer  la  nature  de  la  courbe  cherchée  y  réqoa- 
tion  de  condition , 


'M 
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qui ,  se  décomposant  en  deux ,  par  rapport  aux  deux  fonctions 
inconnues  f  et  f  qui  sont  indépendantes  l'une  de  l'autre ,  ex- 
primera complètement  la  définition  analytique  de  la  courbe 
demandée.  La  seule  difiQculté  propre  &  cette  nouvelle  analyse 
consiste  dans  l'élimination  de  la  caractéristique  $,  pour  laquelle 
le  calcul  des  variations  fournit  des  règles  invariables  et  com- 
plètes^ fondées,  en  général^  sur  le  procédé  de  l'intégration  par 
parties,  dont  Lagrange  a  su  tirer  ainsi  un  parti  immense. Le 
but  constant  de  cette  première  élaboration  analytique ,  dans 
l'exposition  de  laquelle  je  ne  dois  nullement  entrer  ici ,  est  de 
faire  parvenir  aux  équations  différentielles  proprement  dites, 
ce  qui  se  peut  toujours,  et  par-là  la  question  rentre  dans  le 
domaine  de  l'analyse  transcendante  ordinaire ,  qui  achève  la 
solution,  du  moins  en  la  ramenant  à  l'algèbre  pure,  si  on  sait 
effectuer  l'intégration.  La  destination  générale,  propre  à  la  mé- 
thode des  variations,  est  d'opérer  cette  transformation ,  pour 
laquelle  Lagrange  a  établi  des  règles  simples ,  invariables,  et 
d'un  succès  toujours  assuré. 

Je  ne  dois  pas  négliger,  dans  cette  rapide  indication  générale, 
de  faire  remarquer,  comme  un  des  plus  grands  avantages  spé- 
ciaux de  la  méthode  des  variations  comparée  aux  solutioDS 
isolées  qu'on  avait  auparavant  des  problèmes  des  isopérimètres, 
l'importante  considération  de  ce  que  Lagrange  appelle  les 
équations  aux  limites,  entièrement  négligées  avant  lui,  et  sans 
lesquelles  néanmoins  la  plupart  des  solutions  particulières  res- 
taient nécessairement  incomplètes.  Quand  les  limites  des  hité- 
grales  proposées  doivent  être   fixes,  leurs  variations  étant 
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nulles,  il  n'y  a  pas  lieu  d'en  tenir  compte.  Mais  11  n'en  e&l  plus 
ainsi  quand  ces  limites .  au  lieu  d'flire  rigoureusement  inva- 
riables, sont  assujetties  seulement  h  certaines  conditions;  comme, 
par  exemple,  si  les  deux  points  entre  lesquels  doit  être  tracée 
la  courbe  cherchée  ne  sont  pas  fixes,  et  doivent  seulement 
rester  sur  des  ligues  ou  des  surfaces  données.  Alors ,  il  faut 
avoir  égard  aux  variations  de  leurs  coordonnées,  et  établir 
enlr'elles  les  relations  correspondantes  aux  équations  de  ces 
lignes  ou  de  ces  surfaces. 

Celte  considération  essentielle  n'est  <iue  le  dernier  complé- 
ment d'une  considération  plus  générale  et  plus  importante  re- 
lative aux  variations  des  diverses  variables  indépendantes.  Si 
ces  variables  sont  réellement  indépendantes  les  unes  des  autres, 
comme  lorsqu'on  compare  toutes  les  courbes  imaginables  sus- 
ceptibles d'être  tracées  entre  deux  points,  il  en  sera  de  même 
de  leurs  variations ,  et  par  suite  les  termes  relaliEs  à  chacune  de 
ces  variations  devront  être  séparément  nuls  dans  l'ëquallon 
générale  qui  exprime  le  maximum  ou  le  minimum.  Mais  si,  au 
contraire ,  on  suppose  les  variables  assujetties  £t  de  certaines 
conditions  quelconques,  il  faudra  tcoir  compte  de  la  relation 
qtti  en  résulte  entre  leurs  variations,  de  telle  sorte  que  le 
nombre  des  équations  dans  lesquelles  se  décompose  alors  cette 
équation  générale  soit  toujours  égal  à  celui  seulement  des  varia- 
bles qui  restent  vraiment  indépendantes,  C'est  ainsi,  par  exemple, 
qa'au  lieu  de  chercher  le  plus  court  chemin  pour  aller  d'un  point 
à  un  autre,  en  choisissant  parmi  tous  les  chemins  posslhles,  on 
peut  se  proposer  de  trouver  seulement  quel  est  le  plus  court 
I  entre  tous  ceux  qu'on  peut  suivre  sur  une  surface  quelconque 
donnée,  question  dont  la  solution  générale  constitue  certaine- 
ment une  (les  plus  belles  applications  de  la  méthode  des  va- 
riations. 

les  problèmes  oii  l'on  considère  de  telles  conditions  modifi- 
rices  se  rapprochent  beaucoup,  par  leur  nature,  de  la  se- 
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conde  classe  générale  d'applications  de  la  méthode  des  varia- 
tions^ caractérisée  ci-dessus  comme  consistant  dans  la  redierche 
des  maxima  et  minima  relatifs.  Il  y  a  néanmoins^  entre  les 
deux  cas,  cette  différence  essentielle,  que,  dans  ce  dernier, 
la  modification  est  exprimée  par  une  intégrale  qui  dépend  de 
la  fonction  cherchée,  tandis  que,  dans  l'autre,  elle  se  trouve 
désignée  par  une  équation  finie  qui  est  immédiatement  donnée. 
On  conçoit  par  là,  que  la  recherche  des  maxima  et  minima 
relatifs  est  toujours  et  nécessairement  plus  compliquée  qee 
celle  des  maxima  et  minima  absolus.  Heureusement,  un  théo- 
rème  général  fort  important,  trouvé  avant  l'invention  du  cakal 
des  variations,  et  qui  est  une  des  plus  belles  découvertes  dues 
au  génie  du  grand  Euler,  donne  un  moyen  uniforme  et  très- 
simple  de  faire  rentrer  ces  deux  classes  de  questions  l'une  dans 
l'autre.  Il  consiste ,  en  ce  que  si  l'on  ajoute  à  l'intégrale  qni 
doit  être  un  maximum  ou  un  minimum  un  multiple  constant  et 
indéterminé  de  celle  qui  doit  rester  constante  par  la  nature  do 
problème,  il  suffira  de  chercher,  suivant  le  procédé  général  de    \ 
Lagrange ,  ci-dessus  indiqué ,  le  maximum  ou  le  minimum  ab- 
solu de  cette  expression  totale.  On  peut  aisément  concevoir,  en 
effet,  que  la  partie  de  la  variation  complète  qui  proviendrait 
de  la  dernière  intégrale  doit  aussi  bien  être  nulle ,  à  cause  de 
la  constance  de  celle-ci ,  que  la  portion  due  à  la  première  in- 
tégrale ,  qui  s'anéantit  en  vertu  de  l'état  maximun  ou  minimum. 
Ces  deux  conditions  distmctes ,  s'accordent  évidemment  pour 
produire ,  sous  ce  rapport ,  des  effets  exactement  semblables. 

Telle  est,  par  aperçu,  la  manière  générale  dont  la  méthode 
des  variations  s'applique  à  toutes -les  diverses  questions  qui 
composent  ce  qu'on  appelait  la  théorie  des  isopérimètres.  On 
aura  sans  doute  remarqué  dans  cette  exposition  sommaire ,  à 
quel  degré  s'est  trouvée  utilisée  par  cette  nouvelle  analyse  la 
seconde  propriété  fondamentale  de  l'analyse  transcendante, 
appréciée  dans  la  sixième  leçon ,  savoir  :  la  généralité  des  ex- 
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pressions  infinitésimales  pour  représenler  un  intime  pbéuoiuèuc 
géométrique  ou  mécanique,  en  quelque  corps  qu'il  soit  consi- 
déré. C'est,  en  effet,  sur  celle  généralité  que  sont  fondées, 
par  leur  nature ,  toutes  les  solullons  dues  fi  la  luélliode  des 
variations.  Si  une  formule  unique  ne  pouvait  point  exprimer  la 
longaeur  ou  l'aire  de  toute  courbe  quelconque,  û  on  n'avait 
point  une  autre  formule  fixe  pour  désigner  le  temps  de  la  chute 
d'un  corps  pesant ,  suivant  quelque  ligne  qu'il  descende ,  etc. , 
comment  eût-il  été  possible  de  résoudre  des  questions  qui 
exigent  inévitablement,  par  leur  nature,  la  considération  si- 
multanée de  tous  les  cas  que  peuvent  déterminer  dans  chaque 
phéDoméue  les  divers  sujets  qui  le  manifestent? 

Quelque  soit  l'extrfme  importance  de  la  théorie  des  isopé- 
rimèlres,  et  quoique  la  méthode  des  variations  n'ait  eu  primi- 
tivement d'autre  objet  que  la  résolution  rationnelle  et  générale 
de  cet  ordre  de  problèmes ,  on  n'aurait  cependant  qu'une  Idée 
incomplèlo  de  celle  belle  analyse ,  si  on  bornait  là  sa  destina- 
tion. En  eifel,  la  conception  abstraite  de  deux  natures  distinctes 
de  différentialious ,  est  évidemment  applicable  non-seulement 
aux  cas  pour  lesquels  elle  a  été  créée ,  mais  aussi  ù  tous  ceux 
<pn  présentent ,  par  quelque  cause  que  ce  soit ,  deux  manières 
différentes  de  faire  varier  les  mêmes  grandeurs.  C'est  ainsi  que 
Lagrange  lui-même  a  fait,  dans  sa  mccaaique  amitiftique,  une 
Immense  application  capitale  de  son  calcul  des  variations,  en 
l'employant  fk  distinguer  les  deux  sortes  de  changements  que 
présentent  si  naturellement  les  questions  de  mécanique  ration- 
nelle pour  les  divers  points  que  l'on  considère ,  suivant  (jue  l'on 
compare  les  positions  successives  qu'occupe, en  vertu  du  mou- 
vement, un  même  point  de  chaque  corps  dans  deux  instants 
consécutifs,  ou  que  l'on  passe  d'un  point  du  corps  à  nu  autre 
dans  le  môme  instant.  L'une  de  ces  comparaisons  produit  les 
dilTérentielles  ordinaires;  l'autre  donne  lieu  aux  variations,  qui 
ne  HOBi ,  là  comme  partout ,  que  des  ditférentielles  prises  sous 
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un  nouveau  point  de  vue.  C'est  dans  une  telle  acception  géné- 
rale c[u'il  faut  concevoir  le  calcul  des  variations^  pour  apprécier 
convenablement  l'importance  de  cet  admirable  instrument  lo- 
gique^leplus  puissant  que  l'esprit  humain  ait  construit  jusqu'ici 

La  méthode  des  variations  n'étant  qu'une  immense  extension 
de  l'analyse  transcendante  générale ,  je  n'ai  pas  besoin  de 
constater  spécialement  qu'elle  est  susceptible  d'être  envisagée 
sous  les  divers  points  de  vue  fondamentaux  que  comporte  le 
calcul  des  fonctions  indirectes  5  considéré  dans  son  ensemble. 
Lagrange  a  inventé  le  calcul  des  variations  d'après  la  concep- 
tion infinitésimale  proprement  dite ,  et  môme  bien  avant  d'avoir 
entrepris  la  reconstruction  générale  de  l'analyse  transcendante. 
Quand  il  eut  exécuté  cette  importante  reformations  il  montra 
aisément  comment  elle  pouvait  aussi  s'applicpier  au  calcul  des  va- 
riations, qu'il  exposa  avec  tout  le  développement  convenable, 
suivant  sa  théorie  des  fonctions  dérivées.  Mais,  plus  l'emploi  de 
la  méthode  des  variations  est  difficile  pour  l'intelligence  à  cause 
du  degré  d'abstraction  supérieur  des  idées  considérées  5  plasil 
importe  de  ménager  dans  son  application  les  forces  de  notre 
esprit;  en  adoptant  la  conception  analytique  la  plus  directe  et 
la  plus  rapide  ;  c'est-à-dire ,  celle  de  Leibnitz.  Aussi  Lagrange 
lui-même  l'a-t-il  constamment  préférée  dans  l'important  usage 
qu'il  a  fait  du  calcul  des  variations  pour  la  mécanique  analytique. 
Il  n'existe  pas ,  en  effet ,  la  moindre  hésitation  à  cet  égard  par- 
mi les  géomètres. 

Afin  d'éclaircir  aussi  complètement  que  possible  le  caractère 
philosophique  du  calcul  des  variations ,  je  crois  devoir  terminer 
en  indiquant  sommairement  ici  une  considération  qui  me 
semble  importante ,  et  par  laquelle  je  puis  le  rapprocher  de 
Tanalyse  transcendante  ordinaire  à  un  plus  haut  degré  que  La- 
grange ne  me  paraît  l'avoir  fait  *. 

*  Je  me  propose  de  développer  plus  lard  ceUe  considéralion  nouTelle,  dans 
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Nous  avons  remarqué  «  d'après  Lagrange ,  dans  la  leçon  pré- 
cédente ^  la  formation  du  calcul  aux  différences  partielles,  créé 
par  d'Alembert ,  comme  ayant  introduit ,  dans  l'analyse  trans- 
cendante 9  une  nouvelle  idée  élémentaire ,  la  notion  de  deux 
sortes  d'accroissements  distincts  et  indépendants  les  uns  des 
autres  que  peut  recevoir  une  fonction  de  deux  variables  ^  en 
vertu  du  changement  de  chaque  variable  séparément  C'est 
afadsi  que  l'ordonnée  verticale  d'une  surface  5  ou  toute  autre 
grandeur  qui  s'y  rapporte ,  varie  de  deux  manières  tout-à-fait 
distinctes  et  qui  peuvent  suivre  les  lois  les  plus  diverses,  en 
faisant  croître  tantôt  Tune  tantôt  l'autre  des  deux  coordonnées 
horizontales.  Or,  une  telle  considération  me  semble  très-rap- 
prochée ,  par  sa  nature,  de  celle  qui  sert  de  base  générale  à  la 
méthode  des  variations.  Celle-ci ,  en  effet ,  n'a  réellement  fait 
antre  chose  que  transporter  aux  variables  indépendantes  elles- 
mêmes  la  manière  de  voir  déjà  adoptée  pour  les  fonctions  de 
ces  variables,  ce  qui  en  a  singulièrement  agrandi  l'usage.  Je 
crois  5  d'après  cela  5  que ,  sous  le  seul  rapport  des  conceptions 
fondamentales,  on  peut  envisager  le  calcul  créé  par  d'Alem- 
bert ^  comme  ayant  établi  une  transition  naturelle  et  nécessaire 
entre  le  calcul  infinitésimal  ordinaire  et  le  calcul  des  variations, 
dont  une  telle  filiation  me  parait  devoir  éclaircîr  et  simplifier  la 
notion  générale. 

D'après  les  diverses  considérations  indiquées  dans  cette  le- 
çon, la  méthode  des  variations  se  présente  comme  le  plus  haut 
degré  de  perfection  connu  jusquMci  de  l'analyse  des  fonctions 
indirectes.  Dans  son  état  primitif,  cette  dernière  analyse  s'est 
présentée  conmie  un  puissant  moyen  général  de  faciliter  Tétude 
mathématique  des  phénomènes  naturels,  en  introduisant 5  pour 
l'expression  de  leurs  lois,  la  considération  de  grandeurs  auxi- 

on  travail  spécial  sur  le  calcul  des  variations,  qui  a  pour  objet  de  présenter  Ten- 
semble  de  cette  analyse  hyper*transcei)danle  sous  un  uouveau  point  de  vue,  que 
je  crois  propre  à  en  étendre  la  portée  générale. 


llaires  choisies  de  telle  manière ,  (jue  leurs  relations  soient  né- 
cessairement plus  simples  el  plus  aisées  à  obtenir  que  celles  des 
grandeurs  directes.  Mais  la  formalion  de  ces  équations  différen- 
tielles n'était  point  conçue  comme  pouvant  comporter  aucunes 
règles  générales  et  abstraites.  Or,  l'analyse  des  variations,  con- 
sidérée sous  le  point  de  vue  le  plus  philosophique,  peut  être 
envisagée  comme  essenliellement  destinée ,  par  sa  nature .  ï 
faire  rentrer,  autant  que  possible ,  dans  le  domaine  du  calcul. 
l'établissement  mfime  des  équations  différentielles,  car  tel  est, 
pour  un  grand  nombre  de  questions  imporlantes  et  dUBciles. 
l'effet  général  des  équations  variées  qui,  encore  plus  indireem 
que  les  simples  équations  différentielles  par  rapport  aux  olijelî 
propres  de  la  recherche ,  sont  aussi  bien  plus  nisées  'd  former, 
et  desquelles  on  peut  ensuite ,  par  des  procédés  analytiques  in- 
variables et  complets ,  destinés  à  éliminer  le  nouvel  ordre  d'infi- 
nitésimales auxiliaires  introduit,  déduire  ces  équations  différen 
tîellcs  ordinaires ,  qu'il  eût  été  souvent  impossible  d'établir  im- 
médiatement. La  méthode  Aes  variations  constitue  donc  la  partie 
la  plus  sublime  de  ce  vaste  système  de  l'analyse  malhémaliqne 
qui , partant  des  plus  simples  éléments  de  l'algèbre,  organise, 
par  une  succession  d'idées  non-interrompue ,  des  moyens  gé- 
néraux de  plus  en  plus  puissants  pour  l'étude  approfondie  de 
la  philosophie  naturelle ,  et  qui ,  dans  son  ensemble ,  présente, 
sans  aucune  comparaison  ,  le  monument  le  plus  imposant  et  \t 
moins  équivoque  de  la  portée  de  l'esprit  humain.  Mais ,  il  tM 
reconnaître  aussi  que  les  conceptions  liabituellemcnl  consi- 
dérées dans  la  méthode  des  variations  étant .  par  leur  nature, 
plus  indirectes,  plus  générales,  et  surtout  beaucoup  plu 
abstraites  que  toutes  les  autres ,  l'emploi  d'une  telle  méthodt 
exige  nécessairement,  et  d'une  manière  soutenue ,  le  plus  liatil 
d^é  connu  de  contention  intellectuelle  .pour  ne  jamais  per<iK 
de  vue  l'objet  précis  de  la  recherche  en  suivant  des  raisoDnc- 
ments  qui  offrent  h  l'esprit  des  points  d'appui  aussi  peu  déter- 


MATIIÉSIATIQUK.  255 

minés,  et  dans  lesquels  les  signes  ne  soal  presque  jaaials 
d'aucun  secours.  Ou  doit ,  sans  doute ,  attribuer  en  grande  par- 
tie h  cette  difGcullé  nécessaire  le  peu  d'usage  réel  que  les  géo- 
mètres, excepté  Lagrange,  on  fait  jusqu'ici  d'une  conception 
aussi  admirable. 
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NEUVIÈME  LEÇON 


Considérations  générales  sor  le  calcol  aoi  différences  finies. 

Les  diverses  considérations  fondamentales  indiquées  dans  les 
cinq  leçons  précédentes  constituent  réellement  toutes  les  bases 
essentielles  d'une  exposition  complète  de  l'analyse  mathémati- 
que 5  envisagée  sous  le  point  de  vue  philosophique.  Néanmoins, 
pour  ne  négliger  aucune  conception  générale  vraiment  impor- 
tante relative  à  cette  analyse^  je  crois  devoir^  avant  de  passera 
l'étude  philosophique  de  la  mathématique  concrète  y  expliquer 
très-sommairement  le  véritable  caractère  propre  à  un  genre  de 
calcul  fortétendU;  et  qui^  bien  que  rentrant  au  fond  dans  l'ana- 
lyse ordinaire  ;  est  cependant  encore  regardé  comme  étant  d'une 
nature  essentiellement  distincte.  Il  s'agit  de  ce  qu'on  appelle  le 
calcul  aux  différences  finies ,  qui  sera  le  sujet  spécial  de  cette 
leçon. 

Ce  calcul ,  créé  par  Taylor,  dans  son  célèbre  ouvrage  intitulé 
Méthodes  incrumentorum ,  consiste  essentiellement^  comme  on 
sait;  dans  la  considération  des  accroissements  finis  que  reçoi- 
vent les  fonctions  par  suite  d'accroissements  analogues  de  la 
part  des  variables  correspondantes.  Ces  accroissements  ou  dif- 
ferencesy  auxquels  on  applique  la  caractéristique  à^  pour  les 
distinguer  des  différentielles  ou  accroissements  infinhnent  petits, 
peuvent  être ,  à  leur  tour^  envisagés  comme  de  nouvelles  fonc- 
tions, et  devenir  le  sujet  d'une  seconde  considération  sembla- 
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ble ,  et  ainsi  de  suite ,  d'où  résulte  la  nution  des  différences  des 
divers  ordres  successifs,  analogues,  au  moins  en  apparence , 
aux  ordres  consécnlifs  des  différentielles.  Uo  tel  calcul  présente , 
éridemnient ,  comme  le  calcul  des  fonctions  indirectes ,  deux 
classes  générales  de  questions  :  1°  déterminer  les  différences 
successives  de  toutes  les  diverses  fonctions  analytiques  à  une  ou 
àptosieurs  variables,  en  résultat  d'un  mode  d'accroissement  dé- 
Uni  des  variables  indépendantes,  que  l'on  suppose,  en  général, 
augmenter  en  progression  arithmétique  ;  2°  réciproquement ,  en 
partant  de  ces  différences,  ou,  plus  généralement,  d'équations 
quelconques  établies  entre  elles ,  remonter  aux  fonctions  pri- 
mitives elles-mêmes ,  ou  à  leurs  relaUons  correspondantes.  D'où 
la  décomposition  de  ce  calcul  total  en  deux  calculs  distincts, 
auxquels  on  donne  ordinairement  les  noms  de  calcul  direct  aux 
différences  ftniei,  et  de  calcul  inverse  aiix  diffèretices  finies,  ce 
dernier  étant  aussi  appelé  quelquefois  calcul  intégral  aux  diffé- 
rences finies.  Chacun  de  ces  deux  calculs  serait  d'ailleurs  évi- 
demment susceptible  d'une  distribution  rationnelle  semblable  â 
celle  exposée  dans  la  septième  leçon  pour  le  calcul  différentiel 
elle  calcul  intégral,  ce  qui  me  dispense  d'en  faire  une  mention 
distincte. 

n  n'est  pas  douteux  que,  par  une  telle  conception,  Taylor  a 
cru  fonder  un  calcul  d'une  nature  entiÈrement  nouvelle ,  abso- 
lument distinct  de  l'analyse  ordinaire ,  et  plus  général  que  le 
calcul  de  Lelbnitz,  quoique  consistant  dans  une  considération 
analogue.  C'est  aussi  de  cette  manière  que  presque  tous  les  géo- 
mètres ont  jugé  l'analyse  de  Taylor.  Mais  Lagrange,  avec  sa 
profondeur  habituelle,  a  clairement  aperçu  que  ces  propriétés 
appartenaient  bien  plus  aux  formes  et  aux  notations  employées 
par  Taylor  qu'au  fond  uifime  de  sa  théorie.  En  effet,  ce  qui  fait 
le  caractère  propre  de  l'analyse  de  Leïbnitz ,  et  la  constitue  en 
nn  calcul  vraiment  distinct  el  supérieur,  c'est  que  les  fonctions 
dérivées  sont,  en  général,  d'une  toute  autre  nature  que  les 
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fonctions  primitives ,  en  sorte  qu'elles  peuvent  donner  lieu  à  des 
relations  plus  simples  et  d'une  formation  plus  facile ^  d'où  résul- 
tent les  admirables  propriétés  fondamentales  de  l'analyse  trans- 
cendante 5  expliquées  dans  les  leçons  précédentes.  Mats  il  n'en 
est  nullement  ainsi  pour  les  différences  considérées  par  Taylor. 
Car  ces  différences  sont^  par  leur  nature,  des  fonctions  essen- 
tiellement semblables  à  celles  qui  les  ont  engendrées ,  ce  qui  les 
rend  impropres  à  faciliter  l'établissement  des  équations  5  et  ne 
leur  permet  pas  davantage  de  conduire  à  des  relations  plus  gé- 
nérales. Toute  équation  aux  différences  finies  est  vraiment,  an 
fond ,  une  équation  directement  relative  aux  grandeurs  mêmes 
dont  on  compare  les  états  successifs.  L'échafaudage  de  non- 
veaux  signes ,  qui  fait  illusion  sur  le  véritable  caractère  de  ces 
équations ,  ne  le  déguise  cependant  que  d'une  manière  fort  im- 
parfaite 5  puisqu'on  pourrait  toujours  le  mettre  aisément  en  évi- 
dence en  remplaçant  constamment  les  différences  par  les  com- 
binaisons équivalentes  des  grandeurs  primitives ,  dont  elles  ne 
sont  réellement  autre  chose  que  les  désignations  abrégées. 
Aussi,  le  calcul  de  Taylor  n'a-t-il  jamais  offert  et  ne  pent-il 
offrir,  dans  aucune  question  de  géométrie  ou  de  mécanique,  ce 
puissant  secours  général  que  nous  avons  vu  résulter  nécessaire- 
ment de  l'analyse  de  Leîbnitz.  Lagrange  a,  d'ailleurs,  très-net- 
tement établi  que  la  prétendue  analogie  observée  entre  le  cal- 
cul aux  différences  et  le  calcul  infinitésimal  était  radicalement 
vicieuse ,  en  ce  sens  que  les  formules  propres  au  premier  calcul 
ne  peuvent  nullement  fournir^  comme  cas  particuliers^  celles 
qui  conviennent  au  second,  dont  la  nature  est  essentiellement 
distincte. 

D'après  i'ensemble  de  considérations  que  je  viens  d'indiquer, 
je  crois  que  le  calcul  aux  différences  finies  est  ordinairement 
classé  à  tort  dans  l'analyse  transcendante  proprement  dite^ 
c'est-à-dire  dans  le  calcul  des  fonctions  indirectes.  Je  le  con- 
çois, au  contraire,  en  adoptant  pleinement  les  importantes  ré- 
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llexions  de  Lagrange ,  qui  dc  sont  pas  eucore  suOisamment  ap- 
préciées ,  comme  étant  seulement  une  liraDche  très-étendue  et 
fort  importante  de  l'analyse  ordinaire ,  c'est-à-dire ,  de  ce  que 
j'ai  nommé  le  calcul  des  fonctions  directes.  Tel  est ,  en  effet ,  ce 
me  semble  ,  son  yrai  caractère  philosopliique,  que  les  équations 
qu'il  considère  sont  toujours ,  malgré  la  nolalion ,  de  simples 
éqaations  directes. 

En  précisant,  autant  que  possible,  l'explication  précédente, 
on  doit  enrisager  le  calcul  de  Taylor  comme  ayant  constamment 
pour  véritable  objet  la  théorie  générale  des  suites ,  dont ,  avant 
cet  illustre  géomètre,  on  n'avait  encore  considéré  que  les  cas 
les  plus  simples.  J'aurais  diî,  rigoureusement,  mentionner  cette 
importante  théorie  en  traitant ,  dans  la  cinquième  leçon ,  de 
l'algèbre  proprement  dite,  dont  elle  est  une  branche  si  étendue. 
Mai3,atîu  d'éviter  tout  double  emploi,  j'ai  préféré  ne  la  signa- 
ler qu'en  considérant  le  calcul  aux  dilTérences  finies ,  qui ,  ré- 
duit &  sa  pins  sintplé  expression  gi^nérale ,  n'est  autre  chose  , 
dans  toute  son  étendue ,  qu'une  étude  rationnelle  complète  des 
questions  relatives  aux  suites. 

Toute  suite ,  ou  succession  de  nombre  déduits  les  uns  des  au- 
tres d'après  une  loi  constante  quelconque ,  donne  lieu  nécessai- 
rement 'd  ces  deux  questions  fondamentales  :  1°  la  loi  de  la  suite 
étant  supposée  connue ,  trouver  l'expression  de  son  terme  gé- 
néral, de  manière  à  pouvoir  calculer  immédiatement  un  terme 
d'an  rang  quelconque,  sans  être  obligé  de  former  successive- 
ment tous  les  précédeuls;  2°  dans  les  mêmes  circonstances,  dé- 
terminer la  sumine  d'un  nombre  quelconque  de  termes  delà 
suite  en  fonction  de  leurs  rangs,  en  sorte  qu'on  puisse  la  con- 
naître sans  être  forcé  d'ajouter  continuellement  ces  termes  les 
uns  aux  autres.  Ces  deux  questions  fondamentales  étant  suppo- 
sées résolues,  on  peut  en  outre  se  proposer  réciproquement  de 
trouver  la  loi  d'une  série  d'après  la  fonne  de  son  terme  géné- 
rr  Ktia  00  l'expression  de  la  somme.   Chacun  de  ses  divers  pro- 
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blêmes  comporte  d'autant  plas  d'éteodne  et  de  difficulté,  que 
Ton  peut  concevoir  un  plus  grand  nombre  de  lois  diflérentes 
pour  les  séries  ^  suivant  le  nombre  de  termes  précédents  dont 
chaque  terme  dépend  immédiatement^  et  suivant  la  fonction  qui 
exprime  cette  dépendance.  On  peut  même  considérer  des  séries 
à  plusieurs  indices  variables ,  comme  Ta  fait  Laplace  dans  la 
Théorie  analytique  des  probabilités ,  par  l'analyse  à  laquelle  il  a 
donné  le  nom  de  Théorie  des  fonctions  génératrices ,  bien  qu'elle 
ne  soit  réellement  qu'une  branche  nouvelle  et  supérieure  do 
calcul  aux  différences  finies^  ou  de  la  théorie  générale  des 
suites. 

Les  divers  aperçus  généraux  que  je  viens  d'indiquer  ne  don-, 
nent  même  qu*une  idée  imparfaite  de  l'étendue  et  de  la  variété 
vraiment  infinie  des  questions  auxquelles  les  géomètres  se  sont 
élevés  d'après  cette  seule  considération  des  séries  5  si  simple  en 
apparence ,  et  si  bornée  à  son  origine.  Elle  présente  nécessaire- 
ment autant  de  cas  divers  que  la  résolution  algébrique  des  éqoa- 
tions  envisagée  dans  toute  son  étendue;  et  elle  est^  par  sa  na- 
ture ,  beaucoup  plus  compliquée  y  tellement  même  qu'elle  en 
dépend  toujours^  pour  conduire  à  une  solution  complète.  Cest 
assez  faire  pressentir  quelle  doit  être  encore  son  extrême  imper- 
fection ,  malgré  les  travaux  successifs  de  plusieurs  géomètres  da 
premier  ordre.  Nous  ne  possédons,  en  effet,  jusqu'ici  que  la 
solution  totale  et  rationnelle  des  plus  simples  questions  de  cette 
nature. 

Il  est  maintenant  aisé  de  concevoir  l'identité  nécessaire  et 
parfaite  que  j'ai  annoncée  ci-dessus,  d'après  les  indications  de 
Lagrange,  entre  le  calcul  aux  différences  finies,  et  la  théorie 
des  suites  prise  dans  son  ensemble.  En  effet,  toute  différentiation 
à  la  manière  de  Taylor  revient  évidemment  à  trouver  la  loi  de 
formation  d'une  suite  à  un  ou  à  plusieurs  indices  variables  ^  d'a- 
près l'expression  de  son  terme  général;  de  même,  toute  Lité- 
gration  analogue  peut  être  regardée  comme  ayant  pour  objet  la 
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sommation  d'aoe  suite ,  dont  le  terme  général  serait  exprimé 
par  la  différence  proposée.  Sous  ce  rapport,  les  divers  pro- 
blèmes de  calcul  aux  différences^  direct  ou  inverse  »  résolus  par 
Taylor  et  par  ses  successeurs ,  ont  réellement  une  très-grande 
Taleur,  comme  traitant  des  questions  importantes  relativement 
aux  suites.  Mais  il  est  fort  douteux  que  la  forme  et  la  notation 
introduites  par  Taylor  apportent  réellement  aucune  facilité  es- 
sentielle dans  la  solution  des  questions  de  ce  genre.  Il  serait 
peut-être  plus  avantageux  pour  la  plupart  des  cas,  et  certaine- 
ment plus  rationnel ,  de  remplacer  les  différences  par  les  termes 
mêmes  dont  elles  désignent  certaines  combinaisons.  Le  calcul 
de  Taylor  ne  reposant  pas  sur  une  pensée  fondamentale  vrai- 
ment distincte,  et  n'ayant  de  propre  que  son  système  de  signes , 
Une  saurait  y  avoir  réellement,  dans  la  supposition  même  la 
pins  favorable,  aucun  avantage  important  à  le  concevoir  comme 
détacbé  de  l'analyse  ordinaire,  dont  il  n'est ,  à  vrai  dire,  qu'une 
brancbe  immense.  Cette  considération  des  différences ,  le  plus 
souvent  inutile  quand  elle  ne  complique  pas ,  me  semble  con- 
server encore  le  caractère  d'une  époque  ou  les  idées  analyti- 
ques n'étant  pas  assez  familières  aux  géomètres ,  ils  devaient 
naturellement  préférer  les  formes  spéciales  propres  aux  simples 
comparaisons  numériques. 

Quoi  qu'il  en  soit ,  je  ne  dois  pas  terminer  cette  appréciation 
générale  du  calcul  aux  différences  finies,  sans  signaler  une  nou- 
velle notion  à  laquelle  il  a  donné  naissance,  et  qui  a  pris  ensuite 
une  grande  importance.  C'est  la  considération  de  ces  fonctions 
périodiques  ou  discontinues^  conservant  toujours  la  même  valeur 
pour  une  suite  infinie  de  valeurs  assujetties  à  une  certaine  loi 
dans  les  variables  correspondantes,  et  qui  doivent  être  néces- 
sairement ajoutées-  aux  intégrales  des  équations  aux  différences 
finies  pour  les  rendre  suffisamment  générales ,  comme  on  ajoute 
de  simples  constantes  arbitraires  à  toutes  les  quadratures  afin 
d'en  compléter  la  généralité.  Cette  idée ,  primitivement  intro- 
ït 
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duite  par  Euler,  est  devenue ,  dans  ces  derniers  temps ,  le  sajet 
de  travaux  fort  étendus  de  la  part  de  M.  Fourier,  qui  Fa  trans- 
portée dans  le  système  général  de  l'analyse ,  et  qui  en  a  fait  un 
usage  tellement  neuf  et  si  essentiel  pour  la  théorie  mathéma- 
tique de  la  chaleur  que  cette  conception,  dans  son  état  actuel» 
lui  appartient  vraiment  d'une  manière  exclusive. 

Afin  de  signaler  complètement  le  caractère  philosophique  du 
calcul  aux  différences  finies  »  je  ne  dois  pas  négliger  de  men- 
tionner ici  rapidement  les  principales  applications  générales 
qu'on  en  a  faites  jusqu'à  présent. 

Il  faudrait  placer  au  premier  rang ,  comme  la  plus  étendue  et 
la  plus  importante ,  la  solution  des  questions  relatives  aux  suites, 
si;  d'après  les  explications  données  ci-dessus,  la  théorie  géné- 
rale des  suites  ne  devait  pas  être  considérée  comme  consti- 
tuant, par  sa  nature,  le  fond  même  du  calcul  de  Taylor.  Cette 
grande  classe  de  problèmes  étant  donc  écartée,  la  plus  essen- 
tielle des  véritables  applications  de  l'analyse  de  Taylor,  estsans 
doute ,  jusqu'ici,  la  méthode  générale  des  interpolations ^  si  fré- 
quemment et  si  utilement  employée  dans  la  recherche  des  lois 
empiriques  des  phénomènes  naturels.  La  question  consiste, 
comme  on  sait,  à  intercaler,  entre  certains  nombres  donnés, 
d'autres  nombres  intermédiaires  assujettis  à  la  même  loi  que  l'on 
suppose  exister  entre  les  premiers.  On  peut  pleinement  vérifier, 
dans  cette  application  principale  du  calcul  de  Taylor,  coml^en, 
ainsi  que  je  l'ai  expliqué  plus  haut,  la  considération  des  diffé- 
rences est  vraiment  étrangère  et  souvent  gênante,  relativement 
aux  questions  qui  dépendent  de  cette  analyse.  En  effet,  Lagrange 
a  remplacé  les  formules  d'interpolation  déduites  de  l'algorithme 
ordinaire  du  calcul  aux  différences  finies  par  des  formules  géné- 
rales beaucoup  plus  simples,  qui  sont  aujourd  hui  presque  ton- 
jours  préférées,  et  qui  ont  été  trouvées  directement,  sans  faire 
jouer  aucun  rôle  à  la  notion  superflue  des  différences,  qui  ne  fai- 
saient que  compliquer  la  question. 
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Une  dernière  classe  importante  d'applications  du  calcul  aux 
différences  finies^  qui  mérite  d'être  distinguée  de  la  précédente, 
consiste  dans  Fusage  éminemment  utile  qu'on  en  fait^  en  géo- 
métrie^ pour  déterminer  par  approximation  la  longueur  et  Faire 
de  quelque  courbe  que  ce  soit,  et^  de  même,  la  quadrature  et 
la  cubature  d'un  corps  ayant  une  forme  quelconque.  Ce  pro  - 
cédé^  qui  peut  d'ailleurs  être  conçu  abstraitement  comme  dé- 
pendant de  la  même  recherche  analytique  que  la  question  des 
interpolations  9  présente  souvent  un  supplément  précieux  aux 
méthodes  géométriques  entièrement  rationnelles  ^  qui  condui- 
sent fréquemment  à  des  intégrations  qu'on  ne  sait  point  encore 
effectuer^  ou  à  des  calculs  d'une  exécution  très-compliquée. 

Telles  sont  les  diverses  considérations  principales  que  j'ai  cru 
devoir  indiquer  relativement  au  calcul  des  différences  finies.  Cet 
examen  complète  Fétude  philosophique  que  je  m'étais  proposé 
d'esquisser  pour  la  mathématique  abstraite.  Nous  devons  main- 
tenant procéder  à  un  travail  semblable  sur  la  mathématique  con- 
crète ^  où  nous  nous  attacherons  surtout  à  concevoir  comment  ^ 
en  supposant  parfaite  la  science  générale  du  calcul^  on  a  pu,  par 
des  procédés  invariables ,  réduire  à  de  pures  questions  d'analyse 
tous  les  problèmes  que  peuvent  présenter  la  géométrie  et  la  mé- 
canique 9  et  imprimer  ainsi  à  ces  deux  bases  fondamentales  de 
la  philosophie  naturelle  ^  un  degré  de  précision  et  surtout 
d'unité,  en  on  mot ^  un  caractère  de  haute  perfection^  qu'une 
telle  marche  pouvait  seule  leur  communiquer. 
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DIXIÈME  LEÇON 


Vue  cénérale  4e  la  fféométrle. 

D'après  Texplicatiou  générale  présentée  dans  la  troisième 
leçon  relativement  au  caractère  philosophique  de  la  mathénia- 
tique  concrète ^  comparé  à  celui  de  la  mathématique  abstraite, 
je  n'ai  pas  besoin  d'établir  ici^  d'une  manière  spéciale^  que  la 
géométrie  doit  être  considérée  conmie  une  véritable  science 
naturelle  ^  seulement  bien  plus  simple  et  par  suite  beaucoup 
plus  parfaite  qu'aucune  autre.  Cette  perfection  nécessaire  de  li 
géométrie j  obtenue  essentiellement  par  l'application»  qu'elle 
comporte  si  éminemment^  de  l'analyse  mathématique ,  fait  or- 
dinairement illusion  sur  la  nature  réelle  de  cette  science  fon- 
damentale y  que  la  plupart  des  esprits  conçoivent  aijyourd'liai 
comme  une  science   purement  rationnelle  ^  tout- à-fait  indé- 
pendante de  l'observation.  Il  est  néanmoins  évident,  pour  qui- 
conque examine  avec  attention  le  caractère  des  raisonnements 
géométriques  9  même  dans  l'état  actuel  de  la  géométrie  abs- 
traite ,  que  9  si  les  faits  qu'on  y  considère  sont  beaucoup  plus 
liés  entr'eux  que  ceux  relatifs  à  toute  autre  science,  il  existe 
tom'ours  cependant,  par  rapport  à  chaque  corps  étudié  par  les 
géomètres,  un  certain  nombre  de  phénomènes  primitif,  qoi, 
n'étant  établis  par  aucun  raisonnement ,  ne  peuvent  être  fondés 
que  sur  l'observation,  et  constituent  la  base  nécessaire  de  toutes 
les  déductions.  L'erreur  commune  à  cet  égard  doit  être  regar- 
dée comme  un  reste  d'influence  de  l'esprit  métaphysique ,  qui 
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a  si  longtemps  dominé  ^  même  dans  les  études  géométriques. 
Indépendamment  de  sa  gravité  logique  s  cette  fausse  manière 
de  voir  présente  continuellement ,  dans  les  applications  de  la 
géométrie  rationnelle  ^  les  plus  grands  inconvénients  ^  en  ce 
qu'elle  empêche  de  concevoir  nettement  le  passage  du  concret 
à  l'abstrait 

La  supériorité  scientifique  de  la  géométrie  tient,  en  général, 
à  ce  que  les  phénomènes  qu'elle  considère  sont,  nécessaire- 
ment, les  plus  universels  et  les  plus  simples  de  tous.  Non- 
seulement  tous  les  corps  de  la  nature  peuvent  évidemment 
donner  lieu  à  des  recherches  géométriques ,  aussi  bien  qu'à  des 
recherches  mécaniques^  mais ,  de  plus ,  les  phénomènes  géomé- 
triques subsisteraient  encore,  quand  même  toutes  les  parties 
del'universseraient  supposées  immobiles.  La  géométrie  est  donc, 
par  sa  nature,  plus  générale  que  la  mécanique.  £n  même  temps, 
ses  phénomènes  sont  plus  simples,  car  ils  sont  éyidemment 
indépendants  des  phénomènes  mécaniques ,  tandis  que  ceux-ci 
se  compliquent  toujours  nécessairement  des  premiers.  Il  en  est 
de  même ,  en  comparant  la  géométrie  à  la  thermologie  abs- 
traite, qu'on  peut  concevoir  aujourd'hui,  depuis  les  travaux  de 
M.  Fourier,  ainsi  que  je  l'ai  Indiqué  dans  la  troisième  leçon , 
comme  une  nouvelle  branche  générale  de  la  mathématique 
concrète.  En  effet, les  phénomènes  thermologiques,  considérés 
même  indépendamment  des  effets  dynamiques  qui  les  accom- 
pagnent presque  constamment,  surtout  dans  les  corps  fluides, 
dépendent  nécessairement  des  phénomènes  géométriques,  puis- 
que la  forme  des  corps  influe  singulièrement  sur  la  répartition 
de  la  chaleur. 

C'est  pour  ces  diverses  raisons  que  nous  avons  dû  classer 
précédemment  la  géométrie  comme  la  première  partie  de  la 
mathématique  concrète ,  celle  dont  l'étude ,  outre  son  impor- 
tance propre,  sert  de  base  indispensable  à  toutes  les  autres. 

Avant  de  considérer  directement  l'étude  philosophique  de& 
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divers  ordres  de  recherches  qui  constituent  la  géométrie  ac- 
tuelle, il  faut  se  faire  une  idée  nette  et  exacte  de  la  destination 
générale  de  cette  science ,  envisagée  dans  son  ensemble.  Tel  est 
Tobjet  de  cette  leçon. 

On  définit  communément  la  géométrie  d'une  manière  très- 
vague  et  tout-à-fait  vicieuse,  en  se  bornant  à  la  présenter  comme 
la  science  de  l'étendue.  Il  conviendrait  d'abord  d'améliorer  cette 
définition,  en  disant^  avec  plus  de  précision,  que  la  géométrie 
a  pour  objet  la  mesure  de  l'étendue.  Mais  une  telle  explication 
serait ,  par  elle-même ^  fort  insuffisante,  bien  que,  au  fond,  elle 
soit  exacte.  Un  aperçu  aussi  imparfait  ne  peut  nullement  faire 
connaître  le  véritable  caractère  général  de  lascience  géométrique. 

Pour  y  parvenir,  je  crois  devoir  éclaircir  préalablement  deux 
notions  fondamentales ,  qui,  très-simples  en  elles-mêmes,  ont 
été  singulièrement  obscurcies  par  l'emploi  des  considératiODS 
métaphysiques. 

La  première  est  celle  de  Y  espace,  qui  a  donné  lieu  à  tant  de 
raisonnements  sophistiques,  à  des  discussions  si  creuses  et  si 
puériles  de  la  part  des  métaphysiciens.  Réduite  à  son  acception 
positive,  cette  conception  consiste  simplement  en  ce  que,  an 
lieu  de  considérer  l'étendue  dans  les  corps  eux-mêmes ,  nous 
l'envisageons  dans  un  milieu  indéfini ,  que  nous  regardons 
comme  contenant  tous  les  corps  de  l'univers.  Cette  notion  nons 
est  naturellement  suggérée  par  l'observation ,  quand  nous  pen- 
sons à  V empreinte  que  laisserait  un  corps  dans  un  fluide  oii  il 
aurait  été  placé.  Il  est  clair,  en  effet ,  que ,  sous  le  rapport  géo- 
métrique ,  une  telle  empreinte  peut  être  substituée  au  corps  Id- 
même,  sans  que  les  raisonnements  en  soient  altérés.  Quant  à  la 
nature  physique  de  cet  espace  indéfini,  nous  devons  spontané- 
ment nous  le  représenter,  pour  plus  de  facilité,  conune  analogue 
au  milieu  effectif  dans  lequel  nous  vivons,  tellement  que  si  ce 
milieu  était  liquide ,  au  lieu  d'être  gazeux ,  notre  espace  géomé- 
triqiie  serait  sans  doute  conçu  aussi  comme  liquide.  Cette  cir- 


MâTHÉlMATIQUE.  247 

constance  n'est  d'ailleurs  évidemment  que  très-secondaire  ^ 
Fobjet  essentiel  d*une  telle  conception  étant  seulement  de  nous 
faire  envisager  l'étendue  séparément  des  corps  qui  nous  la 
manifestent  On  comprend  aisément  à  priori  l'importance  de 
cette  image  fondamentale  ^  puisqu'elle  nous  permet  d'étudier 
les  phénomènes  géométriques  en  eux-mêmes,  abstraction  faite 
de  tous  les  autres  phénomènes  qui  les  accompagnent  constam- 
ment dans  les  corps  réels,  sans  cependant  exercer  sur  eux  au- 
cune influence.  L'établissement  régulier  de  cette  abstraction 
générale  doit  être  regardé  comme  le  premier  pas  qui  ait  été 
fait  dans  l'étude  rationnelle  de  la  géométrie ,  qui  eût  été  im- 
possible s'il  avait  fallu  continuor  à  considérer  avec  la  forme  et 
la  grandeur  des  corps  l'ensemble  d^  toutes  leurs  autres  pro- 
priétés physiques.  L'usage  d'une  semblable  liypotbèse,  qui  est 
peut-être  la  plus  ancienne  conception  philosopliique  créée  par 
l'esprit  humain ,  nous  est  maintenant  devenu  si  familier,  que 
nous  avons  peine  à  mesurer  exactement  son  importance,  en 
appréciant  les  conséquences  qui  résulteraient  de  sa  suppression. 

Les  spéculations  géométriques  ayant  pu  ainsi  devenir  abs- 
traites^ elles  ont  acquis  non-seulement  plus  de  simplicité ,  mais 
encore  plus  de  généralité.  Tant  que  l'étendue  est  considérée 
dans  les  corps  eux-mêmes ,  on  ne  peut  prendre  pour  sujet  des 
recherches  que  les  formes  effectivement  réalisées  dans  la  nature, 
ce  qui  restreindrait  singulièrement  le  champ  de  la  géométrie. 
Au  contraire,  en  concevant  retendue  dans  V espace^  l'esprit 
humain  peut  envisager  toutes  les  formes  quelconques  imagi- 
nables ,  ce  qui  est  indispensable  pour  donner  à  la  géométrie  un 
caractère  entièrement  rationnel 

La  seconde  conception  géométrique  préliminaire  que  nous 
devons  examiner  est  celle  des  différentes  sortes  d'étendue ,  dé- 
signées par  les  mots  de  volume  %  sur  face  y  ligne  y  et  même  points 
et  dont  Texplication  ordinaire  est  si  peu  satisfaisante. 

1  M.  Lacroix  a  critiqué  avec  raison  l^expression  de  solide ,  communéuiuiit 
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Quoiqu'il  soit  évidemmeut  impossible  de  concevoir  aucune 
étendue  absolument  privée  de  Tune  quelconque  des  trois  di- 
mensions fondamentales  9  il  n'est  pas  moins  incontestable  qae, 
dans  une  foule  d'occasions ,  même  d'une  utilité  immédiate  ;  les 
questions  géométriques  ne  dépendent  que  de  deux  dimensions, 
considérées  séparément  de  la  troisième ,  ou  d'une  seule  dimen- 
sion, considérée  séparément  des  deux  autres.  D'un  autre  côté, 
indépendamment  de  ce  motif  direct,  l'étude  de  l'étendue  à  nae 
seule  dimension  et  ensuite  à  deux  se  présente  clairement  comme 
un  préliminaire  indispensable  pour  faciliter  l'étude  des  corps 
complets  ou  à  trois  dimensions^  dont  la  théorie  immédiate  serait 
trop  compliquée.  Tels  sont  les  deux  motifs  généraux  qui  obligent 
les  géomètres  à  considérer'  isolément  Télendue  sous  le  rapport 
d'une  ou  de  deux  dimensions,  aussi  bien  que  relativement  â 
toutes  les  trois  ensemble. 

C'est  afin  de  pouvoir  penser,  d'une  manière  permanente,  i 
l'étendue  dans  deux  sens  ou  dans  un  seul,  que  l'esprit  humain 
se  forme  les  notions  générales  de  surface^  et  de  ligne.  Les  ex- 
pressions  liyperboliques  habituellement  employées  par  les  géo- 
mètres pour  les  définir,  tendent  à  en  faire  concevoir  uoe  faosM 
idée.  Mais,  examinées  en  elles-mêmes,  elles  n'ont  d^autre  des- 
tination que  de  nous  permettre  de  raisonner  avec  facilité  sur 
ces  deux  genres  d'étendue,  en  faisant  complètement  abstraction 
de  ce  qui  ne  doit  pas  être  pris  en  considération.  Or^  il  suffit, 
pour  cela,  de  concevoir  la  dimension  que  l'on  veut  éliminer 
comme  devenue  graduellement  de  plus  en  plus  petite  ^  les  deux 

employée  par  les  géomèlres  pour  désigner  un  volume.  Il  est  Gertaio,  en  eM, 
que  loi-sque  nous  voulons  considérer  séparément  uni*  certaine  portion  de  Tn- 
pace  indéGni,  conçu  comme  gazeux,  nous  en  soiidi6ons  par  la  pensée  l'enceiote 
cxléiieure,  en  sorte  qu^une  ligne  et  une  surface  sonl  habituellement,  pour  BOtre 
esprit,  tout  aussi  solides  qu'un  voluvic.  On  peut  même  remaïquer  que,  le  plus 
souvent,  afin  que  les  corps  se  pil^nètrent  mutuellement a?ec  plus  de  focilité,  nous 
sommes  obligés  de  nous  représenter  comme  creux  Pintérieur  des  votumes^  ce  qui 
/end  encore  plus  sensible  rimpropriété  du  mot  solide. 
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antres  restant  les  mêmes ^  jusqu'à  ce  qu'elle  soit  parvenue  à  un 
tel  degré  de  ténuité  qu'elle  ne  puisse  plus  fixer  l'attention.  C'est 
ainsi  qu'on  acquiert  naturellement  l'idée  réelle  d'une  surface, 
ei,  par  une  seconde  opération  analogue,  l'idée  d'une  ligne, 
en  renouvelant  pour  la  largeur  ce  qu'on  a  d'abord  fait  pour 
l'épaisseur.  Enfin,  si  l'on  répète  encore  le  même  travail,  on 
parvient  à  l'idée  d'un  point,  ou  d'une  étendue  considérée  uni- 
quement par  rapport  à  son  lieu,  abstraction  faite  de  toute  gran- 
deur, et  destinée, par  conséquent,  à  préciser  les  positions.  Les 
surfaces  ont  d'ailleurs  évidemment  la  propriété  générale  de 
circonscrire  exactement  les  volumes;  et,  de  même  les  lignes ^  à 
leur  tour,  circonscrivent  les  surfaces,  et  sont  limitées  par  les 
points.  Mais  cette  considération ,  à  laquelle  on  a  donné  souvent 
trop  d'importance^  n'est  que  secondaire. 

Les  surfaces  et  les  lignes  sont  donc  réellement  toujours  con- 
çues avec  trois  dimensions;  il  serait,  en  effet,  impossible  de  se 
représenter  une  surface  autrement  que  comme  une  plaque 
extrêmement  mince ,  et  une  ligne  autrement  que  comme  un  fil 
infiniment  délié.  Il  est  même  évident  que  le  degré  de  ténuité 
attribué  par  chaque  individu  aux  dimensions  dont  il  veut  faire 
abstraction ,  n'est  pas  constamment  identique ,  car  il  doit  dé- 
pendre du  degré  de  finesse  de  ses  observations  géométriques 
habituelles.  Ce  défaut  d'uniformité  n'a  d'ailleurs  aucun  incon- 
vénient réel,  puisqu'il  suffit,  pour  que  les  idées  de  surface  et 
de  ligne  remplissent  la  condition  essentielle  de  leur  destination^ 
que  chacun  se  représente  les  dimensions  à  négliger  comme  plus 
petites  que  toutes  celles  dont  ses  expériences  journalières  lui 
donnent  occasion  d'apprécier  la  grandeur. 

On  doit  sans  doute  regretter  qu'U  soit  encore  nécessaire  au- 
jourd'hui d'indiquer  expressément  une  explication  aussi  simple 
que  la  précédente ,  dans  un  ouvrage  tel  que  celui-ci.  Mais  j'ai 
cru  devoir  signaler  rapidement  ces  considérations  à  cause  du 
nuage  ontologique  dont  une  fausse  manière  de  voir  enveloppe 
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ordinairement  ces  notions  premières.  On  voit  par  là  combien 
sont  dépourvues  de  toute  espèce  de  sens  les  discussions  fantas- 
tiques des  métaphysiciens  sur  les  fondements  de  la  géométrie. 
On  doit  aussi  remarquer  que  ces  idées  primordiales  sont  habi- 
tuellement présentées  par  les  géomètres  d'une  manière  peu 
philosophique  9  puisqu'ils  exposent  ^  par  exemple  ^  les  notions 
des  différentes  sortes  d'étendue  dans  un  ordre  absolument  in- 
verse de  leur  enchaînement  naturel,  ce  qui  engendre  souvent , 
pour  renseignement  élémentaire,  les  plus  graves  inconvénients. 

Ces  préliminaires  étant  posés ,  nous  pouvons  procéder  direc- 
tement à  la  définition  générale  de  la  géométrie,  en  concevant 
toujours  cette  science  comme  ayant  pour  but  final  la  mesurées 
rétendue. 

Il  est  tellement  nécessaire  d'entrer  à  cet  égard  dans  une  ex- 
plication approfondie,  fondée  sur  la  distmction  des  trois  es- 
pèces d'étendue ,  que  la  notion  de  mesure  n'est  pas  exactement 
la  même  par  rapport  aux  surfaces  et  aux  volumes  que  relative- 
ment aux  lignes ,  en  sorte  que ,  sans  cet  examen ,  on  se  for- 
merait une  fausse  idée  de  la  nature  des  questions  géométriques. 

Si  l'on  prend  le  mot  mesure  dans  son  acception  mathématique 
directe  et  générale ,  qui  signifie  simplement  l'évaluation  des 
rapports  qu'ont  entr'elles  des  grandeurs  homogènes  quel- 
conques, on  doit  considérer,  en  géométrie,  que  Idi  mesttre  ie& 
surfaces  et  des  volumes,  par  opposition  à  celle  des  lignes,  n'est 
jamais  conçue ,  même  dans  les  cas  les  plus  simples  et  les  plus 
favorables,  comme  s'effectuant  immédiatement.  On  regarde 
comme  directe  la  comparaison  de  deux  lignes;  celle  de  deux 
surfaces  ou  de  deux  volumes  est,  au  contraire ,  constamment 
indirecte.  En  effet ,  on  conçoit  que  deux  lignes  puissent  être 
superposées  ;  mais  la  superposition  de  deux  surfaces,  ou,  à  plus 
forte  raison ,  celle  de  deux  volumes,  est  évidemment  impossible 
à  établir  dans  le  plus  grand  nombre  des  cas;  et,  lors  même 
qu'elle  devient  rigoureusement  praticable ,  une  telle  comparai- 
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son  n'est  jamais  ni  commode  ^  ni  susceptible  d'exactitnde.  Il 
est  donc  bien  nécessaire  d'eipliquer  en  quoi  consiste  propre- 
ment la  mesure  vraiment  géométrique  d'une  surface  ou  d'un 
volume. 

n  faut  considérer^  pour  cela  ^  que ,  quelle  que  puisse  être  la 
forme  d'un  corps,  il  existe  toujours  un  certain  nombre  de 
lignes,  plus  ou  moins  faciles  à  assigner,  dont  la  longueur  suffit 
pour  définir  exactement  la  grandeur  de  sa  surface  ou  de  son 
volume.  La  géométrie ,  regardant  ces  lignes  comme  seules  s(is- 
ceptibles  d'être  mesurées  immédiatement,  se  propose  de  dé- 
duire ,  de  leur  simple  détermination ,  le  rapport  de  la  surface 
ou  du  volume  cherchés ,  à  l'unité  de  surface  ou  à  l'unité  de 
volume.  Ainsi  l'objet  général  de  la  géométrie ,  relativement  aux 
surfaces  et  aux  volumes ,  est  proprement  de  ramener  toutes  les 
comparaisons  de  surfaces  ou  de  volumes ,  à  de  simples  compa- 
raisons de  lignes. 

Outre  la  facilité  immense  que  présente  évidemment  une  telle 
transformation  pour  la  mesure  des  volumes  et  des  surfaces ,  il 
en  résulte ,  en  la  considérant  d'une  manière  pMis  étendue  et 
plus  scientifique,  la  possibilité  générale  de  réduire  à  des  ques- 
tions de  lignes ,  toutes  les  questions  relatives  aux  volumes  et 
aux  surfaces,  envisagés  quant  à  leur  grandeur.  Tel  est  souvent 
l'usage  le  plus  important  des  expressions  géométriques  qui 
déterminent  les  surfaces  et  les  volumes  en  fonction  des  lignes 
correspondantes. 

Ce  n'est  pas  que  les  comparaisons  immédiates  entre  surfaces 
ou  entre  volumes  ne  soient  jamais  employées.  Mais  de  telles 
mesures  ne  sont  pas  regaMées  comme  géométriques,  et  on  n'y 
voit  qu'un  supplément  quelquefois  nécessaire,  quoique  trop 
rarement  applicable,  à  l'insuffisance  ou  à  la  difficulté  des  pro- 
cédés vraiment  rationnels.  C'est  ainsi  que  souvent  on  détermine 
le  volume  d'un  corps,  et,  dans  certains  cas,  sa  surface,  d'après 
son  poids.  De  même,  en  d'autres  occasions,  quand  on  peut 
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substituer  au  volume  proposé  un  volume  liquide  équivalent ,  on 
établit  immédiatement  la  comparaison  de  deux  volumes  5  en 
profitant  de  la  propriété  que  présentent  les  masses  liquides ,  de 
pouvoir  prendre  aisément  toutes  les  formes  qu'on  veut  leur 
donner.  Mais  tous  les  moyens  de  cette  nature  sont  purement 
mécaniques  ^  et  la  géométrie  rationnelle  les  rejette  nécessaire- 
ment. 

Pour  rendre  plus  sensible  la  différence  de  ces  déterminations 
avec  les  véritables  mesures  géométriques^  je  citerai  un  seul 
exemple  très-remarquable  ^  la  manière  dont  Galilée  évalua  le 
rapport  de  Taire  de  la  cycloîde  ordinaire  à  celle  du  cercle 
générateur.  La  géométrie  .de  son  temps  étant  encore  trop  in- 
férieure à  la  solution  rationnelle  d'un  tel  problème.  GalUée 
imagina  de  cherclier  ce  rapport  par  une  expérience  directe. 
Ayant  pesé  le  plus  exactement  possible  deux  lames  de  même 
matière  et  d'égale  épaisseur ,  dont  l'une  avait  la  forme  d'on 
cercle  et  l'autre  celle  de  la  cycloîde  engendrée  ^  il  trouva  le 
poids  de  celle-ci  constamment  triple  de  celui  de  la  première, 
d'où  il  concldt  que  l'aire  de  la  cycloîde  est  triple  de  celle  dn 
cercle  générateur ,  résultat  conforme  à  la  véritable  solution 
obtenue  plus  tard  par  Pascal  et  Wallis.  Un  tel  succès^  sur  le- 
quel d'ailleurs  Galilée  n'avait  pas  pris  le  change,  tient  évidem- 
ment  à  l'extrême  simplicité  réelle  du  rapport  cherché;  et  on 
conçoit  l'insuffisance  nécessaire  de  semblables  expédients,  même 
lorsqu'ils  seraient  effectivement  praticables. 

On  voit  clairement ,  d'après  ce  qui  précède ,  en  quoi  con- 
sistent proprement  la  partie  de  la  géométrie  relative  aux 
volumes  et  celle  relative  aux  surface^  Mais  on  ne  conçoit  pas 
aussi  nettement  le  caractère  de  la  géométrie  des  lignes,  puisque 
nous  avons  semblé,  pour  simplifier  l'exposition,  considérer  la 
mesure  des  lignes  comme  se  faisant  immédiatement.  Il  faut 
donc ,  par  rapport  à  elles,  un  complément  d'explication. 

A  cet  effet ,  il  suffit  de  distinguer,  entre  la  ligne  droite  et  les 
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lignes  courbes;  la  mesure  de  la  première  étant  seule  regardée 
conune  directe  ^  et  celle  des  autres  comme  constamment  indi- 
recte.  Bien  que  la  superposition  soit  quelquefois  rigoureusement 
praticable  pour  les  lignes  courbes^  il  est  évident  néanmoins  que 
la  géométrie  vraiment  rationnelle  doit  la  rejeter  nécessairement, 
comme  ne  comportant ,  lors  même  qu'elle  est  possible^  aucune 
exactitude.  La  géométrie  des  lignes  a  donc  pour  objet  général  de 
ramener  constamment  la  mesure  des  lignes  courbes  à  celle  des 
lignes  droites;  et  par  suite,  sous  un  point  de  vue  plus  étendu;  de 
réduire  à  de  simples  questions  de  lignes  droites  toutes  les  ques- 
tions relatives  à  la  grandeur  des  courbes  quelconques.  Pour 
comprendre  la  possibilité  d'une  telle  transformcition^  il  faut 
remarquer  que,  dans  toute  courbe  quelconque,  il  existe  cons- 
tamment certaines  droites  dont  la  longueur  doit  suffire  pour 
détemdner  celle  de  la  courbe.  Ainsi,  dans  un  cercle,  il  est 
évident  que  de  la  longueur  du  rayon  on  doit  pouvoir  conclure 
celle  de  la  circonférence;  de  même,  la  longueur  d'une  ellipse 
dépend  de  celle  de  ses  deux  axes  ;  la  longueur  d'une  cyclolde , 
du  diamètre  du  cercle  générateur,  etc.  ;  et  si ^  au  lieu  de  con- 
sidérer la  totalité  de  chaque  courbe,  on  demande  plus  géné- 
ralement la  longueur  d'un  arc  quelconque ,  il  suffira  d'ajouter, 
aux  divers  paramètres  rectilignes  qui  déterminent  l'ensemble 
de  la  courbe ,  la  corde  de  l'arc  proposé ,  ou  les  coordonnées  de 
ses  extrémités.  Découvrir  la  relation  qui  existe  entre  la  longueur 
d'une  ligne  courbe  et  celle  de  semblables  lignes  droites,  tel  est 
le  problème  général  qu'on  a  essentiellement  en  vue  dans  l^ 
partie  de  la  géométrie  relative  à  l'étude  des  lignes. 

£n  combinant  cette  considération  avec  celles  précédemment 
exposées  sur  les  volumes  et  sur  les  surfaces ,  on  peut  se  former 
une  idée  très-nette  de  la  science  géométrique ,  conçue  dans  son 
ensemble,  en  lui  assignant  pour  destination  générale  de  réduire 
finalement  les  comparaisons  de  toutes  les  espèces  d'étendue , 
volumes,  surfaces,  ou  lignes,  à  de  simples  comparaisons  de 
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ligues  droites  9  les  seules  regardées  comme  poa?ant  être  ef- 
fectuées immédiatement^  et  qui^  en  effet,  ne  sauraient  évidem- 
ment être  ramenées  à  d'autres  plus  faciles.  En  même  tenq» 
qu'une  telle  conception  manifeste  clairement  le  véritable  carac- 
tère de  la  géométrie,  elle  me  semble  propre  à  faire  apercevoir, 
d'un  coup-d'œil  unique ,  son  utilité  et  sa  perfection. 

Afin  de  compléter  rigoureusement  cette  explication  fondamen- 
tale, il  me  reste  à  indiquer  comment  il  peut  y  avoir,  en  géomé- 
trie, une  section  spéciale  relative  à  la  ligne  droite ,  ce  qui  parait 
d'abord  incompatible  avec  le  principe  que  la  mesure  de  cette 
classe  de  lignes  doit  être  toujours  regardée  comme  immédiate. 

Elle  l'est,  en  effet,  par  rapport  à  celle  des  lignes  courbes, 
et  de  tous  les  autres  objets  que  la  géométrie  considère.  Mais  il 
est  évident  que  l'estimation  d'une  ligne  droite  ne  peut  être  en- 
visagée comme  directe  qu'autant  qu'on  peut  immédiatement 
porter  sur  elle  l'unité  linéaire.  Or,  c'est  ce  qui  présente  le  pins 
souvent  des  difficultés  insurmontables,  comme  j'ai  eu  occasion 
de  l'exposer  spécialement  pour  un  autre  motif  dans  la  troisième 
leçon.  On  doit  alors  faire  dépendre  la  mesure  de  la  droite  pro- 
posée d'autres  mesures  analogues,  susceptibles  d'être  immé- 
diatement effectuées.  Il  y  a  donc  nécessairement  une  première 
étude  géométrique  distincte,  exclusivement  consacrée  à  la  ligne 
droite;  elle  a  pour  objet  de  déterminer  les  lignes  droites,  les 
unes  par  les  autres,  d'après  les  relations  propres  aux  figures 
quelconques  résultant  de  leur  assemblage.  Cette  partie  préli- 
minaire de  la  géométrie ,  qui  semble  pour  ainsi  dire  impercep- 
tible  quand  on  envisage  l'ensemble  de  la  science,  est  néanmoins 
susceptible  d'un  très-grand  développement,  lorsqu'on  veut  la 
traiter  dans  toute  son  étendue.  Elle  est  évidemment  d'autant 
plus  importante ,  que  s  toutes  les  mesures  géométriques  devant 
se  ramener,  autant  que  possible,  à  celle  des  lignes  droites,  Tim- 
possibUité  de  déterminer  ces  dernières  suffirait  pour  rendre 
incomplète  la  solution  de  chaque  question  quelconque. 
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Telles  sont  donc^  snlyant  leur  enchaînement  naturel  ^  les  di- 
verses parties  fondamentales  de  la  géométrie  rationnelle.  On 
voit  que,  pour  suivre  dans  son  étude  générale  un  ordre  vraiment 
dogmatique,  il  faut  considérer  d'abord  la  géométrie  des  lignes, 
en  commençant  par  la  ligne  droite,  et  passer  ensuite  à  la  géo- 
métrie des  surfaces,  pour  traiter  enfin  celle  des  volumes.  Il  y  a 
Heu  de  s*étonner,  sans  doute,  qu'une  classification  méthodique 
qui  dérive  aussi  simplement  de  la  nature  même  de  la  science 
n'ait  pas  été  constamment  suivie. 

Après  avoir  déterminé  avec  précision  l'objet  général  et  défi- 
nitif des  recherches  géométriques,  il  faut  maintenant  considérer 
la  science  sous  le  rapport  du  champ  embrassé  par  chacune  de 
ses  trois  sections  fondamentales. 

Ainsi  envisagée,  la  géométrie  est  évidemment  susceptible,  par 
sa  nature,  d'une  extension  rigoureusement  indéfinie;  car  la  me- 
sure des  lignes^  des  surfaces  ou  des  volumes,  présente  nécessai- 
rement autant  de  questions  distinctes  que  l'on  peut  concevoir 
de  formes  différentes,  assujetties  à  des  définitions  exactes,  et  le 
nombre  en  est  évidemment  infini. 

Les  géomètres  se  sont  bornés  d'abord  à  considérer  les  formes 
les  plus  simples  que  la  nature  leur  fournissait  immédiatement, 
ou  qui  se  déduisaient  de  ces  éléments  primitifs  par  les  combi- 
naisons les  moins  compliquées.  Mais  ils  ont  senti ,  depuis  Des- 
cartes ,  que ,  pour  constituer  la  science  de  la  manière  la  plus 
philosophique,  il  fallait  nécessairement  la  faire  porter,  en  gé- 
néral ,  sur  toutes  les  formes  imaginables.  Ils  ont  ainsi  acquis  la 
certitude  raisonnée  que  cette  géométrie  abstraite  comprendrait 
inévitablement,  comme  cas  particuliers,  toutes  les  diverses 
formes  réelles  que  le  monde  extérieur  pourrait  présenter,  de 
façon  à  n'être  jamais  pris  au  dépourvu.  Si ,  au  contraire ,  on 
s'était  toujours  réduit  à  la  seule  considération  de  ces  formes  na- 
turelles, sans  s'y  être  préparé  par  une  étude  générale  et  par 
l'examen  spécial  de  certaines  formes  hypothétiques  plus  simples. 
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il  est  clair  que  les  difficultés  auraient  été  le  plus  souvent  insor- 
moQtables  au  moment  de  Tapplication  effective.  C'est  donc  on 
principe  fondamental  ^  dans  la  géométrie  vraiment  rationneUe^ 
que  la  nécessité  de  considérer,  autant  que  possible  y  toutes  les 
formes  qu'on  peut  concevoir  rigoureusement 

L'examen  le  moins  approfondi  suffit  pour  faire  comprendre 
que  ces  formes  présentent  une  variété  tout -à-fait  infinie.  Relati- 
vement aux  lignes  courbes^  en  les  regardant  comme  engendrées 
par  le  mouvement  d'un  point  assujetti  à  une  certaine  loi  «il  est 
clair  qu'on  aura ,  en  général  y  autant  de  courbes  différentes  qae 
l'on  supposera  de  lois  différentes  pour  ce  mouvement,  qui  patf 
évidemment  s'opérer  suivant  une  infinité  de  conditions  dis- 
tinctes, quoiqu'il  puisse  arriver  accidentellement  quelquefois 
que  de  nouvelles  générations  produisent  des  courbes  déjà  ob- 
tenues. Ainsi,  pour  me  borner  aux  seules  courbes  planes, si  on 
point  se  meut  de  manière  à  rester  constamment  à  la  même  dis- 
tance d'un  point  fixe,  il  engendrera  un  cercle;  si  c'est  la  somme 
ou  la  différence  de  ses  distances  à  deux  points  fixes  qui  demeore 
constante,  la  courbe  décrite  sera  une  ellipse  ou  une  hyperbole; 
si  c'est  leur  produit,  on  aura  une  courbe  toute  différente;  si  le 
point  s'écarte  toujours  également  d'un  point  fixe  et  d'une  droite 
fixe,  il  décrira  une  parabole  ;  s'il  tourne  sur  un  cercle  en  même 
temps  que  ce  cercle  roule  sur  une  ligne  droite,  on  aura  une  cy- 
cloîde  ;  s'il  s'avance  le  long  d'une  droite,  tandis  que  cette  droite, 
fixée  par  une  de  ses  extrémités,  tourne  d'une  manière  quel- 
conque, il  en  résultera  ce  qu'on  appelle,  en  général,  des  siurales 
qui,  à  elles  seules ,  présentent  évidemment  autant  de  courbes 
parfaitement  distinctes^  qu'on  peut  supposer  de  relations  diflK- 
rentes  entre  ces  deux  mouvements  de  translation  et  de  rota- 
tion, etc.,  etc.  Chacune  de  ces  diverses  courbes  peut  ensuite  en 
fournir  de  nouvelles ,  par  les  différentes  constructions  générales 
que  les  géomètres  ont  imaginées,  et  qui  donnent  naissance  aux 
développées,  aux  épicycloldes ,  aux  caustiques,  etc.,  etc.  Eofin 
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il  existe  évidemment  une  variété  encore  plus  grande  parmi  les 
courbes  à  double  courbure. 

Relativement  aux  surfaces  y  les  formes  en  sont  nécessairement 
bien  plus  diverses  encore  ^  en  les  regardant  comme  engendrées 
par  le  mouvement  des  lignes.  £n  effet ,  la  forme  peut  alors  va- 
rier^ non  seulement  en  considérant  9  comme  dans  les  courbes , 
les  différentes  lois  en  nombre  infini  auxquelles  peut  être  assu- 
jetti le  mouvement  de  la  ligne  génératrice,  mais  aussi  en  suppo- 
sant que  cette  ligne  elle-  même  vienne  à  changer  de  nature ,  ce 
qui  n'a  pas  d'analogue  dans  les  courbes,  les  points  qui  les  décri- 
vent ne  pouvant  avoir  aucune  figure  distincte.  Deux  classes  de 
conditions  très-diverses  peuvent  donc  faire  varier  les  formes  des 
surfaces,  tandis  qu'il  n'en  existe  qu'une  seule  pour  les  lignes.  Il 
est  inutile  de  citer  spécialement  une  série  d'exemples  propres 
à  vérifier  cette  mulliplicité  doublement  infinie  qu*on  remarque 
parmi  les  surfaces.  Il  suffirait,  pour  s'en  faire  une  idée^  de  con- 
sidérer l'extrême  variété  que  présente  le  seul  groupe  des  sur- 
faces dites  réglées j  c'est-à-dire  engendrées  par  une  ligne  droite, 
et  qui  comprend  toute  la  famille  des  surfaces  cylindriques,  celle 
des  surfaces  coniques ,  la  classe  plus  générale  des  surfaces  dé- 
veloppables  quelconques,  etc.  Par  rapport  aux  volumes,  il  n'y  a 
lieu  à  aucune  considération  spéciale,  puisqu'ils  ne  se  distinguent 
entr'eux  que  par  les  surfaces  qui  les  terminent. 

Afin  de  compléter  cet  aperçu  géométrique,  il  faut  ajouter  que 
les  surfaces  elles-mêmes  fournissent  un  nouveau  moyen  général 
de  concevoir  des  courbes  nouvelles ,  puisque  toute  courbe  peut 
être  envisagée  comme  produite  par  l'intersection  de  deux  sur- 
faces. C'est  ainsi,  en  effet,  qu'ont  été  obtenues  les  premières  li- 
gnes qu'on  puisse  regarder  comme  vraiment  inventées  par  les 
géomètres,  puisque  la  nature  donnait  immédiatement  la  ligne 
droite  et  le  cercle.  On  sait  que  l'ellipse,  la  parabole  et  l'hyper- 
bole^  les  seules  courbes  complètement  étudiées  par  les  anciens, 
avaient  été  seulement  conçues,  dans  Torigine,  comme  résultant 
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de  rintersection  d'un  cône  à  base  circulaire  par  un  plan  diverse- 
ment situé.  Il  est  évident  que  par  l'emploi  combiné  de  ces  diffé- 
rents moyens  généraux  pour  la  formation  des  lignes  et  des  sur- 
faces 9  on  pourrait  produire  une  suite  rigoureusement  infinie  de 
formes  distinctes  ^  en  parlant  seulement  d'un  irès-petit  nombre 
de  figures  directement  fournies  par  Tobservation. 

Du  reste ,  tous  les  divers  moyens  immédiats  pour  l'invendoD 
des  formes^  n'ont  presque  plus  aucune  importance  »  depuis  que 
la  géométrie  rationnelle  a  pris^  entre  les  mains  de  Descartes, 
son  caractère  définitif.  En  effet, comme  nous  le  verrons  spécia- 
lement dans  la  douzième  leçon ,  l'invention  des  formes  se  réduit 
aujourd'hui  à  Finvention  des  équations,  en  sorte  que  rien  n'est 
plus  aisé  que  de  concevoir  de  nouvelles  lignes  et  de  nouvelles 
surfaces,  en  changeant  à  volonté  les  fonctions  introduites  dans 
les  équations.  Ce  simple  procédé  abstrait  est>  sous  ce  rapport, 
infiniment  plus  fécond  que  les  ressources  géométriques  directes, 
développées  par  l'imagination  la  plus  puissante^  qui  s'applique- 
rait uniquement  à  cet  ordre  de  conceptions.  Il  explique  d'ail- 
leurs ,  de  la  manière  la  plus  générale  et  la  plus  sensible,  la  va- 
riété nécessairement  infinie  des  formes  géométriques,  qui  cor- 
respond ainsi  à  la  diversité  des  fonctions  analytiques.  Enfin,  il 
montre  non  moins  clairement  que  les  différentes  formes  de  sur- 
faces doivent  être  encore  plus  multipliées  que  celles  des  lignes, 
puisque  les  lignes  sont  représentées  analytiquement  par  des 
équations  à  deux  variables,  tandis  que  les  surfaces  donnent  liei 
à  des  équations  à  trois  variables,  qui  présentent  nécessair^nent 
une  plus  grande  diversité. 

■ 

Les  considérations  précédemment  indiquées  suffisent  pour 
montrer  nettement  l'extension  rigoureusement  infinie  que  com- 
porte ,  par  sa  nature,  chacune  des  trois  sections  générales  de  la 
géométrie,  relativement  aux  lignes,  aux  surfaces  et  aux  volumes, 
en  résultat  de  la  variété  infinie  des  corps  à  mesurer. 

Pour  achever  de  nous  faire  une  idée  exacte  et  suffisammeot 
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étendue  de  la  nature  des  recherches  géométriques ,  il  est  main- 
tenant indispensable  de  revenir  sur  la  définition  générale  donnée 
ci-dessus 9  afin  de  la  présenter  sous  un  nouveau  point  de  vue, 
sans  lequel  l'ensemble  de  la  science  ne  serait  que  fort  imparfai- 
tement conçu. 

£n  assignant  pour  but  à  la  géométrie  la  mesure  de  toutes  les 
sortes  de  lignes,  de  surfaces  et  de  volumes,  c'est-à-dire,  comme 
je  rai  expliqué,  la  réduction  de  toutes  les  comparaisons  géomé- 
triques à  de  simples  comparaisons  de  lignes  droites,  nous  avons 
évidemment  l'avantage  d'indiquer  une  destination  générale  très- 
précise  et  très-facile  h  saisir.  Mais ,  si  écartant  toute  définition , 
on  examine  la  composition  effective  de  la  science  géométrique, 
on  sera  d'abord  porté  à  regarder  la  définition  précédente  comme 
beaucoup  trop  étroite,  car  il  n'est  pas  douteux  que  la  majeure 
partie  des  recherches  qui  constituent  notre  géométrie  actuelle 
ne  paraissent  nullement  avoir  pour  objet  la  mesure  de  l'étendue. 
C'est  probablement  une  telle  considération  qui  maintient  encore, 
pour  la  géométrie,  l'usage  de  ces  définitions  vagues,  qui  ne  com- 
prennent tout  que  parce  qu'elles  ne  caractérisent  rien.  Je  crois 
néanmoins,  malgré  cette  objection  fondamentale,  pouvoir  per- 
sister à  indiquer  la  mesure  de  l'étendue  comme  le  but  générai 
et  uniforme  de  la  science  géométrique,  et  en  y  comprenant  ce- 
pendant tout  ce  qui  entre  dans  sa  composition  réelle.  En  effet, 
si ,  au  lieu  de  se  borner  à  considérer  isolément  les  diverses  re- 
cherches géométriques ,  on  s'attache  à  saisir  les  questions  prin- 
cipales ,  par  rapport  auxquelles  toutes  les  autres ,  quelque  im- 
portantes qu'elles  soient,  ne  doivent  être  regardées  que  comme 
secondaires,  on  finira  par  reconnaître  que  la  mesure  des  lignes, 
des  surfaces  et  des  volumes,  est  le  but  invariable,  quelquefois 
direct  y  et  le  plus  souvent  indirect  ^ûe  tous  les  travauj.  géométri- 
ques. Cette  proposition  générale  étant  fondamentale ,  puisqu'elle 
peut  seule  donner  à  notre  définition  toute  sa  valeur,  il  est  indis- 
pensable d'entrer  à  ce  sujet  dans  quelques  développements. 
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En  examinaDl  avec  attention  les  recherches  géométriques  qui 
ne  paraissent  point  se  rapporter  à  la  mesure  de  retendue,  od 
trouve  qu'elles  consistent  essentiellement  dans  l'étude  des  di- 
verses propriétés  de  chaque  ligne  ou  de  chaque  surface,  c'est- 
à-dire,  en  termes  précis,  dans  la  connaissance  des  différents 
modes  de  génération,  ou  du  moins  de  définition,  propres  à 
chaque  forme  que  Ton  considère.  Or,  on  peut  aisément  établir, 
de  la  manière  la  plus  générale,  la  relation  nécessaire  d'une 
teUe  étude  avec  la  question  de  mesure  y  pour  laquelle  la  con- 
naissance  la  plus  complète  possible  des  propriétés  de  chaque 
forme  est  un  préliminaire  indispensable.  C'est  ce  que  concourent 
à  prouver  deux  considérations  également  fondamentales^  quoique 
de  nature  tout-à-fait  distincte. 

La  première,  purement  scientifique,  consiste  à  remarquer  que 
si  Ton  ne  connaissait ,  pour  chaque  ligne  ou  pour  chaque  sur- 
face, d'autre  propriété  caractéristique  que  celle  d'après  laquelle 
les  géomètres  l'ont  primitivement  conçue,  il  serait  le  plus  sou- 
vent impossible  de  parvenir  à  la  solution  des  questions  rela- 
tives à  sa  mesure.  En  effet,  il  est  facile  de  sentir  que  les  diffé- 
rentes définitions  dont  chaque  forme  est  susceptible  ne  sont  pas 
toutes  également  propres  à  une  telle  destination,  et  qu'elles 
présentent  même,  sous  ce  rapp.ortj  les  oppositions  les  plus  com- 
plètes. Or,  d'un  autre  côté ,  la  définition  primitive  de  chaque 
forme  n'ayant  pu  évidemment  être  choisie  d'après  cette  condi- 
tion. Il  est  clair  qu'on  ne  doit  pas  s'attendre,  en  général ,  à  la 
trouver  la  plus  convenable  ;  d'où  résulte  la  nécessité  d'en  dé- 
couvrir d'autres,  c'est-à-dire  d'étudier,  autant  que  possible,  les 
propriétés  ûe  la  forme  proposée.  Qu'on  suppose,  par  exemple, 
que  le  cercle  soit  défini,  la  courbe  qui,  sous  le  même  contour, 
renferme  la  plus  grande  aire,  ce  qui  est  certainement  une  pro- 
priété tout-à-fait  caractéristique ,  on  éprouverait  évidemment 
des  difiicultés  insurmontables  pour  déduire  d'un  tel  pobit  de  dé- 
part la  solution  des  questions  fondamentales  relatives  à  la  rec- 
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Ufication  ou  à  la  qaadratarc  de  cette  courbe.  Il  est  clair^  à  priori, 
que  la  propriété  d'avoir  tous  ses  points  à  égale  distauce  d*uD 
point  fixe ,  doit  nécessairement  s'adapter  bien  mieux  à  des  re< 
cherches  de  cette  nature ,  sans  qu'elle  soit  précisément  la  plus 
convenable.  De  même,  Archimède  eût -il  jamais  pu  découvrir  la 
quadrature  de  la  parabole ,  s'il  n'avait  connu  de  cette  courbe 
d'autre  propriété  que  d'être  la  section  d'un  cône  à  base  circu- 
laûre^  par  un  plan  parallèle  à  sa  génératrice?  Les  travaux  pure- 
ment spéculatif  des  géomètres  précédents ,  pour  transformer 
cette  première  déflnition ,  ont  évidemment  été  des  préliminaires 
indispensables  à  la  solution  directe  d'une  telle  question.  Il  en 
est  de  même  y  à  plus  forte  raison ,  relativement  aux  surfaces.  Il 
suffirait,  pour  s'en  faire  une  juste  idée,  de  comparer,  par  exemple, 
quant  à  la  question  de  la  cubature  ou  de  la  quadrature,  la  défi- 
nition ordinaire  de  la  sphère  avec  celle ,  non  moins  caractéris- 
tique sans  doute^  qui  consisterait  h  regarder  un  corps  sphérique 
comme  celui  qui,  sous  la  même  aire ,  contient  le  plus  grand  vo- 
lume. 

Je  n'ai  pas  besoin  d'indiquer  un  plus  grand  nombre  d'exemples 
pour  faire  comprendre ,  en  général ,  la  nécessité  de  connaître , 
autant  que  possible ,  toutes  les  propriétés  de  chaque  ligne  ou 
de  chaque  surface ,  afin  de  faciliter  la  recherche  des  rectifica- 
tions ^  des  quadratures,  et  des  cubatures,  qui  constitue  l'objet 
final  de  la  géométrie.  On  peut  même  dire  que  la  principale  dif- 
ficulté des  questions  de  ce  genre  consiste  à  employer,  dans 
chaque  cas,  la  propriété  qui  s'adapte  le  mieux  à  la  nature  du 
problème  proposé.  Ainsi  en  continuant  à  indiquer,  pour  plus  de 
précision^  la  mesure  de  l'étendue ,  comme  la  destination  géné- 
rale de  la  géométrie ,  cette  première  considération ,  qui  touche 
directement  au  fond  du  sujet ,  démontre  clairement  la  nécessité 
d'y  comprendre  l'étude,  aussi  approfondie  que  possible,  des  di- 
verses générations  ou  définitions  propres  à  une  même  forme. 

Un  second  motif,  d'une  importance  au  moins  égale,  consiste 
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en  ce  qu'une  telle  étude  est  indispensable  pour  organiser,  d'une 
manière  rationnelle5  la  relation  de  l'abstrait  au  concret  en  géo- 
métrie. 

La  science  géométrique  devant  considérer,  ainsi  que  je  Fai 
indiqué  ci-dessus,  toutes  les  formes  imaginables  qui  comportent 
une  définition  exacte,  il  en  résulte  nécessairement,  comme  nous 
l'avons  remarqué,  que  les  questions  Relatives  aux  formes  quel- 
conques présentées  par  la  nature ,  sont  toujours  implicitement 
comprises  dans  cette  géométrie  abstraite,  supposée  parvenue  à 
sa  perfection.  Mais  quand  il  faut  passer  effectivement  à  la  géo- 
métrie concrète,  on  rencontre  constamment  une  difficulté  fon- 
damentale, celle  de  savoir  auxquels  des  différents  types  abstraits 
on  doit  rapporter,  avec  une  approximation  suffisante ,  les  lignes 
ou  les  surfaces  réelles  qu'il  sagit  d'étudier.  Or,  c'est  pour  établir 
une  telle  relation  qu'il  est  particulièrement  indispensable  de 
connaître  le  plus  grand  nombre  possible  de  propriétés  de  cbaqae 
forme  considérée  en  géométrie. 

En  effet ,  si  Ton  se  bornait  toujours  à  la  seule  définition  pri* 
mitive  d'une  ligne  ou  d'une  surface,  en  supposant  même  qu'on 
pût  alors  la  mesurer  (ce  qui,  d'après  le  premier  genre  de  con- 
sidérations^ serait  le  plus  souvent  impossible),  ces  connaissances 
resteraient  presque  nécessairement  stériles  dans  Papplication , 
puisqu'on  ne  saurait  point  ordinairement  reconnaître  cette  forme 
dans  la  nature^  quand  elle  s'y  présenterait.  Il  faudrait  pour  cela 
que  le  caractère  unique,  d'après  lequel  les  géomètres  l'auraient 
conçue,  fût  précisément  celui  dont  les  circonstances  extérieures 
comporteraient  la  vérification ,  coïncidence  purement  fortuite, 
sur  laquelle  évidemment  on  ne  doit  pas  compter,  bien  qu'elle 
puisse  avoir  lieu  quelquefois.  Ce  n'est  donc  qu'en  multipliant 
autant  que  possible  les  propriétés  caractéristiques  de  chaque 
forme  abstraite ,  que  nous  pouvons  être  assurés  d'avance  de  la 
reconnaître  à  l'état  concret ,  et  d'utiliser  ainsi  tous  nos  travaux 
r/it/oiinels,  en  vérifiant ,  dans  chaque  cas,  la  définition  qui  est 
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susceptible  d'être  constatée  directement  Cette  définition  est 
presque  toujours  unique  dans  des  circonstances  données,  et 
varie,  au  contraire ,  pour  une  même  forme,  avec  des  circons- 
tances différentes  :  double  motif  de  détermination. 

La  géométrie  céleste  nous  fournit ,  à  cet  égard ,  l'exemple  le 
plus  mémorable ,  bien  propre  à  mettre  en  évidence  la  nécessité 
générale  d'une  telle  étude.  On  sait,  en  effet,  que  l'ellipse  a  été 
reconnue  par  Kepler  comme  étant  la  courbe  que  décrivent  les 
planètes  autour  du  soleil  et  les  satellites  autour  de  leurs  planètes. 
Or,  cette  découverte  fondamentale,  qui  a  renouvelé  Tastronomie, 
eût-elle  jamais  été  possible,  si  l'on  s'était  toujours  borné  à  con- 
cevoir l'ellipse  comme  la  section  oblique  d'un  cône  circulaire 
par  un  plan?  Aucune  telle  définition  ne  pouvait  évidemment 
comporter  une  semblable  vérification.  La  propriété  la  plus 
usuelle  de  l'ellipse,  que  la  somme  des  distances  de  tous  ses  points 
à  deux  points  fixes  soit  constante ,  est  bien  plus  susceptible  sans 
doute,  par  sa  nature,  de  faire  reconnaître  la  courbe  dans  ce  cas; 
mais  elle  n'est  point  encore  directement  convenable.  Le  seul  ca- 
ractère qui  puisse  être  alors  vérifié  immédiatement,  est  celui 
qu'on  tire  de  la  relation  qui  existe  dans  l'ellipse  entre  la  lon- 
gueur des  distances  focales  et  leur  direction ,  l'unique  relation 
qui  admette  une  interprétation  astronomique,  comme  exprimant 
la  loi  qui  lie  la  distance  de  la  planète  au  soleil  au  temps  écoulé 
depuis  l'origine  de  sa  révolution.  Il  a  donc  fallu  que  les  travaux 
purement  spéculatifs  des  géomètres  grecs  sur  les  propriétés  des 
sections  coniques  eussent  préalablement  présenté  leur  généra- 
tion sous  une  multitude  de  points  de  vue  différents ,  pour  que 
Kepler  ait  pu  passer  ainsi  de  l'abstrait  au  concret,  en  choisissant 
parmi  tous  ces  divers  caractères  celui  qui  pouvait  le  plus  facile- 
ment être  constaté  pour  les  orbites  planétaires. 

Je  puis  citer  encore  un  exemple  du  même  ordre,  relativement 
aux  surfaces ,  en  considérant  l'importante  question  de  la  figure 
de  la  terre.  Si  on  n'avait  jamais  connu  d'autre  propriété  de  la 
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sphère  que  son  caractère  primitif  d'avoir  tous  ses  points  égale- 
ment distants  d'un  point  intérieur,  comment  aurait-on  pu  jamais 
découvrir  que  la  surface  de  la  terre  était  sphérique?  Il  a  été  né- 
cessaire pour  cela  de  déduire  préalablement  de  cette  définition 
de  la  sphère  quelques  propriétés  susceptibles  d'être  vérifiées  par 
des  observations  effectuées  uniquement  à  la  surface,  comme, par 
exemple  5  le  rapport  constant  qui  existe  pour  la  sphère  entre  la 
longueur  du  chemin  parcouru  le  long  d'un  méridien  quelconque 
en  s'avançant  vers  un  pôle,  et  la  hauteur  angulaire  de  ce  pôle 
sur  l'horizon  en  chaque  point.  Il  en  a  été  évidemment  de  même 
et  avec  une  bien  plus  longue  suite  de  spéculations  préliminaires, 
pour  constater  plus  tard  que  la  terre  n'était  pomt  rigoureuse- 
ment spliérique,  mais  que  sa  forme  est  celle  d'un  ellipsoïde  de 
révolution. 

Après  de  tels  exemples,  il  serait  sans  doute  inutile  d'en  rap- 
porter d'autres,  que  chacun  peut  d'ailleurs  aisément  multiplier. 
On  y  vérifiera  toujours  que,  sans  une  connaissance  très-étendue 
des  diverses  propriétés  de  chaque  forme,  la  relation  de  l'abstrait 
au  concret  en  géométrie  serait  purement  accidentelle,  et  que, 
par  conséquent,  la  science  manquerait  de  l'un  de  ses  fondements 
les  plus  essentiels. 

Tels  sont  <1onc  les  deux  motifs  généraux  qui  démontrent  plei- 
nement la  nécessité  d'introduire  en  géométrie  une  foule  de  re- 
cherches qui  n'ont  pas  pour  objet  direct  la  mesure  de  l'étendue, 
en  continuant  cependant  à  concevoir  une  telle  mesure  comme  la 
destination  finale  de  toute  la  science  géométrique.  Ainsi,  nous 
pouvons  conserver  les  avantages  philosophiques  que  présentent 
la  netteté  et  la  précision  de  cette  définition  ,  et  y  comprendre 
néanmoins,  d'une  manière  très-rationnelle,  quoiqu'indirecte, 
toutes  les  recherches  géométriques  connues,  en  considérant 
celles  qui  ne  paraissent  point  se  rapporter  à  la  mesure  de  l'éten- 
due ,  comme  destinées  soit  à  préparer  la  solution  des  questions 
finales ,  soit  à  permettre  l'application  des  solutions  obtenues. 
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Après  avoir  reconnu^  en  thèse  générale,  les  relations  iutimes 
et  nécessaires  de  l'étude  des  propriétés  des  lignes  et  des  sur- 
faces avec  les  recherches  qui  constituent  l'objet  définitif  de  la 
géométrie, il  est  d'ailleurs  évident  que,  dans  la  suite  de  leurs 
travaux ,  les  géomètres  ne  doivent  nullement  s'astreindre  à  ne 
jamais  perdre  de  vue  un  tel  enchaînement  Sachant ,  une  fois 
pour  toutes,  combien  il  importe  de  varier  le  plus  possible  les 
manières  de  concevoir  chaque  forme,  ils  doivent  poursuivre 
cette  étude  sans  considérer  immédiatement  de  quelle  utilité  peut 
être  telle  ou  telle  propriété  spéciale  pour  les  rectifications ,  les 
quadratures  ou  les  cubatures.  Ils  entraveraient  inutilement  leurs 
recherches,  en  attachant  une  importance  puérile  à  rétablisse- 
ment continu  de  cette  coordination.  L'esprit  humain  doit  procé- 
der, à  cet  égard ,  comme  il  le  fait  en  toute  occasion  semblable, 
quand ,  après  avoir  conçu,  en  général,  la  destination  d'une  cer- 
taine étude,  il  s'attache  exclusivement  à  la  pousser  le  plus  loin 
possible^  en  faisant  complètement  abstraction  de  cette  relation, 
dont  la  considération  perpétuelle  compliquerait  tous  ses  travaux. 

L'explication  générale  que  je  viens  d'exposer  est  d'autant  plus 
indispensable,  que, par  la  nature  même  du  sujet,  cette  étude 
des  diverses  propriétés  de  chaque  ligne  et  de  chaque  surface 
compose  nécessairement  la  très-majeure  partie  de  l'ensemble 
des  recherches  géométriques.  £n  effet,  les  questions  immédia- 
tement relatives  aux  rectifications,  aux  quadratures  et  aux  cu- 
batures, sont  évidemment ,  par  elles-mêmes,  en  nombre  fort 
limité  pour  chaque  forme  considérée.  Au  contraire ,  l'étude  des 
propriétés  d'une  même  forme  présente  à  l'activité  de  l'esprit 
humain  un  champ  naturellement  indéfini,  où  l'on  peut  toujours 
espérer  de  faire  de  nouvelles  découvertes.  Ainsi ,  par  exemple , 
quoique  les  géomètres  se  soient  occupés  depuis  vingt  siècles , 
avec  plus  ou  moins  d'activité  sans  doute ,  mais  sans  aucune  in- 
terruption réelle,  de  l'étude  des  sections  coniques,  ils  sont  loin 
de  regarder  ce  sujet  si  simple  comme  épuisé  ;  et  il  est  certain  en 
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effet  qu'eo  contiouant  à  s'y  livrer,  on  ne  manquerait  pasdetroii- 
ver  encore  des  propriétés  inconnues  de  ces  diverses  courbes.  SI 
les  travaux  de  ce  genre  se  sont  considérablement  ralentis  depuis 
environ  un  siècle ,  ce  n'est  pas  qu'ils  soient  terminés  ;  cela  tient 
seulement^  comme  je  l'expliquerai  tout- à-l'heure ^  à  ce  que  la 
révolution  philosophique  opérée  en  géométrie  par  Descartes  a 
dû  singulièrement  diminuer  l'importance  de  semblables  re- 
cherches. 

Il  résulte  des  considérations  précédentes  que  non-seulement 
le  champ  de  la  géométrie  est  nécessairement  infini  k  cause  de  la 
variété  des  formes  à  considérer,  mais  aussi  en  vertu  de  la  diver- 
sité des  points  de  vue  sous  lesquels  une  même  forme  peut  être 
envisagée.  Cette  dernière  conception  est  même  celle  qui  donne 
l'idée  la  plus  large  et  la  plus  complète  de  l'ensemble  des  re- 
cherches géométriques.  On  voit  que  les  études  de  ce  genre  con- 
sistent essentiellement,  pour  chaque  ligne  ou  pour  chaque  sur- 
face, à  rattacher  tous  les  phénomènes  géométriques  qu'elle 
peut  présenter  à  un  seul  phénomène  fondan)ental ,  regardé 
comme  dénnlUon  primitive. 

Après  avoir  exposé ,  d'une  manière  générale  el  pourtant  pré- 
cise, l'objet  final  de  la  géométrie ,  et  montré  comment  la  science, 
ainsi  définie ,  comprend  une  classe  de  recherches  très-étendae 
qui  ne  paraissaient  point  d'abord  s'y  rapporter  nécessairement, 
il  me  reste  à  considérer,  dans  son  ensemble,  la  méthode  à  suivre 
pour  la  formation  de  cette  science.  Cette  dernière  explication 
est  indispensable  pour  compléter  ce  premier  aperçu  du  carac- 
tère philosophique  de  la  géométrie.  Je  me  bornerai  en  ce  mo- 
ment à  indiquer  h  cet  égard  la  considération  la  plus  générale, 
cette  importante  notion  fondamentale  devant  être  développée 
et  précisée  dans  les  leçons  suivantes. 

L'ensemble  des  questions  géométriques  peut  être  traité  sol- 
vant deux  méthodes  tellement  différentes ,  qu'il  en  résulte,  poor 
ainsi  dire,  deux  sortes  de  géométries,  dont  le  caractère  philo- 
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sophique  ne  me  semble  pas  avoir  été  encore  convenablement 
saisi.  Les  expressions  de  géométrie  synthétique  et  géométrie 
analytique  y  habituellement  employées  pour  les  désigner ,  en 
donnent  une  très-fausse  idée.  Je  préférerais  de  beaucoup  les 
dénominations  purement  historiques  de  géométrie  des  anciens  et 
géométrie  des  modernes ,  qui  ont ,  du  moins ,  l'avantage  de  ne  pas 
faire  méconnaître  leur  vrai  caractère.  Mais  je  propose  d'em* 
ployer  désormais  les  expressions  régulières  de  géométrie  spéciale 
et  géométrie  générale  ^  qui  me  paraissent  propres  à  caractériser 
avec  précision  la  véritable  nature  des  deux  méthodes. 

Ce  n'est  point,  en  effet ,  dans  remploi  du  calcul,  comme  on 
le  pense  communément,  que  consiste  précisément  la  différence 
fondamentale  entre  la  manière  dont  nous  concevons  la  géomé- 
trie depuis  Descartes ,  et  la  manière  dont  les  géomètres  de  l'an- 
tiquité traitaient  les  questions  géométriques.  Il  est  certain,  d*une 
part^  que  l'usage  du  calcul  ne  leur  était  point  entièrement  in- 
connu^  puisqu'ils  faisaient,  dans  leur  géométrie5  des  applications 
continuelles  et  fort  étendues  de  la  théorie  des  proportions,  qui 
était  pour  eux,  comme  moyen  de  déduction,  une  sorte  d'équiva- 
lent réel,  quoique  très-imparfait  et  surtout  extrêmement  bornée 
de  notre  algèbre  actuelle.  On  peut  même  employer  le  calcul 
d'une  manière  beaucoup  plus  complète  qu'ils  ne  l'ont  fait  pour 
obtenir  certaines  solutions  géométriques  ^  qui  n'en  auront  pas 
moins  le  caractère  essentiel  de  la  géométrie  ancienne  ;  c'est  ce 
qui  arrive  très-fréquenunent ,  par  rapport  à  ces  problèmes  de 
géométrie  à  deux  ou  à  trois  dimensions,  qu'on  désigne  vulgai- 
rement sous  le  nom  de  déterminés.  D'un  autre  côté , -quelque  ca- 
pitale que  soit  l'influence  du  calcul  dans  notre  géométrie  n)o- 
deme^  plusieurs  solutions^  obtenues  sans  algèbre ,  peuvent  ma- 
nifester quelquefois  le  caractère  propre  qui  la  distingue  de  la 
géométrie  ancienne,  quoique ^  en  thèse  générale ,  l'analyse  soit 
Indispensable  ;  j'en  citerai  ^  comme  exemple^  la  méthode  de  Ro- 
berval  pour  les  tangentes ,  dont  la  nature  est  essentiellement 
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moderne  ^  et  qui  cependant  conduit ,  en  certains  cas ,  à  des  so- 
lutions complètes^  sans  aucun  secours  du  calcul.  Ce  n'est  donc 
point  par  rinstrument  de  déduction  employé  qu'on  doit  princi- 
palement distinguer  les  deux  marches  que  l'esprit  humain  peut 
suivre  en  géométrie. 

La  différence  fondamentale^  jusqu'ici  imparfaitement  saisie, 
me  parait  consister  réellement  dans  la  nature  même  des  quesu 
lions  considérées.  En  effet,  la  géométrie,  envisagée  dans  son  en- 
semble, et  supposée  parvenue  à  son  entière  perfection,  doit, 
comme  nous  l'avons  vu ,  d'une  part ,  embrasser  toutes  les  formes 
imaginables,  et  d'une  autre  part^  découvrir  toutes  les  pro- 
priétés de  chaque  forme.  Elle  est  susceptible,  d'après  cette 
double  considération ,  d'être  traitée  suivant  deux  plans  essen- 
tiellement distinctife  :  soit  en  groupant  ensemble  toutes  les  ques- 
tions, quelque  diverses  qu'elles  soient,  qui  concernent  une 
même  forme ,  et  isolant  celles  relatives  à  des  corps  différents, 
quelque  analogie  qui  puisse  exister  entre  elles;  soit ^  au  con- 
traire ,  en  réunissant  sous  un  même  point  de  vue  toutes  les  re- 
cherches semblables,  à  quelques  formes  diverses  qu'elles  se  rap- 
portent d'ailleurs,  et  séparant  les  questions  relatives  aux  pro- 
priétés réellement  différentes  d'un  même  corps.  En  un  mot,  l'en- 
semble de  la  géométrie  peut  être  essentiellement  ordonné  on 
par  rapport  aux  corps  étudiés,  ou  par  rapport  aux  phénomènes 
à  considérer.  Le  premier  plan, qui  est  le  plus  naturel^  a  été  ce- 
lui des  anciens;  le  second,  infiniment  plus  rationnel,  est  celai 
des  modernes  depuis  Descartes. 

Tel  est^  en  effets  le  caractère  principal  de  la  géométrie  an- 
cienne, qu'on  étudiait,  une  à  une ,  les  diverses  lignes  et  les  di- 
verses surfaces,  ne  passant  à  l'examen  d'une  nouvelle  forme  que 
lorsqu'on  croyait  avoir  épuisé  tout  ce  que  pouvaient  offrir  d'in- 
téressant les  formes  connues  jusqu'alors.  Dans  cette  manière  de 
procéder,  quand  on  entreprenait  Tétude  d'une  courbe  nou- 
velle ,  l'ensemble  des  travaux  exécutés  sur  les  précédentes  ne 


MATHÉMATIQUE.  269 

pouvait  présenter  directement  aucune  ressource  essentielle, 
autrement  que  par  Texercice  géométrique  auquel  il  avait  dressé 
rintelligence.  Quelle  que  pût  être  la  similitude  réelle  des  ques- 
tions proposées  sur  deux  formes  différentes^  les  connaissances 
complètes  acquises  pour  Tune  ne  pouvaient  nullement  dispen- 
ser de  reprendre  pour  l'autre  l'ensemble  de  la  recherche.  Aussi 
la  marche  de  l'esprit  n'était -elle  jamais  assurée  ;  en  sorte  qu'on 
ne  pouvait  être  certain  d'avance. d'obtenir  une  solution  quel- 
conque ,  quelqu'analogue  que  fût  le  problème  proposé  à  des 
questions  déjà  résolues.  Ainsi ^  par  exemple^  la  détermination 
des  tangentes  aux  trois  sections  coniques  ne  fournissait  aucun 
secours  rationnel  pour  mener  la  tangente  à  quelqu'autre 
courbe  nouvelle ,  comme  le  conchoîde,  la  cissoîde^  etc.  En  un 
mot,  la  géométrie  des  anciens  était,  suivant  l'expression  pro- 
posée ci-dessus ,  essentiellement  spéciale. 

Dans  le  système  des  modernes,  la  géométrie  est,  au  contraire, 
éminemment  générale^  c'est-à-dire,  relative  à  des  formes  quel- 
conques. Il  est  aisé  de  comprendre  d'abord  que  toutes  les  ques- 
tions géométriques  de  quelqu'intérêt  peuvent  être  proposées 
par  rapport  à  toutes  les  formes  imaginables.  C'est  ce  qu'on  voit 
directement  pour  les  problèmes  fondamentaux,  qui  constituent, 
d'après  les  explications  données  dans  cette  leçon  «  Tobjet  défi- 
nitif de  la  géométrie,  c'est-à-dire,  les  rectifications,  les  qua- 
dratures, et  les  cubatures.  Mais  cette  remarque  n'est  pas  moins 
incontestable,  même  pour  les  recherches  relatives  aux  diverses 
propriétés  des  lignes  et  des  surfaces,  et  dont  les  plus  essen- 
tielles, telles  que  la  question  des  tangentes,  ou  des  plans  tan- 
gents^ la  théorie  des  courbures,  etc.,  sont  évidemment  com- 
munes à  toutes  les  formes  quelconques.  Les  recherches  très-peu 
nombreuses  qui  sont  vraiment  particulières  à  telle  ou  telle  forme 
n'ont  qu'une  importance  extrêmement  secondaire.  Gela  posé,  la 
géométrie  moderne  consiste  essentiellement  à  abstraire,  pour  la 
traiter  à  part,  d'une  manière  entièrement  générale,  toute  question 
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relative  à  un  même  phéDomène  géométrique ,  dans  quelques 
corps  qu'il  puisse  être  considéré.  L'application  des  théories  1mive^ 
selles  ainsi  construites  à  la  détermination  spéciale  do  phénomène 
dont  il  s'agit  dans  chaque  corps  particulier,  n'est  plus  regardée 
que  comme  un  travail  subalterne ,  à  exécuter  suivant  des  règles 
invariables  et  dont  le  succès  est  certain  d'avance.  Ce  travail  est, 
en  un  mot ,  du  même  ordre  que  l'évaluation  numérique  d'une 
formule  analytique  déterminée.  Il  ne  peut  y  avoir  soos  ce  rap- 
port d'autre  mérite  que  celui  de  présenter,  dans  chaque  cas 5  la 
solution  nécessairement  fournie  par  la  méthode  générale ,  avee 
toute  la  simplicité  et  l'élégance  que  peut  comporter  la  ligne  on 
la  surface  considérée.  Mais  on  n'attache  d'importance  réelle 
qu'à  la  conception  et  à  la  solution  complète  d'une  nouvelle 
question  propre  à  une  forme  quelconque.  Les  travaux  de  ce 
genre  sont  seuls  regardés  comme  faisant  faire  à  la  science  de 
véritables  pas.  L'attention  des  géomètres,  ainsi  dispensée  de 
l'examen  des  particularités  des  diverses  formes,  et  dirigée  toute 
entière  vers  les  questions  générales^  a  pu  s'élever  par  là  à  la 
considération  de  nouvelles  notions  géométriques ,  qui ,  appli- 
quées aux  courbes  étudiées  par  les  anciens ,  en  ont  fait  décou- 
vrir des  propriétés  importantes  qu'ils  n'avaient  pas  même  soup- 
çonnées. Telle  est  la  géométrie ,  depuis  la  révolution  radicale 
opérée  par  Descartes  dans  le  système  général  de  la  science. 

La  simple  indication  du  caractère  fondamental  propre  à  cha- 
cune des  deux  géométries ,  suffit  sans  doute  pour  mettre  en  évi- 
dence l'immense  supériorité  nécessaire  de  la  géométrie  mo- 
derne. On  peut  même  dire  qu'avant  la  grande  conception  de 
Descartes,  la  géométrie  rationnelle  n'était  pas  vraiment  consti- 
tuée sur  des  bases  définitives,  soit  sous  le  rapport  abstrait ,  soit 
sous  le  rapport  concret  £n  effet,  pour  la  science  considérée 
spéculativement,  il  est  clair  qu'en  continuant  mdéfinimeDt, 
comme  l'ont  fait  les  modernes  avant  Descartes  et  même  un  pei 
après,  à  suivre  la  marche  des  anciens, en  syoutant  quelques 
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nouvelles  courba  au  petit  nombre  de  celles  qu'ils  avaient  étu- 
diées^  les  progrès,  quelque  rapides  qu'ils  eussent  pu  être,  n'au- 
raient été,  après  une  longue  suite  de  siècles,  que  fort  peu  con- 
sidérables par  rapport  au  système  général  de  la  géométrie ,  vu 
1  infinie  variété  des  formes  qui  seraient  toujours  restées  à  étu- 
dier. Au  contraire ,  à  chaque  question  résolue  suivant  la  marche 
des  modernes ,  le  nombre  des  problèmes  géométriques  à  ré- 
soudre se  trouve,  une  fois  pour  toutes,  diminué  d'autant,  par 
rapport  à  tous  les  corps  possibles.  Sous  un  second  point  de  vue, 
du  défaut  complet  de  méthodes  générales  il  résultait  que  les 
géomètres  anciens,  dans  toutes  leurs  recherches,  étaient  entiè- 
rement abandonnés  à  leurs  propres  forces ,  sans  avoir  jamais  la 
certitude  d'obtenir  tôt  ou  tard  une  solution  quelconque.  Si  cette 
imperfection  de  la  science  était  éminemment  propre  à  mettre 
dans  tout  son  jour  leur  admirable  sagacité ,  elle  devait  rendre 
leurs  progrès  extrêmement  lents  :  on  peut  s'en  faire  une  idée 
par  le  temps  considérable  qu'ils  ont  employé  à  l'étude  des  sec- 
tions coniques.  La  géométrie  moderne,  assurant  d'une  manière 
invariable  la  marche  de  notre  esprit ,  permet ,  au  contraire , 
d'utiliser  au  plus  haut  degré  possible  les  forces  de  l'intelligence, 
que  les  anciens  devaient  consumer  fréquemment  sur  des  ques- 
tions bien  peu  importantes. 

Une  différence  non  moins  capitale  se  manifeste  entre  les  deux 
systèmes,  quand  on  vient  à  considérer  la  géométrie  sous  le 
rapport  concret.  En  effet ,  nous  avons  remarqué  plus  haut  que 
la  relation  de  l'abstrait  au  concret  en  géométrie  ne  peut  être 
solidement  fondée  sur  des  bases  rationnelles  qu'auLmt  qu'on 
fait  directement  porter  les  recherches  sur  toutes  les  formes  ima* 
ginables.  En  n'étudiant  les  lignes  et  les  surfaces  qu'une  à  une , 
quel  que  soit  le  nombre,  toujours  nécessairement  fort  petit ,  de 
celles  qu'on  aura  considérées ,  l'application  de  théories  sem-> 
blables  aux  formes  réellement  existantes  dans  la  nature  n'aura 
jamais  qu'un  caractère  esseiitieUement  accidentel,  puisque  rien 
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n'assare  que  ces  formes  pourront  cffectivement'rentrer  dans  les 
types  abstraits  envisagés  par  les  géomètres. 

Il  y  a  certainement 9  par  exemple^  quelque  chose  de  fortuit 
dans  rheureuse  relation  qui  s*est  établie  entre  les  spéculations 
des  géomètres  grecs  sur  les  sections  coniques  et  la  détermination 
des  véritables  orbites  planétaires.  En  continuant  sur  le  même 
plan  les  travaux  géométriques^  on  n'avait  point  »  en  général,  le 
droit  d'espérer  de  semblables  coïncidences;  et  il  eût  été  pos- 
sible y  dans  ces  études  spéciales,  que  les  recherches  des  géomè- 
tres se  fussent  dirigées  sur  des  formes  abstraites  indéfiniment 
inapplicables,  tandis  qu'ils  en  auraient  négligé  d'autres^  suscep- 
tibles peut-être  d'une  application  importante  et  prochaine.  Il 
est  clair,  du  moins ,  que  rien  ne  garantissait  positivement  l'ap- 
plicabilité nécessaire  des  spéculations  géométriques.  Il  en  est 
tout  autrement  dans  la  géomérie  moderne.  Par  cela  seul  qu'on 
y  procède  par  questions  générales,  relatives  à  des  formes  quel- 
conques, on  a  d'avance  la  certitude  évidente  que  les  formes 
réalisées  dans  le  monde  extérieur  se  sauraient  jamais  échapper 
à  chaque  théorie,  si  le  phénomène  géométrique  qu'eUe  envisage 
vient  à  s'y  présenter. 

Par  ces  diverses  considérations ,  on  voit  que  le  système  de 
géométrie  des  anciens  porte  essentiellement  le  caractère  de 
Tenfance  de  la  science ,  qui  n'a  commencé  à  devenir  eompléte- 
ment  rationnelle  que  par  suite  de  la  révolution  philosophique 
opérée  par  Descartes.  Mais  il  est  évident,  d'un  autre  côté,  que 
la  géométrie  n'a  pu  être  conçue  d'abord  que  de  cette  manière 
spéciale.  La  géométrie  générale  n'eût  point  été  possible ,  et  la 
nécessité  n'eût  pu  même  en  être  sentie ,  si  une  longue  suite  de 
travaux  spéciaux  sur  les  formes  les  plus  simples  n'avait  point 
préalablement  fourni  des  bases  à  la  conception  de  Descartes,  et 
rendu  sensible  l'impossibilité  de  persister  indéfiniment  dans  la 
philosophie  géométrique  primitive. 

En  précisant  autant  que  possible  cette  dernière  considération, 
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il  faut  même  en  conclure  que,  quoique  la  géométrie  que  j'ai 
appelé  générale  doive  être  aujourd'hui  regardée  comme  la  seule 
véritable  géométrie  dogmatique,  celle  à  laquelle  nous  nous 
bornerons  essentiellement,  l'autre  n'ayant  plus,  principalement, 
qn*un  intérêt  historique,  néanmoins  il  n'est  pas  possible  de  faire 
disparaître  entièrement  la  géométrie  spéciale  dans  une  exposi- 
tion rationnelle  de  la  science.  On  peut  sans  doute  se  dispenser, 
comme  on  l'a  fait  depuis  environ  un  siècle,  d'emprunter  direc- 
tement à  la  géométrie  ancienne  tous  les  résultats  qu'elle  a  four- 
nis. Les  recherches  les  plus  étendues  et  les  plus  difficiles  dont 
elle  était  composée,  ne  sont  plus  même  habituellement  présen- 
tées aujourd'hui  que  d'après  la  méthode  moderne.  Mais,  par  la 
nature  même  du  sujet,  il  est  nécessairement  impossible  de  se 
passer  absolument  de  la  méthode  ancienne ,  qui ,  quoi  qu'on 
fasse ,  servira  toujours  dogmatiquement  de  base  préliminaire  à 
la  science,  comme  elle  l'a  fait  historiquement  Le  motif  en  est 
facile  à  comprendre.  En  elTet ,  la  géométrie  générale  étant  es- 
sentiellement fondée,  comme  nous  l'établirons  bientôt,  sur 
l'emploi  du  calcul,  sur  la  transformation  des  considérations 
géométriques  en  considérations  analytiques,  une  telle  manière 
de  procéder  ne  saurait  s'emparer  du  sujet  immédiatement  à  son 
origine.  Nous  savons  que  l'application  de  l'analyse  mathéma- 
tique 5  par  sa  nature,  ne  peut  jamais  commencer  aucune  science 
quelconque,  puisqu'elle  ne  saurait  avoir  lieu  que  lorsque  la 
science  a  déjà  été  assez  cultivée  pour  établir,  relativement  aux 
phénomènes  considérés,  quelques  équations  qui  puissent  servir 
de  point  de  départ  aux  travaux  analytiques.  Ces  équations  fon- 
damentales une  fois  découvertes,  l'analyse  permettra  d'en  dé- 
duire une  multitude  de  conséquences ,  qu'il  eût  été  même  im- 
possible de  soupçonner  d'abord  ;  elle  perfectionnera  la  science 
à  un  degré  immense ,  soit  sous  le  rapport  de  la  généralité  des 
conceptions ,  soit  quant  à  la  coordination  complète  établie  entre 
elles.  Mais,  pour  constituer  les  bases  mêmes  d'une  science  na- 
is 
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turelle  quelconque ,  jamais^  évidemment,  la  simple  analyse  ma- 
thématique ne  saurait  y  suffire ,  pas  même  pour  les  démontrer 
de  nouveau  lorsqu'elles  ont  été  déjà  fondées.  Rien  ne  peut  dis- 
penser,  à  cet  égard,  de  l'étude  directe  du  sujet,  poussée  jus- 
qu'au point  de  la  découverte  de  relations  précises.  Tenter  de 
faire  rentrer  la  science,  dès  son  origine,  dans  le  domaine da 
calcul,  ce  serait  vouloir  imposer  à  des  théories  portant  sur  des 
phénomènes  effectifs ,  le  caractère  de  simples  procédés  logfi- 
ques,  et  les  priver  ainsi  de  tout  ce  qui  constitue  leur  corréla- 
tion nécessaire  avec  le  monde  réel.  En  un  mot,  une  telle  opé- 
ration philosophique,  si  par  elle-même  elle  n'était  pas  nécessai- 
rement contradictoire,  ne  saurait  aboutir  évidemment  qu'à 
replonger  la  science  dans  le  domaine  de  la  métaphysique^  doot 
l'esprit  humain  a  eu  tant  de  peine  à  se  dégager  complètement 
Ainsi,  la  géométrie  des  anciens  aura  toujours,  par  sa  nature, 
une  première  part  nécessaire  et  plus  ou  moins  étendue  dans  le 
système  total  des  connaissances  géométriques.  Elle  constitue  une 
introduction  rigoureusement  indispensable  à  la  géométrie  yni- 
raie.  Mais  c'est  à  cela  que  nous  devons  la  réduire  dans  une  ex- 
position complètement  dogmatique.  Je  considérerai  donc  direc- 
tement, dans  la  leçon  suivante ,  cette  géométrie  spéciale  ou  pré- 
liminaire, restreinte  exactement  à  ses  limites  nécessaires,  pour 
ne  plus  m'occuper  ensuite  que  de  l'examen  philosophique  de  la 
géométrie  générale  ou  définitive,  la  seule  vraiment  rationnelle , 
et  qui  aujourd'hui  compose  essentiellement  la  science. 
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La  mélliode  géométrique  des  anciens  devant  avoir  nécessai- 
rement »  d'après  les  motifs  indiqués  à  la  fln  de  la  leçon  pré- 
cédente »  une  part  préliminaire  dans  le  système  dogmatique  de 
la  géométrie ,  pour  fournir  à  la  géométrie  générale  des  fonde- 
ments indispensables ,  il  convient  maintenant  de  fixer  d'abord  en 
quoi  consiste  strictement  cette  fonction  préalable  de  la  géomé- 
trie spéciale ,  ainsi  féduite  au  moindre  développement  possible. 

En  la  considérant  sous  ce  point  de  vue,  il  est  aisé  de  recon- 
naître qu'on  pourrait  la  restreindre  à  la  seule  élude  de  la  ligne 
droite  pour  ce  qui  concerne  la  géométrie  des  lignes ,  à  la  qua- 
drature des  aires  planes  reclilignes^  et  enfin  à  la  cubature  des 
corps  terminés  par  des  faces  planes.  Les  propositions  élémen- 
taires relatives  à  ces  trois  questions  fondamentales  constituent, 
en  effet,  le  point  de  départ  nécessaire  de  toutes  les  recherclies 
géométriques  ;  elles  seules  ne  peuvent  être  obtenues  que  par  une 
étude  directe  du  sujet;  tandis  qu'au  contraire  la  théorie  com- 
plète de  toutes  les  autres  formes  quelconques ,  même  celle  du 
cercle  et  des  surfaces  et  volumes  qui  s'y  rapportent,  peut  au- 
jourd'hui rentrer  entièrement  dans  le  domaine  de  la  géométrie 
générale  ou  analytique  ^  ces  éléments  primitifs  fournissant  déjà 
des  équations,  qui  suffisent  pour  permettre  l'application  du  cal- 
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cul  aux  questions  géométriques ,  qui  n'eût  pas  été  possible  sans 
cette  condition  préalable. 

11  résulte  de  cette  considération  que^  dans  l'usage  ordinaire, 
on  donne  à  la  géométrie  élémentaire  plus  d'étendue  qu'il  ne  se- 
rait rigoureusement  nécessaire ^  puisque ^  outre  la  ligne  droite, 
les  polygones  et  les  polyèdres ,  on  y  comprend  aussi  le  cercle  et 
les  corps  ronds ,  dont  l'étude  pourrait  cependant  être  aussi  pa- 
rement analytique  que  celle ,  par  exemple ,  des  sections  coni- 
ques. Une  vénération  irréfléchie  pour  l'antiquité  contribue,  sans 
doute ,  à  maintenir  ce  défaut  de  méthode.  Mais  comme  ce  res- 
pect n'a  point  empêché  de  faire  rentrer  dans  le  domaine  de  la 
géométrie  moderne  la  théorie  des  sections  coniques,  il  faut  bien 
que,  relativement  aux  formes  circulaires,  l'habitude  contraire, 
encore  universelle,  soit  fondée  sur  d'autres  motifs.  La  raison  la 
plus  sensible  qu'on  en  puisse  donner,  c'est  le  grave  inconvénient 
qu'il  y  aurait,  pour  l'enseignement  ordinaire,  à  ajourner  à  une 
époque  assez  éloignée  de  l'éducation  mathématique  la  solution 
de  plusieurs  questions  essentielles,  susceptibles  d'une  applica- 
tion  immédiate  et  continuelle  à  une  foule  d'usages  importants. 
Pour  procéder,  en  cifet,  de  la  manière  la  plus  rationnelle ,  ce 
ne  serait  qu'à  l'aide  du  calcul  intégral  qu'on  pourrait  obtenir 
les  intéressants  résultats,  relatifs  à  la  mesure  de  la  longueur  ou 
de  Taire  du  cercle,  ou  à  la  quadrature  de  la  sphère,  etc.,  éta- 
blis par  les  anciens  d'après  des  considérations  extrêmement 
simples.  Cet  inconvénient  serait  peu  important,  à  l'égard  des 
esprits  destinés  à  étudier  l'ensemble  de  la  science  mathématique, 
et  l'avantage  de  procéder  avec  une  rationnante  parfaite  aurait, 
comparativement ,  une  bien  plus  grande  valeur.  Mais^le  cas 
contraire  étant  encore  le  plus  fréquent ,  on  a  dû  s'attacher  à 
conserver  dans  la  géométrie  élémentaire  proprement  dite  des 
théories  aussi  essentielles.  En  admettant  l'influence  d'une  telle 
considération,  et  ne  restreignant  plus  cette  géométrie  prélimi- 
naire à  ce  qui  est  strictement  indispensable,  on  peut  même  con- 
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cevoir  Futilité^  pour  certains  cas  particuliers,  d'y  introduire 
plusieurs  études  importantes  qui  en  ont  été  généralement  ex- 
clues, comme  celles  des  sections  coniques,  de  la  cyclolde,  etc. , 
afin  de  renfermer,  dans  un  enseignement  borné,  le  plus  grand 
nombre  possible  de  connaissances  usuelles,  quoique,  même 
sous  le  simple  rapport  du  temps,  il  fût  préférable  de  suivre  la 
marche  la  plus  rationnelle. 

Je  ne  dois  point ,  à  ce  sujet,  tenir  compte  ici  des  avantages 
que  peut  présenter  cette  extension  habituelle  de  la  méthode 
géométrique  des  anciens  au-delà  de  la  destination  nécessaire 
qui  lui  est  propre ,  par  la  connaissance  plus  profonde  qu'on  ac- 
quiert ainsi  de  cette  méthode^  et  par  la  comparaison  instructive 
qui  en  résulte  avec  la  méthode  moderne.  Ce  sont  là  des  qualités 
qni^  dans  l'étude  d'une  science  quelconque ,  appartiennent  à  la 
marche  que  nous  avons  nommée  historique ,  et  auxquelles  il  faut 
savoir  renoncer  franchement,  quand  on  a  bien  reconnu  la  né- 
cessité de  suivre  la  marche  vraiment  dogmatique.  Après  avoir 
conçu  toutes  les  parties  d'une  science  de  la  manière  la  plus  ra- 
tionnelle, nous  savons  combien  il  importe,  pour  compléter  cette 
éducation ,  d'étudier  V histoire  de  la  science ,  et  par  conséquent, 
de  comparer  exactement  les  diverses  méthodes  que  l'esprit  hu- 
main a  successivement  employées;  mais  ces  deux  séries  d'études 
doivent  être,  en  général,  comme  nous  l'avons  vu,  soigneuse- 
ment séparées.  Cependant,  dans  le  cas  dont  il  s'agit  ici,  la  mé- 
thode géométrique  des  modernes  est  peut-être  encore  trop 
récente  pour  qu'il  ne  convienne  pas ,  afin  de  la  mieux  caracté- 
riser par  la  comparaison,  de  traiter  d'abord,  suivant  la  méthode 
des  anciens,  certaines  questions  qui,  par  leur  nature,  doivent 
rentrer  rationnellement  dans  la  géométrie  moderne. 

Quoi  qu'il  en  soit ,  écartant  maintenant  ces  diverses  considé- 
rations accessoires,  nous  voyons  que  cette  introduction  à  la  géo- 
métrie ,  qui  ne  peut  être  traitée  que  suivant  la  méthode  des 
anciens ,  est  strictement  réductible  à  l'étude  de  la  ligne  dtoU.^  ^ 
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des  aires  polygonales  el  des  polyèdres.  Il  est  même  rraisem- 
blable  qu'on  fmira  par  la  restreindre  habitnellement  à  ces 
limites  nécessaires ,  quand  les  grandes  notions  analytiques  se- 
ront devenues  plus  familières,  et  qu'une  étude  de  l'ensemble 
des  mathématiques  sera  universellement  regardée  comme  la 
base  philosophique  de  l'éducation  générale. 

Si  cette  portion  préliminaire  de  la  géométrie ,  qui  ne  saurait 
être  fondée  sur  Tapplication  du  calcul^  se  réduit  ^  par  sa  na- 
ture, à  une  suite  de  recherches  fondamentales  très-peu  éten- 
dues ,  il  est  certain ,  d'un  autre  côté ,  qu'on  ne  peut  la  res- 
treindre davantage ,  quoique ,  par  un  véritable  abus  de  l'esprit 
analytique ,  on  ait  quelquefois  essayé,  dans  ces  derniers  temps, 
de  présenter  sous  un  point  de  vue  purement  algébrique  réta- 
blissement des  théorèmes  principaux  de  la  géométrie  élémen- 
taire. C'est  ainsi  qu'on  a  prétendu  démontrer  par  de  simples  con- 
sidérations abstraites  d'analyse  mathématique  la  relation  cons- 
tante qui  existe  entre  les  trois  angles  d'un  triangle  rectiligne,la 
proposition  fondamentale  de  la  théorie  des  triangles  semblaUes, 
la  mesure  des  rectangles,  celle  des  parallélipipèdes,  etc.,  en  on 
mot,  précisément  les  seules  propositions  géométriques  qui  ne 
puissent  être  obtenues  que  par  une  étude  directe  du  sujet,  sans, 
que  le  calcul  soit  susceptible  d'y  avoir  aucune  part  Je  ne  si- 
gnalerais point  ici  de  telles  aberrations,  si  elles  n'avaient  pas 
été  déterminées  par  l'intention  évidente  de  perfectionner,  an 
plus  haut  degré  possible,  le  caractère  philosophique  de  la 
science  géométrique,  en  la  faisant  rentrer  immédiatement,  dès 
sa  naissance ,  dans  le  domaine  des  applications  de  Tanalyse 
mathématique.  îMais  l'erreur  capitale  commise  à  cet  égard  par 
quelques  géomètres  doit  être  soigneusement  remarquée ,  parce 
qu'elle  résulte  de  l'exagération  irréfléchie  de  cette  tendance  au- 
jourd'hui très-naturelle  et  éminempient  philosophique,  qui  porte 
à  étendre  de  plus  en  plus  l'influence  de  l'analyse  dans  les  études 
nii-ahématiques.  La  coii\eT\\i^\;iUoud<!s  résultats  prodigieux  aux- 
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quels  Tesprit  humain  est  parvenu  en  suivant  une  telle  direction, 
a  dû  involontairement  entraîner  à  croire  que  même  les  fonde- 
ments de  la  mathématique  concrète  pourraient  être  établis  sur 
de  simples  considérations  analytiques.  Ce  n'est  points  en  effets 
pour  la  géométrie  seulement  que  nous  devons  noter  de  sem- 
blables aberrations;  nous  aurons  bientôt  à  en  constater  de  par- 
faitement analogues  relativement  à  la  mécanique  ^  à  Toccasion 
des  prétendues  démonstrations  analytiques  du  parallélogramme 
des  fbrces.  Cette  confusion  logique  a  même  aujourd'hui  bien 
plus  de  gravité  en  mécanique^  où  elle  contribue  eifectivement  h 
répandre  encore  un  nuage  métaphysique  sur  le  caractère  géné- 
ral de  la  science  ;  tandis  que ,  du  moins  en  géométrie ,  ces  con- 
sidérations abstraites  ont  été  jusqu'ici  laissées  en  dehors,  sans 
s'incorporer  à  l'exposition  normale  de  la  science. 

D'après  les  principes  présentés  dans  cet  ouvrage ,  sur  la  phi- 
losophie mathématique  5  il  n'est  pas  nécessaire  d'insister  beau- 
coup pour  faire  sentir  le  vice  d'une  telle  manière  de  procéder. 
Nous  avons  déjà  reconnu ,  en  effet  9  que  le  calcul  n'étant  et  ne 
pouvant  être  qu'un  moyen  de  déduction,  c'est  s'en  former  une 
idée  radicalement  Causse  que  de  vouloir  l'employer  à  établir  les 
fondements  élémentaires  d'une  science  quelconque;  car,  sur 
quoi  reposeraient,  dans  une  telle  opération,  les  argumentations 
analytiques?  Un  travail  de  cette  nature,  bien  loin  de  perfec- 
tionner véritablement  le  caractère  philosophique  d'une  science, 
constituerait  un  retour  vers  l'état  métaphysique ,  en  présentant 
des  connaissances  réelles  comme  de  simples  abstractions  lo- 
giques. 

Quand  on  examine  en  elles-mêmes  ces  prétendues  démons- 
trations analytiques  des  propositions  fondamentales  de  la  géo- 
métrie élémentaire ,  on  vérifie  aisément  leur  insignifiance  néces- 
saire. Elles  sont  toutes  fondées  sur  une  manière  vicieuse  de 
concevoir  le  principe  de  Y  homogénéité ,  dont  j'ai  exposé,  dans  la 
cinquième  leçon,  la  véritable  notion  générale.  Ces  démonstra- 
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tiODs  supposent  que  ce  principe  ne  permet  point  d'admettre  la 
coexistence  dans  une  même  équation  de  nombres  obtenus  par 
des  comparaisons  concrètes  différentes ,  ce  qui  est  évidemment 
faux  et  visiblement  contraire  à  la  marcbe  constante  des  géomè- 
tres. Aussi  9  il  est  facile  de  reconnaître  qu'en  employant  la  loi 
de  rtiomogénéité  dans  celte  acception  arbitraire  et  iUégitime, 
on  pourrait  parvenir  à  démontrer  avec  tout  autant  de  rigueur 
apparente  des  propositions  dont  l'absurdité  est  manifeste  ao 
premier  coup-d'œil.  En  examinant  avec  attention ,  par  exemple, 
ic  procédé  à  Taide  duquel  on  a  tenté  de  prouver  analytiqaement 
que  la  somme  des  trois  angles  d'un  triangle  rectiligne  quel- 
conque est  constamment  égale  à  deux  angles  droits^  on  voit 
qu'il  est  fondé  sur  cette  notion  préliminaire ,  que  si  deux  trian- 
gles ont  deux  de  leurs  angles  respectivement  égaux^  le  troisième 
angle  sera  aussi  ^  de  part  et  d'autre  ^  nécessairement  égal  Ce 
premier  point  étant  accordé^  la  relation  proposée  s'en  déduit 
immédiatement,  d'une  manière  très-exacte  et  fort  simple.  Or, 
la  considération  analytique  ^  d'après  laquelle  on  a  voulu  établir 
cette  proposition  préalable,  est  d'une  telle  nature  que ^  si  elle 
pouvait  être  juste  y  on  en  déduirait  rigoureusement  ^  en  la  re- 
produisant en  sens  inverse  ^  cette  absurdité  palpable  ^  que  deux 
côtés  d'un  triangle  suffisent ,  sans  aucun  angle ,  à  l'entière  dé- 
termination du  troisième  côté.  On  peut  faire  des  remarques  ana- 
logues sur  toutes  les  démonstrations  de  ce  genre ,  dont  le  so- 
phisme sera  ainsi  vérifié  d'une  manière  parfaitement  sensible. 

Plus  nous  devons  ici  considérer  la  géométrie  comme  étant 
aujourd'tiui  essentiellement  analytique ,  plus  il  était  nécessaire 
de  prémunir  les  esprits  contre  cette  exagération  abusive  de  Fa- 
nalyse  mathématique  ^  suivant  laquelle  on  prétendrait  se  dis* 
penser  de  toute  observation  géométrique  proprement  dite,  en 
établissant  sur  de  pures  abstractions  algébriques  les  fondements 
mêmes  de  cette  science  naturelle.  J'ai  du  attacher  d'autant  plus 
d'importance  à  caractériser  des  aberrations  ainsi  liées  au  déve- 
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loppement  normal  de  l'esprit  humain,  qu'elles  ont  été  pour  ainsi 
dire  consacrées  dans  ces  derniers  temps  par  l'assentiment  formel 
d'un  géomètre  fort  distingué  ^  dont  l'autorité  exerce  sur  l'ensei- 
gnement élémentaire  de  la  géométrie  une  très-grande  influence. 

Je  crois  devoir  remarquer  à  cette  occasion  que ,  sous  plus 
d'un  autre  rapport,  on  a,  ce  me  semble ,  trop  perdu  de  vue  le 
caractère  de  science  naturelle  nécessairement  inhérent  à  la  géo- 
métrie. Il  est  aisé  de  le  reconnaître ,  en  considérant  les  vains 
efforts  tentés  si  longtemps  par  les  géomètres  pour  démon- 
trer rigoureusement,  non  à  l'aide  du  calcul,  mais  d'après  cer- 
taines constructions ,  plusieurs  propositions  fondamentales  de  la 
géométrie  élémentaire.  Quoi  qu'on  puisse  faire ,  on  ne  saurait 
évidemment  éviter  de  recourir  quelquefois  en  géométrie  à  la 
simple  observation  immédiate^  comme  moyen  d'établir  divers 
résultats.  Si,  dans  cette  science,  les  phénomènes  que  l'oi^ con- 
sidère sont,  en  vertu  de  leur  extrême  simplicité,  beaucoup  plus 
liés  entr'eux  que  ceux  relatifs  à  toute  autre  science  physique ,  il 
doit  néanmoins  s'en  trouver  nécessairement  quelques-uns  qui 
ne  peuvent  être  déduits ,  et  qui  servent  au  contraire  de  point  de 
départ  Qu'il  convienne,  en  thèse  générale ,  pour  la  plus  grande 
perfection  rationnelle  de  la  science,  de  les  réduire  au  plus  petit 
nombre  possible ,  cela  est  sans  doute  incontestable  ;  mais  il  se- 
rait absurde  de  prétendre  les  faire  disparaître  complètement 
J'avoue  d'ailleurs  que  je  trouve  moins  d'inconvénients  réels  à 
étendre  un  peu  au-delà  de  ce  qui  serait  strictement  nécessaire 
le  nombre  de  ces  notions  géométriques  ainsi  établies  par  l'ob- 
servation immédiate,  pourvu  qu'elles  soient  d'une  simplicité 
suffisante,  qu'à  en  faire  le  sujet  de  démonstrations  compliquées 
et  indirectes ,  même  quand  ces  démonstrations  peuvent  être  lo- 
giquement irréprochables. 

Après  avoir  caractérisé  aussi  exactement  que  possible  la  véri- 
table destination  dogmatique  de  la  géométrie  des  anciens  ré- 
duite à  son  moindre  développement  indispensable ,  il  convient 
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de  considérer  sommairement  dans  son  ensemble  chacune  des 
parties  principales  dont  elle  doit  se  composer.  Je  crois  pouvez 
me  borner  ici  à  envisager  la  première  et  la  plus  étendue  de  ces 
parties,  celle  qui  a  pour  objet  Tétude  de  la  ligne  droite;  les 
deux  autres  sections  ^  savoir  :  la  quadrature  des  polygones  et  la 
cubature  des  polyèdres^  ne  pouvant  donner  lieu ,  vu  leur  nature 
trop  restreinte  9  à  aucune  considération  philosophique  de 
quelque  importance ,  distincte  de  celles  indiquées  dans  la  leçoi 
précédente  relativement  à  la  mesure  des  aires  et  des  volumes 
en  général 

La  question  définitive  que  Ton  a  constamment  en  vue  dans 
Tétude  de  la  ligne  droite ,  consiste  proprement  à  déterminer  les 
uns  par  les  autres  les  divers  éléments  d'une  figure  rectiligne 
quelconque,  ce  qui  permet  de  connaître  toujours  indirecte- 
ment^ine  ligne  droite  dans  quelques  circonstances  qu'elle  paisse 
être  placée.  Ce  problème  fondamental  est  susceptible  de  deux 
solutions  générales ,  dont  la  nature  est  tout-à-fait  distincte,  l'une 
graphique,  l'autre  algébrique.  La  première,  quoique  fort  im- 
parfaite, est  celle  qu'on  doit  considérer  d'abord,  parce  qu'elle 
dérive  spontanément  de  l'étude  directe  du  sujet;  la  seconde, 
bien  plus  parfaite  sous  les  rapports  les  plus  importants ,  ne  peut 
être  étudiée  qu'en  dernier  lieu ,  parce  qu'elle  est  fondée  sur  la 
connaissance  préalable  de  l'autre. 

La  solution  graphique  consiste  à  rappoi  ter  à  volonté  la  figure 
proposée ,  soit  avec  les  mêmes  dimensions,  soit  surtout  avec 
des  dimensions  variées  dans  une  proportion  quelconque.  Le  pre- 
mier mode  ne  peut  guère  être  mentionné  que  pour  mémoire, 
comme  étant  le  plus  simple ,  et  celui  que  l'esprit  doit  envisager 
d^abord,  car  il  est,  évidemment,  d'ailleurs  presque  entièremeot 
inapplicable  par  sa  nature.  Le  second  est,  au  contraire,  suscep- 
tible de  l'application  la  plus  étendue  et  la  plus  utile.  Nous  eo 
faisons  encore  aujourd'hui  un  usage  important  et  continuel, 
/ion-seulement  pour   représenter  exactement  les  formes  des 
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corps  et  leurs  positions  mutuelles  ^  mais  même  pour  la  déter- 
mination effective  des  grandeurs  géométriques ,  quand  nous  n'a- 
vons pas  besoin  d'une  grande  précision.  Les  anciens^  vu  l'im- 
perfection de  leurs  connaissances  géométriques,  employaient 
ce  procédé  d'une  manière  beaucoup  plus  étendue ,  puisqu'il  a 
été  longtemps  le  seul  qu'ils  pussent  appliquer^  même  dans  les 
déterminations  précises  les  plus  importantes.  C'est  ainsi  ^  par 
exemple^  qu'Aristarque  de  Samos  estimait  la  distance  relative 
du  soleil  et  de  la  lune  à  la  terre ,  en  prenant  des  mesures  sur  un 
triangle  construit  le  plus  exactement  possible  de  façon  à  être 
semblable  au  triangle  rectangle  formé  par  les  trois  astres ,  à 
l'instant  où  la  lune  se  trouve  en  quadrature ,  et  où  ^  en  consé- 
quence 5  il  suffirait^  pour  définir  le  triangle 5  d'observer  l'angle 
à  la  terre.  Archimède  lui  même ,  quoiqu' ayant  le  premier^  in- 
troduit en  géométrie  les  déterminations  calculées^  a  plusieurs 
fois  employé  de  semblables  moyens.  La  formation  de  la  trigo- 
nométrie n'y  a  pas  fait  même  renoncer  entièrement^  quoiqu'elle 
en  ait  beaucoup  diminué  l'usage  ;  les  Grecs  et  les  Arabes  on^ 
continué  à  s'en  servir  pour  une  foule  de  recherches ,  où  nous 
regardons  aujourd'hui  l'emploi  du  calcul  comme  indispensable. 
Cette  exacte  reproduction  d'une  figure  quelconque  suivant 
une  échelle  différente ,  ne  peut  présenter  aucune  grande  diffi- 
culté théorique  lorsque  toutes  les  parties  de  la  figure  proposée 
sont  comprises  dans  un  même  plan.  Mais,  si  l'on  suppose^  comme 
il  arrive  le  plus  souvent ,  qu'elles  soient  situées  dans  des  plans 
(Mfférents ,  on  voit  naître  alors  un  nouvel  ordre  de  considéra- 
tions géométriques.  La  figure  artificielle ,  qui  est  constamment 
plane,  ne  pouvant  plus,  en  ce  cas,  être  une  image  parfaite- 
ment fidèle  de  la  figure  réelle,  Il  faut  d'abord  fixeV  avec  préci- 
sion le  mode  de  représentation ,  ce  qui  donne  lieu  aux  divers 
systèmes  de  projection.  Cela  posé ,  il  reste  à  déterminer  suivant 
quelles  lois  les  phénomènes  géométriques  se  correspondent 
dans  les  deux  figures.  Cette  considération  engendre  ua<i  iv^^i- 
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velle  série  de  recherches  géométriques  ^  dont  l'objet  définitif 
est  proprement  de  découvrir  comment  on  pourra  remplacer  les 
constructions  en  relief  par  des  constructions  planes.  Les  andens 
ont  eu  à  résoudre  plusieurs  questions  élémentaires  de  ce  genre, 
pour  les  divers  cas  où  nous  employons  aujourd'hui  la  trigono- 
métrie sphériquc;  et  principalement  pour  les  différents  pro- 
blèmes relatifs  à  la  sphère  céleste.  Telle  était  la  destination  de 
leurs  analemnes^  et  des  autres  flgures  planes  qui  ont  suppléé 
pendant  si  longtemps  à  F  usage  du  calcul.  On  voit  par  là  que 
les  anciens  connaissaient  réellement  les  éléments  de  ce  que  nous 
nommons  maintenant  la  géométrie  descriptive  y  quoiqu'ils  ne  les 
eussent  point  conçus  d'une  manière  distincte  et  générale. 
Je  crois  convenable  de  signaler  ici  rapidement ,  à  cette  oc- 

m 

casion^  le  véritable  caractère  philosophique  de  cette  géométrie 
descriptive 5  bien  que,  comme  étant  une  science  essentielle- 
ment d'application  ^  elle  ne  doive  pas  être  comprise  dans  le 
domaine  propre  de  cet  ouvrage ,  tel  que  je  l'ai  circonscrit  en 
commençant. 

Toutes  les  questions  quelconques  de  géométrie  à  trois  dimen- 
sions^ donnent  lieu  nécessairement ,  quand  on  considère  leur 
solution  graphique,  à  une  difficulté  générale  qui  leur  est  propre, 
celle  de  substituer  aux  diverses  constructions  en  relief  néces- 
saires pour  les  résoudre ,  et  qui  sont  presque  toujours  d'ane 
exécution  impossible^  de  simples  constructions  planes  équiva- 
lentes y  susceptibles  de  déterminer  fmalement  les  mêmes  résul- 
tats. Sans  cette  indispensable  conversion ,  chaque  solution  de 
ce  genre  serait  évidemment  incomplète  et  réellement  inappli- 
cable dans  la  pratique ,  quoique ,  pour  la  théorie ,  les  constmc- 
tions  dans  l'espace  soient  ordinairement  préférables  comme 
plus  directes.  C'est  afin  de  fournir  les  moyens  généraux  d'effec- 
tuer constamment  une  telle  transformation  que  la  géométrie 
descriptive  a  été  créée  3  et  constituée  en  un  corps  de  doctrine 
distinct  et  homogène  par  une  vue  de  génie  de  notre  illastre 
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Monge.  Il  a  préalablement  coqçu  un  mode  uniforme  de  repré- 
senter les  corps  par  des  figures  tracées  sur  un  seul  plan,  à  Taide 
des  projections  sur  deux  pians  différents^  ordinairement  perpen- 
diculaires entre  eux^  et  dont  Tun  est  supposé  tourner  autour  de 
leur  Intersection  commune  pour  venir  se  confondre  avec  le  pro- 
longement de  l'autre;  il  a  suffi ,  dans  ce  système,  ou  dans  tout 
autre  équivalent^  de  regarder  les  points  et  les  lignes  comme 
déterminés  par  leurs  projections,  et  les  surfaces  par  les  pro- 
jections de  leurs  génératrices.  Gela  posé^  Monge  ^  analysant 
avec  une  profonde  sagacité  les  divers  travaux  partiels  de  ce 
genre  exécutés  avant  lui  d'après  une  foule  de  procédés  incohé- 
rents ,  et  considérant  môme^  d'une  manière  générale  et  directe, 
en  quoi  devaient  consister  constamment  les  questions  quel- 
conques de  cette  nature ,  a  reconnu  qu'elles  étaient  toujours 
réductibles  à  un  très-petit  nombre  de  problèmes  abstraits  inva- 
riables^ susceptibles  d'être  résolus  séparément  une  fois  pour 
toutes  par  des  opérations  uniformes,  ei  qui  se  rapportent  es- 
sentiellement les  uns  au  contact  et  les  autres  aux  intersections 
des  surfaces.  Ayant  formé  des  méthodes  simples  et  entièrement 
générales  pour  la  solution  graphique  de  ces  deux  ordres  de 
problèmes ,  toutes  les  questions  géométriques  auxquelles  peu- 
vent donner  lieu  les  divers  arts  quelconques  de  construction ,  la 
coupe  des  pierres,  la  charpente,  la  perspective ,  la  gnonomo- 
nique ,  la  fortification ,  etc. ,  ont  pu  être  traitées  désormais 
comme  de  simples  cas  particuliers  d'une  théorie  unique,  dont 
l'application  invariable  conduira  toujours  nécessairement  à  une 
solution  exacte ,  susceptible  d'être  facilitée  dans  la  pratique  en 
profitant  des  circonstances  propres  à  chaque  cas. 

Cette  importante  création  mérite  singulièrement  de  fixer  l'at- 
tention de  tous  les  philosophes  qui  considèrent  l'ensemble  des 
opérations  de  l'espèce  humaine ,  comme  étant  un  premier  pas , 
et  jusqu'ici  le  seul  réellement  complet,  vers  cette  rénovation 
générale  des  travaux  humains ,  qui  doit  imprimer  à  tous  nos 
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arts  un  caractère  de  précision  et  de  ratiomialité ,  si  nécessaire 
à  lears  progrès  futurs.  Une  telle  révolution  devait,  en  eflèt, 
commencer  inévitablement  par  cette  classe  de  travaux  indus- 
triels qui  se  rapporte  essentiellement  à  la  science  la  plus  simple, 
la  plus  parfaite ,  et  la  plus  ancienne.  Elle  ne  peut  manquer  de 
s'étendre  successivement  dans  la  suite ,  quoique  avec  moins  de 
facilité  9  à  toutes  les  autres  opérations  pratiques.  Nous  aurons 
même  bientôt  occasion  de  remarquer  que  Monge,  qui  a  codço 
plus  profondément  que  personne  la  véritable  philosophie  des 
arts  9  avait  essayé  d'ébaucher  pour  l'industrie  mécanique  one 
doctrine  correspondante  à  celle  qu'il  avait  si  heureusement  for- 
mée pour  l'industrie  géométrique ,  mais  sans  obtenir  pour  ce 
cas 9  dont  la  difficulté  est  bien  supérieure,  aucun  autre  succès 
que  celui  d'indiquer  assez  nettement  la  direction  que  doivent 
prendre  les  recherches  de  cette  nature. 

Quelqu'essentielle  que  soit  réellement  la  conception  de  la 
géométrie  descriptive ,  il  importe  beaucoup  de  ne  pas  .se  mé- 
prendre sur  la  véritable  destination  qui  lui  est  si  expressément 
propre,  comme  l'ont  fait,  surtout  dans  les  premiers  temps  de 
cette  découverte^  ceux  qui  y  ont  vu  un  moyen  d'agrandir  le 
domaine  général  et  abstrait  de  la  géométrie  rationnelle.  L'évé- 
nement n'a  nullement  répondu  depuis  à  ces  espérances  mal 
conçues.  Et,  en  effet ,  n'est-il  pas  évident  que  la  géométrie  des- 
criptive n'a  de  valeur  spéciale  que  comme  science  d'applicatioD« 
comme  constituant  la  véritable  théorie  propre  des  arts  géomé- 
triques? Considérée  sous  le  rapport  abstrait ,  elle  ne  saurait  in- 
troduire aucun  ordre  vraiment  distinct  de  spéculations  géomé- 
triques. Il  ne  faut  point  perdre  de  vue  que,  pour  qu'une 
question  géométrique  tombe  dans  le  domaine  propre  de  la 
géométrie  descriptive ,  elle  doit  nécessairement  avohr  toujours 
été  résolue  préalablement  par  la  géométrie  spéculative ,  dont 
ensuite;,  comme  nous  l'avons  vu,  les  solutions  ont  constamment 
besoin  d'être  préparées  pour  la  pratique  de  manière  à  suppléer 
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aux  constructions  en  relief  par  des  constructions  planes^  substi- 
tution qui  constitue  réellement  la  seule  fonction  caractéristique 
de  la  géométrie  descriptive. 

Il  convient  néanmoins  de  remarquer  ici  que ,  sous  le  rapport 
de  l'éducation  intellectuelle  ^  Tétude  de  la  géométrie  descrip- 
tive présente  une  importante  propriété  philosophique ,  tout-à- 
fait  indépendante  de  sa  haute  utilité  industrielle.  C'est  l'avantage 
qu'elle  offre  si  éminemment ,  en  habituant  à  considérer  dans 
l'espace  des  systèmes  géométriques  quelquefois  très-composés^ 
et  à  suivre  exactement  leur  correspondance  continuelle  avec 
les  figures  effectivement  tracées,  d'exercer  ainsi  au  plus  haut 
degré  de  la  manière  la  plus  sûre  et  la  plus  précise,  cette  im- 
portante faculté  de  l'esprit  humain  qu'on  appelle  V imagination 
proprement  dite,  et  qui  consiste ,  dans  son  acception  élémen- 
taire et  positive,  à  se  représenter  nettement,  avec  facilité,  un 
vaste  ensemble  variable  d'objets  fictifs ,  comme  s'ils  étaient  sous 
nos  yeux. 

Enfin,  pour  achever  d'indiquer  la  nature  générale  de  la  géo- 
métrie descriptive  en  déterminant  son  caractère  logique ,  nous 
devons  observer  que  si,  par  le  genre  de  ses  solutions,  elle  ap- 
partient à  la  géométrie  des  anciens,  d'un  autre  côté,  elle  se  rap- 
proche de  la  géométrie  des  modernes  par  l'espèce  des  questions 
qui  la  composent.  Ces  questions  sont,  en  effet,  éminemment 
remarquables  par  cette  généralité  que  nous  avons  vue ,  dans  la 
dernière  leçon,  constituer  le  vrai  caractère  fondamental  de  la 
géométrie  moderne;  les  méthodes  y  sont  toujours  conçues 
comme  applicables  à  des  formes  quelconques,  les  particularités 
propres  à  chaque  forme  n'y  pouvant  avoir  qu'une  influence  pu- 
rement secondaire.  Les  solutions  y  sont  donc  graphiques  comme 
la  plupart  de  celles  des  anciens ,  et  générales  comme  celles  des 
modernes. 

Après  celte  importante  digression ,  dont  le  lecteur  aura  sans 
doute  reconnu  la  nécessité,  poursuivons  Texamen  philoso- 
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pbique  de  la  géométrie  spéciale ,  considérée  toujours  comme 
réduite  à  son  moindre  développement  possible,  pour  servir 
d'introduction  indispensable  à  la  géométrie  générale.  Ayant  suf- 
fisamment envisagé  la  solution  graphique  du  problème  fonda- 
mental relatif  à  la  ligne  droite,  c'est-à-dire,  de  la  détermina- 
tion les  uns  par  les  autres  des  divers  éléments  d'une  figure  rec- 
tiligne  quelconque,  nous  devons  maintenant  en  examiner  d'une 
manière  générale  la  solution  algébrique. 

Cette  seconde  solution ,  dont  il  est  inutile  ici  d'apprécier  ex- 
pressément la  supériorité  évidente,  appartient  nécessairement, 
par  la  nature  même  de  la  question,  au  système  de  la  géométrie 
ancienne ,  quoique  le  procédé  logique  employé  l'en  fasse  ordi- 
nairement séparer  mal  à  propos.  Nous  avons  lieu  de  vérifier 
ainsi,  sous  un  rapport  très-important,  ce  qui  a  été  établi  en 
général  dans  la  leçon  précédente,  que  ce  n'est  point  par  l'em- 
ploi du  calcul  qu'on  doit  distinguer  essentiellement  la  géométrie 
moderne  de  celle  des  anciens.  Les  anciens  sont,  en  effet,  les 
vrais  inventeurs  de  la  trigonométrie  actuelle ,  tant  sphérique 
que  rectiligne,  qui  seulement  était  beaucoup  moins  parfaite 
entre  leurs  mains,  vu  l'extrême  infériorité  de  leurs  connais- 
sances algébriques.  C'est  donc  réellement  dans  cette  leçon,  et 
non ,  comme  on  pourrait  le  croire  d'abord ,  dans  celles  que  nous 
consacrerons  ensuite  à  l'examen  philosophique  de  la  géométrie 
générale ,  qu'il  convient  d'apprécier  le  caractère  de  cette  impor- 
tante théorie  préliminaire ,  habituellement  comprise  à  tort  dans 
ce  qu'on  appelle  la  géométrie  analytique  ^  et  qui  n'est  effective- 
ment qu'un  complément  de  la  géométrie  élémentaire  proprement 

dite. 

Toutes  les  figures  rectilignos  pouvant  être  décomposées  en 
triangles,  il  sufiit  évidemment  de  savoir  déterminer  les  uns  par 
les  autres  les  divers  éléments  d'un  triangle ,  ce  qui  réduit  la/NH 
lygonométrie  à  la  simple  trigonométrie. 

Pour  qu'une  telle  question  puisse  être  résolue  algébrique- 
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fa  xmrw^^  coBSHte  essentiellemeDl  à  fonner  enlre  les 
etks  côtés  d'mi  triangle  trob  équatiofi»  distindes^qnl, 
■K  fois  olytesoesy  rédniroDt  éfidemment  toos  les  problèmes  tri- 
gWMMnétriqoes  à  de  pores  recherches  de  calcoL  £o  conâdérant 
ie  fa  manière  fa  plus  générale  rétabltssement  de  ces  éqoations, 
MTiMi  naître  immédiatement  une  distinction  fondamentale  re- 
lailremcnt  aa  mode  d'introdoction  des  angles  dans  le  calcul^  su- 
vak  qi^fm  ks  y  fera  entrer  directement  par  eux-mêmes  on  par 
fes  arcs,  drodaires  qoi  leur  sont  proportionneb,  on  qne ,  an 
cncrairey  on  leur  sobstitoera  certaines  droites,  comme,  par 
eiemple,les  cordes  de  ces  arcs  qni  leur  sont  inhérentes,  et  qoe, 
par  cette  raison,  on  appelle  ordinairement  leurs  lignes  trigono- 
métriqnesi.  De  ces  deox  systèmes  de  trigonométrie ,  le  second  a 
ék  éfre,  à  l'origine,  le  seul  adopté,  comme  étant  le  seul  prati- 
cable, poisqiie  Fétat  de  fa  géométrie  permettait  alors  de  trooTer 
aaiei  aisément  des  relations  eiactes  entre  les  côtés  des  triangles 
et  les  lignes  tr^onométriqaes  des  angles,  tandis  qo'il  eût  été 
s&sofameni  impossible,  à  cette  époqne ,  d'établir  des  équations 
Wre  les  côtés  et  les  ai^^es  eca-mémesw  La  solution  poarant  an- 
ÎMnf  biri  être  obtenue  indifféremment  dans  l'un  et  dans  l'antre 
Sfstème,  ce  motif  de  préférence  ne  sobsiste  pinsw  3lab  les  géo- 
n'en  ont  pas  moins  dû  per»ster  à  soifre  par  choix  le  sf s- 
primitiTement  admis  par  nécessité  ;  car,  fa  même  raison 
a  permis  ainsi  d'obtenir  les  équations  trigonométriqaes  afec 
ktaocoop  jrios  de  facilité,  doit  également ,  comme  fl  est  encore 
Mn  aisé  de  le  concefoîr  à  priori,  rendre  ces  équations  bien 
Mb  simples,  puisqu'elles  existent  alors  seulement  entre  des 
ttgnes  droites,  an  Heu  d'être  établies  entre  des  lignes  droites  et 
te  arcs  de  cercle.  Une  telle  considération  a  d'autant  plus  d'im- 
fofftance  qu'il  s'agit  fa  de  formules  éminemment  élémentaires , 
teOnées  à  être  continuellement  employées  dans  toutes  les 
Partia  de  fa  science  mathématique  aussi  bien  qne  dans  tontes 
^  df  erses  sqiplications. 
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On  peut  objecter^  il  est  vrai^  que,  lorsqu'un  angle  est  donné, 
c'est  toujours  en  effet  par  lui-même  et  non  par  sa  ligne  trigono- 
métrique;  et  que,  lorsqu'il  est  inconnu,  c'est  sa  valeur  angu- 
laire qu'il  s'agit  proprement  de  déterminer,  et  non  celle  d'au- 
cune de  ses  lignes  trigonométriques.  Il  semble,  d'après  cela,  que 
de  telles  lignes  ne  sont  entre  les  côtés  et  les  angles  qu'un  inter- 
médiaire inutile,  qui  doit  être  finalement  éliminé  et  dont  l'in- 
troduction ne  parait  point  susceptible  de  simplifier  la  recherdie 
qu'on  se  propose.  U  importe,  en  effet,  d'expliquer  avec  plus  de 
généralité  et  de  précision  qu'on  ne  le  fait  d'ordinaire  Timmense 
utilité  réelle  de  cette  manière  de  procéder.  Elle  consiste  en  ce 
que  l'introduction  de  ces  grandeurs  auxiliaires  partage  la  ques- 
tion totale  de  la  trigonométrie  en  deux  auti'es  essentiellement 
distinctes,  dont  Tune  a  pour  objet  de  passer  des  angles  à  leurs 
lignes  trigonométriques  ou  réciproquement,  et  dont  l'autre  se 
propose  de  déterminer  les  côtés  des  triangles  par  les  lignes  tri- 
gonométriques de  leurs  angles  ou  réciproquement  Or,  la  pre- 
mière de  ces  deux  questions  fondamentales  est  évidemment  sus- 
ceptible, par  sa  nature,  d'être  entièrement  traitée  et  réduite  en 
tables  numériques  une  fois  pour  toutes ,  en  considérant  tous  les 
angles  possibles ,  puisqu'elle  ne  dépend  que  de  ces  angles,  et 
nullement  des  triangles  particuliers  où  ils  peuvent  entrer  dans 
chaque  cas;  tandis  que  la  solution  de  la  seconde  question  doit 
nécessairement  être  renouvelée,  du  moins  sous  le  rapiMHt 
arithmétique,  à  chaque  nouveau  triangle  qu'il  faut  résoudre. 
C'est  pourquoi  la  première  portion  du  travail  total ,  qui  sentt 
précisément  le  plus  pénible,  n'est  plus  comptée  ordinaire- 
ment ,  étant  toujours  faite  d'avance  ;  tandis  que  si  une  tdle 
décomposition  n'avait  point  été  instituée,  on  se  serait  ironie 
évidemment  dans  l'obligation  de  reconunencer  dans  chaque  eas 
particulier  le  calcul  tout  entier.  Telle  est  la  propriété  essentielle 
du  système  trigonomélrique  adopté,  qui,  en  effet',  ne  p^ésent^ 
fait  réellement  aucun  avantagé'  effectif  si ,  pour  chaque  angle  i 
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con^dérer,  il  fallait  calculer  continuellement  sa  ligne  trigono- 
métrique  ou  réciproquement  :  rintermédiaire  serait  alors  plus 
gênant  que  commode. 

Afin  de  comprendre  nettement  la  vraie  nature  de  cette  con- 
ception, il  sera  utile  de  la  comparer  à  une  conception  encore 
plus  importante,  destinée  à  produire  un  effet  analogue,  soit  sous 
le  rapport  algébrique,  soit  surtout  sous  le  rapport  arithmétique, 
Tadmirable  théorie  des  logarithmes.  En  examinant  d'une  ma- 
nière philosophique  l'influence  de  cette  théorie ,  on  voit ,  en 
effet,  que  son  résultat  général  est  d'avoir  décomposé  toutes  les 
opérations  arithmétiques  imaginables  eu  deux  parties  distinctes, 
dont  la  première ,  qui  est  la  plus  compliquée ,  est  susceptible 
d'être  exécutée  à  l'avance  une  fois  pour  toutes,  comme  ne  dé- 
pendant que  des  nombres  à  considérer  et  nullement  des  diverses 
combinaisons  quelconques  dans  lesquelles  ils  peuvent  entrer,  et 
qui  consiste  à  se  représenter  tous  les  nombres  comme  des  puis- 
sances assignables  d'un  nombre  constant;  la  seconde  partie  du 
calcul,  qui  doit  nécessairement  être  recommencée  pour  chaque 
formule  nouvelle  à  évaluer,  étant  dès-lors  réduite  à  exécuter 
sur  ces  exposants  des  opérations  corrélatives  iniiuiment  plus 
simples.  Je  me  borne  à  indiquer  ce  rapprochement,  que  chacun 
peut  aisément  développer. 

Nous  devons  de  plus  observer  comme  une  propriété,  secon- 
daire aujourd'hui, mais  capitale  àTorigUie^du  système  trigono- 
métrique  adopté ,  la  chrconstance  très-remarquable  que  la  dé- 
termination des  angles  par  leurs  lignes  trigonométriques  ou  ré- 
ciproquement, est  susceptible  d'une  solution  arithmétique,  la 
seule  qui  soit  directement  indispensable  pour  la  destination 
propre  de  la  trigonométrie ,  sans  avoir  préalablement  résolu  la 
question  algébrique  correspondante.  C'est  sans  doute  à  une  telle 
particularité  que  les  anciens  ont  dû  de  pouvoir  connaître  la  tri- 
gonométrie. La  recherche  ainsi  conçue  a  été  d'autant  plus  facile 
que,  les  anciens  ayant  pris  naturellement  la  corde  pour  ligne 
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trigODométriqoe,  les  tables  se  trouvaient  avoir  été  d'avance  cons- 
truites en  partie  pour  un  tout  autre  motif,  en  vertu  du  travail 
d'Archimède  sur  la  rectification  du  cercle ,  d'où  résultait  la  dé- 
termination effective  d'une  certaine  suite  de  cordes^  en  sorte 
que,  lorsque  plus  tard  Hipparque  eut  inventé  la  trigonométrie, 
il  put  se  borner  à  compléter  cette  opération  par  des  intercala- 
tions  convenables,  ce  qui  marque  nettement  la  filiation  des 
idées  à  cet  égard. 

Afin  d'esquisser  entièrement  cet  aperçu  pbl]osop)iique  de  la 
trigonométrie,  il  convient  d'observer  maintenant  que  l'extension 
du  même  motif  qui  conduit  à  remplacer  les  angles  ou  les  arcs 
de  cercle  par  des  lignes  droites  dans  la  vue  de  simplifier  les 
équations,  doit  aussi  porter  à  employer  concurremment  pin- 
sieurs  lignes  trigonométriques,  au  lieu  de  se  borner  à  une  senle, 
comme  le  faisaient  les  anciens ,  pour  perfectionner  ce  système 
en  choisissant  celle  qui  sera  algébriquement  la  plus  convenable 
en  telle  ou  telle  occasion.  Sous  ce  rapport,  il  est  clair  que  le 
nombre  de  ces  lignes  n'est  par  lui-même  nullement  limité; 
pourvu  qu'elles  soient  déterminées  d'après  l'arc ,  et  que  réci- 
proquement elles  le  déterminent,  suivant  quelque  loi  qu'elles 
en  dérivent  d'ailleurs,  elles  sont  aptes  à  lui  être  substituées  dans 
les  équations.  En  se  bornant  aux  constructions  les  plus  simples, 
les  Arabes  et  les  modernes  ensuite  ont  successivement  porté  ^ 
quatre  ou  à  cinq  le  nombre  des  lignes  trigonométriques  direcM, 
qui  pourrait  être  étendu  bien  davantage.  Mais,  au  lieu  de  re- 
courir à  des  formations  géométriques  qui  finiraient  par  devenir 
très- compliquées,  on  conçoit  avec  une  extrême  facilité  aotait 
de  nouvelles  lignes  trigonométriques  que  peuvent  l'exiger  les 
transformations  analytiques,  au  moyen  d'un  artifice  remar- 
quable ,  qui  n'est  pas  ordinairement  saisi  d'une  manière  asseï 
générale.  Il  consiste ,  sans  multiplier  immédiatement  les  lignes 
trigonométriques  propres  à  chaque  arc  considéré  ^  à  en  intriH 
duire  de  nouvelles  en  regardant  cet  arc  comme  déterminé  indi* 
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rectement  par  toutes  les  lignes  relatives  à  un  arc  qui  soit  une 
fonction  très-simple  du  premier.  C'est  ainsi ,  par  exemple^  que 
souvent 9  pour  calculer  un  angle  avec  plus  de  facilité  9  on  déter- 
minera 5  au  lieu  de  son  sinus,  le  sinus  de  sa  moitié  ou  de  son 
double,  etc.  Une  telle  création  de  lignes  trigonométriques  indi- 
rectes  est  évidenmient  bien  plus  féconde  que  tous  les  procédés 
géométriques  immédiats  pour  en  obtenir  de  nouvelles.  On  peut 
dire 9  d'après  cela,  que  le  nombre  des  lignes  trigonométriques 
effectivement  employées  aujourd'hui  par  les  géomètres  est  réel- 
lement indéfini,  puisque,  à  chaque  instant  pour  ainsi  dire,  les 
transformations  analytiques  peuvent  conduire  à  l'augmenter  par 
le  procédé  que  je  viens  d'indiquer.  Seulement ,  on  n'a  donné 
jusqu'ici  de  noms  spéciaux  qu'à  celles  de  ces  lignes  indirectes 
qui  se  rapportent  au  complément  de  l'arc  primitif,  les  autres 
ne  revenant  pas  assez  fréquemment  pour  nécessiter  de  sembla- 
bles dénominations,  ce  qui  a  fait  communément  méconnaître  la 
véritable  étendue  du  système  trigonométrique. 

Cette  multiplicité  des  lignes  trigonométriques  fait  naître  évi- 
demment, dans  la  trigonométrie,  une  troisième  question  fonda- 
mentale ,  l'étude  des  relations  qui  existent  entre  ces  diverses 
lignes;  puisque,  sans  une  telle  connaissance,  on  ne  pourrait 
point  utiliser 4  pour  les  besoins  analytiques,  cette  variété  de 
grandeurs  auxiliaires,  qui  n'a  pourtant  pas  d'autre  destination. 
U  est  clair,  en  outre,  d'après  la  considération  indiquée  tout  à 
l'heure,  que  cette  partie  essentielle  de  la  trigonométrie,  quoique 
simplement  préparatoire ^  est,  par  sa  nature,  susceptible  d'une 
extension  indéfinie  quand  on  l'envisage  dans  son  entière  géné- 
ralité ,  tandis  que  les  deux  autres  sont  nécessairement  circons- 
crites dans  un  cadre  rigoureusement  défini. 

Je  n'ai  pas  besoin  d'ajouter  expressément  que  ces  trois  parties 
principales  de  la  trigonométrie  doivent  être  étudiées  dans  un 
ordre  précisément  inverse  de  celui  suivant  lequel  nous  les  avons 
vues  dériver  nécessairement  de  la  nature  générale  du  sujet;  car 
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la  troisième  est  visiblement  indépendante  des  deax  autres,  et  la 
seconde  de  celle  qui  s'est  présentée  la  première ,  la  résolution 
des  triangles  proprement  dite ,  qui  doit,  pour  cette  raison ,  être 
traitée  en  dernier  lieu,  ce  qui  rendait  d'autant  plus  importante 
la  considération  de  la  filiation  naturelle. 

n  était  inutile  d'envisager  ici  distinctement  la  trigonométrie 
sphérique,  qui  ne  peut  donner  lieu  à  aucune  considération  plii- 
losophique  spéciale,  puisque,  quelque  essentielle  qu'elle  soit  par 
l'importance  et  la  multiplicité  de  ses  usages,  on  ne  peut  plus  la 
traiter  aujourd'hui,  dans  son  ensemble,  que  comme  une  simple 
application  de  la  trigonométrie  rectiligne,  qui  fournit  immédia- 
tement ses  équations  fondamentales,  en  substituant  au  triangle 
sphérique  l'angle  trièdre  correspondant 

J'ai  cru  devoir  indiquer  cette  exposition  sommaire  de  la  phi- 
losophie trigonométrique,  qui  pourrait  d'ailleurs  donner  lieoli 
beaucoup  d'autres  considérations  intéressantes,  afin  de  rendre 
sensibles,  par  un  exemple  important ^  cet  enchaînement  rigou- 
reux et  cette  ramification  successive  que  présentent  les  ques- 
tions les  plus  simples  en  apparence  de  la  géométrie  élémeo- 
taire. 

Ayant  ainsi  suffisamment  considéré  pour  le  but  de  cet  ouvrage 
le  caractère  propre  de  la  géométrie  spéciale  ^  réduite  à  sa  seule 
destination  dogmatique ,  de  fournir  à  la  géométrie  générale  une 
base  préliminaire  indispensable ,  nous  devons  désormais  pprter 
toute  notre  attention  sur  la  véritable  science  géométrique  9  en- 
visagée dans  son  ensemble  de  la  manière  la  plus  rationnelle.  H 
faut  d'abord ,  à  cet  effet ,  soigneusement  examiner  la  grande 
idée-mère  de  Descaries,  sur  laquelle  elle  est  entièrement  fondée, 
ce  qui  fera  l'objet  de  la  leçon  suivante. 


MATHÉMATIQUE.  295 
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GMMepClMi  flMiiMBeBtale  «e  la  fféoaiélrle  «iiiiBALB  on  ahalttiqiib* 


La  géométrie  générale  étant  entièrement  fondée  sur  la  trans- 
formation des  considérations  géométriques  en  considérations 
analytiques  équivalentes,  nous  devons  d'abord  examiner  direc- 
tement et  d'une  manière  approfondie  la  belle  conception  d'a- 
près laquelle  Descartes  a  établi  uniformément  la  possibilité  cons- 
tante d'une  telle  corrélation.  Outre  son  extrême  importance 
propre,  conmie  moyen  de  perfectionner  éminemment  la  science 
géométrique ,  ou  plutôt  de  la  constituer  dans  son  ensemble  sur 
des  bases  rationnelles,  Tétude  philosophique  de  cette  admirable 
conception  doit  avoir  à  nos  yeux  un  intérêt  d'autant  plus  élevé, 
qu'elle  caractérise  avec  une  parfaite  évidence  la  méthode  géné- 
rale à  employer  pour  organiser  les  relations  de  l'abstrait  au  con- 
cret en  mathématique,  par  la  représentation  analytique  des  phé- 
nomènes naturels.  Il  n'y  a  point,  dans  la  philosophie  mathé- 
matique, de  pensée  qui  mérite  davantage  de  fixer  toute  notre 
attention. 

Afin  de  parvenir  à  exprimer  par  de  simples  relations  analy- 
tiques tous  les  divers  phénomènes  géométriques  que  l'on  peut 
imaginer,  il  faut  évidemment  établir  d'abord  un  mode  général 
pour  représenter  analytiquement  les  sujets  mêmes  dans  lesquels 
ces  phénomènes  résident,  c'est-à-dire  les  lignes  ou  les  surfaces 
à  considérer.  Le  sujet  étant  ainsi  habituellement  envisagé  sous 
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un  point  de  vue  purement  analytique^  on  comprend  que  dès-lors 
il  a  été  possible  de  concevoir  de  la  même  manière  les  accidenu 
quelconques  dont  il  est  susceptible. 

Pour  organiser  la  représentation  des  formes  géométriques  par 
des  équations  analytiques^  on  doit  surmonter  préalablement  une 
difficulté  fondamentale,  celle  de  réduire  à  des  idées  simplement 
numériques  les  éléments  généraux  des  diverses  notions  géomé- 
triques ;  en  un  mot^  de  substituer,  en  géométrie ,  de  pures  con- 
sidérations de  quantité  à  toutes  les  considérations  de  qualité. 

A  cet  effet, observons  d'abord  que  toutes  les  idées  géomé- 
triques se  rapportent  nécessairement  à  ces  trois  catégories  uni- 
verselles :  la  grandeur,  la  forme  et  la  position  des  étendues  à 
considérer.  Quant  à  la  première,  il  n'y  a  évidemment  aucooe 
difficulté  ;  elle  rentre  Immédiatement  dans  les  idées  de  nombresi 
Pour  la  seconde ,  il  faut  remarquer  qu'elle  est  toujours  réduc- 
tible par  sa  nature  à  la  troisième.  Car  la  forme  d'un  corps  résulte 
évidemment  de  la  position  mutuelle  des  différents  points  dont 
il  est  composé ,  en  sorte  que  l'idée  de  position  comprend  néces* 
sairement  celle  de  forme,  et  que  toute  circonstance  de  forme 
peut  être  traduite  par  une  circonstance  de  position.  C'est  ainsi, 
en  effet,  que  l'esprit  humain  a  procédé  pour  parvenir  à  la  re- 
présentation analytique  des  formes  géométriques,  la  conception 
n'étant  directement  relative  qu'aux  positions.  Toute  la  difficulté 
élémentaire  se  réduit  donc  proprement  à  ramener  les  idées  quel- 
conques de  situation  à  des  idées  de  grandeur.  Telle  est  la  desti- 
nation immédiate  de  la  conception  préliminaire  sur  laquelle  Des- 
cartes a  établi  le  système  général  de  la  géométrie  analytique. 

Son  travail  philosophique  a  simplement  consisté,  sous  ce  rap- 
port, dans  l'entière  généralisation  d'un  procédé  élémentaire 
qu'on  peut  regarder  comme  naturel  à  l'esprit  humain,  puisqu'il 
se  forme  pour  ainsi  dire  spontanément  chez  toutes  les  intelli- 
gences, même  les  plus  vulgaires.  En  effet,  quand  il  s'agit  d'indi- 
quer  la  situation  d'un  objet  sans  le  montrer  immédiatement, le 
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moyen  que  nous  adoptons  toujours^  et  le  seul  évidemment  qui 
puisse  être  employé  ^  consiste  à  rapporter  cet  objet  à  d'autres 
qui  soient  connus 5  en  assignant  la  grandeur  des  éléments  géo- 
métriques quelconques ,  par  lesquels  on  le  conçoit  lié  à  ceux- 
ci  ^  Ces  éléments  constituent  ce  que  Descartes  ^  et  d'après  lui 
tous  les  géomètres  5  ont  appelé  les  coordonnées  de  chacpie  point 
considéré ,  qui  sont  nécessairement  au  nombre  de  deux  si  Ton 
sait  d'avance  dans  quel  plan  le  point  est  située  et  au  nombre  de 
trois 5  s'il  peut  se  trouver  indifféremment  dans  une  région  quel- 
conque de  l'espace.  Autant  de  constructions  différentes  on  peut 
imaginer  pour  déterminer  la  position  d*un  point ,  soit  sur  un 
plan,  soit  dans  l'espace,  autant  on  conçoit  de  systèmes  de  coor- 
données distincts,  qui  sont  susceptibles,  par  conséquent,  d'être 
multipliés  à  Tiniini.  Mais  quelque  soit  le  système  adopté,  on  aura 
toujours  ramené  les  idées  de  situation  à  de  simples  idées  de 
grandeur,  en  sorte  que  l'on  se  représentera  le  déplacement 
d'un  point  comme  produit  par  de  pures  variations  numériques 
dans  les  valeurs  de  ses  coordonnées.  Pour  ne  considérer  d'abord 
que  le  cas  le  moins  compliqué ,  celui  de  la  géométrie  plane , 
c'est  ainsi  qu'on  détermine  le  plus  souvent  la  position  d'un  point 
sur  un  plan ,  par  ses  distances  plus  ou  moins  grandes  à  deux 
droites  fixes  supposées  connues  qu'on  nomme  axes^ei  qu'on 
suppose  ordinairement  perpendiculaires  entre  elles.  Ce  système 
est  le  plus  adopté,  à  cause  de  sa  simplicité;  mais  les  géomètres 
en  emploient  quelquefois  encore  une  infinité  d'autres.  Ainsi,  la 
position  d'un  point  sur  un  plan  peut  être  déterminée  par  ses 
distances  à  deux  points  fixes;  ou  par  sa  distance  à  un  seul  point 
fixe,  et  la  direction  de  cette  distance,  estimée  par  l'angle  plus 
ou  moins  grand  qu'elle  fait  avec  une  droite  fixe^  ce  qui  constitue 
le  système  des  coordonnées  dites  polaires ,  le  plus  usité  après 

*■  C*est  ainsi,  par  exemple,  que  nous  déterminons  babituellemenl  la  position 
des  lieux  sur  la  terre  par  leurs  distances  plus  ou  moins  grandes  à  Téquateur  et 
à  un  premier  méridien. 
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celui  dont  nous  avons  parlé  d'abord;  ou  par  les  angles  que  for- 
ment les  droites  allant  du  point  variable  à  deux  points  fiies 
avec  la  droite  qui  joint  ces  derniers;  ou  par  les  distances  de 
ce  point  à  une  droite  fixe  et  à  un  point  fixe  »  etc.  En  un  mot,  il 
n'y  a  pas  de  figure  géométrique  quelconque  d'où  Ton  ne  puisse 
déduire  un  certain  système  de  coordonnées,  plus  ou  moins  sus- 
ceptible d'être  employé. 

Une  observation  générale  qu'il  importe  de  faire  à  cet  égard, 
c'est  que  tout  système  de  coordonnées  revient  à  déterminer  m 
point,  dans  la  géométrie  plane,  par  l'intersection  de  deux  lignes, 
dont  chacune  est  assujettie  à  certaines  conditions  fixes  dedét^- 
mination;  une  seule  de  ces  conditions  restant  variable,  et  tantôt 
l'une ,  tantôt  une  autre,  selon  le  système  considéré.  On  ne  sau- 
rait, en  effet,  concevoir  d'autre  moyen  de  construire  un  point 
que  de  le  marquer  par  la  rencontre  de  deux  lignes  quelconques 
Ainsi,  dans  le  système  le  plus  fréquent,  celui  des  coordmnées 
rectilignes  proprement  dites,  le  point  est  déterminé  par  Tinter-* 
section  de  deux  droites,  dont  chacune  reste  constamment  pa- 
rallèle à  un  axe  fixe,  en  s'en  éloignant  plus  ou  moins;  dans  le 
système  polaire^  c'est  la  rencontre  d'un  cercle  de  rayon  variable 
et  dont  le  centre  est  fixe ,  avec  une  droite  mobile  assujettie  à 
tourner  autour  de  ce  centre,  qui  marque  la  position  du  point; 
en  choisissant  d'autres  systèmes,  le  point  pourrait  être  désigné 
par  l'intersection  de  deux  cercles,  ou  de  deux  autres  lignes  quel- 
conques, etc.  En  un  mot,  assigner  la  valeur  d'une  des  coordon- 
nées d'un  point  dans  quelque  système  que  ce  puisse  être, c'est 
toujours  nécessairement  déterminer  une  certaine  ligne  sur  la- 
quelle ce  point  doit  être  situé.  Les  géomètres  de  l'antiquité 
avaient  déjà  fait  cette  remarque  essentielle ,  qui  servait  de  base 
à  leur  méthode  des  lieux  géométriques  ^  dont  ils  faisaient  un  si 
heureux  usage  pour  diriger  leurs  recherches  dans  la  résolution 
des  problèmes  de  géométrie  déterminés^  en  appréciant  isolément 
rjnfiuence  de  chacune  des  deux  conditions  par  lesquelles  était 
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défini  chaque  point  constituant  Fobjet,  direct  on  indirect,  de  la 
question  proposée  :  c'est  précisément  cette  méttiode  dont  la 
systématisation  générale  a  été  pour  Descartes  le  motif  immédiat 
des  travaux  qui  Font  conduit  à  fonder  la  géométrie  analytique. 

Après  avoir  nettement  établi  cette  conception  préliminaire, 
en  vertu  de  laquelle  les  idées  de  position ,  et ,  par  suite  implici- 
tement, toutes  les  notions  géométriques  élémentaires ,  sont  ré- 
ductibles à  de  simples  considérations  numériques ,  il  est  aisé  de 
concevoir  directement, dans  son  entière  généralité,  la  grande 
idée-mère  de  Descartes ,  relative  à  la  représentation  analytique 
des  formes  géométriques,  ce  qui  constitue  Tobjet  propre  de 
cette  leçon.  Je  continuerai  à  ne  considérer  d'abord ,  pour  plus 
de  facilité,  que  la  géométrie  à  deux  dimensions,  la  seule  que 
Descartes  ait  traitée ,  devant  ensuite  examiner  séparément  sous 
le  môme  point  de  vue  ce  qui  est  propre  à  la  théorie  des  sur- 
faces ou  des  courbes  à  double  courbure. 

D'après  la  manière  d'exprimer  analytiquement  la  position  d'un 
point  sur  un  plaq^  on  peut  aisément  établir  que, par  quelque 
propriété  qu'une  ligne  quelconque  puisse  être  définie,  cette  dé- 
finition est  toujours  susceptible  d'être  remplacée  par  une  équa- 
tion correspondante  entre  les  deux  coordonnées  variables  du 
point  qui  décrit  cette  ligne,  équation  qui  sera  dès-lors  la  repré- 
sentation analytique  de  la  ligne  proposée,  dont  tout  phénomène 
devra  se  traduire  par  une  certaine  modification  algébrique  de 
son  équation.  Si  l'on  suppose,  en  effet,  qu'un  pohit  se  meuve 
sur  un  plan  sans  que  son  cours  soit  déterminé  en  aucune  ma- 
nière, on  devra  évidemment  regarder  ses  deux  coordonnées, 
dans  quelque  système  que  ce  soit,  comme  deux  variables  entiè- 
rement indépendantes  l'une  de  l'autre.  Mais,  si  au  contraire  ce 
pohit  est  assujetti  à  décrire  une  certaine  ligne  quelconque ,  il 
faudra  nécessairement  concevoir  que  ses  coordonnées  conser- 
vent entre  elles,  dans  toutes  les  positions  qu'il  peut  prendre, 
une  certaine  relation  permanente  et  précise, susceptible^ par 
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conséquent^  d'être  exprimée  par  une  équation  convenable  ^  qui 
deviendra  la  définition  analytique  très-nette  et  très-rigoureuse 
de  la  ligne  considérée^  puisqu'elle  exprimera  une  propriété  al- 
gébrique exclusivement  relative  aux  coordonnées  de  tous  les 
points  de  cette  ligne.  Il  est  clair^  en  effets  que  lorsqu'un  point 
n'est  soumis  à  aucune  condition^  sa  situation  n'est  déterminée 
qu'autant  qu'on  donne  à  la  fois  ses  deux  coordonnées ,  distinc- 
tement l'une  de  l'autre  ;  tandis  que  quand  le  point  doit  se  trouver 
sur  une  ligne  définie^  une  seule  coordonnée  suffit  pour  fixer  en- 
tièrement sa  position.  La  seconde  coordonnée  est  donc  alors 
une  fonction  déterminée  de  la  première,  ou,  en  d'autres  termes, 
il  doit  exister  entre  elles  une  certaine  ^'^Matton,  d'une  nature 
correspondante  à  celle  de  la  ligne  sur  laquelle  le  point  est  assu- 
jetti à  rester.  En  un  mot,  chacune  des  coordonnées  d'un  point 
l'obligeant  à  être  situé  sur  une  certaine  ligne ,  on  conçoit  réci- 
proquement que  la  condition,  de  la  part  d'un  point,  de  devoir 
appartenir  à  une  ligne  définie  d'une  manière  quelconque,  équi- 
vaut à  assigner  la  valeur  de  Tune  des  deux  coordonuées,  qui  se 
trouve,  dans  ce  cas,  être  entièrement  dépendante  de  l'autre.  La 
relation  analytique  qui  exprime  cette  dépendance  peut  être 
plus  ou  moins  difficile  à  découvrir  ;  mais  on  doit  évidemment  en 
concevoir  toujours  l'existence,  même  dans  les  cas  où  nos  moyens 
actuels  seraient  insuffisants  pour  la  faire  connaître.  C'est  par 
cette  simple  considération  que ,  indépendamment  des  vérifica- 
tions particulières  sur  lesquelles  est  ordinairement  établie  cetle 
conception  fondamentale  à  l'occasion  de  telle  ou  telle  définition 
de  ligne ,  on  peut  démontrer,  d'une  manière  entièrement  géné- 
rale, la  nécessité  de  la  représentation  analytique  des  lignes  par 
les  équations. 

En  reprenant  en  sens  inverse  les  mêmes  réflexions ,  on  met- 
trait aussi  facilement  en  évidence  la  nécessité  géométrique  de  la 
représentation  de  toute  équation  à  deux  variables,  dans  un  sys- 
tème déterminé  de  coordonnées ,  par  une  certaine  ligne,  dont 
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une  telle  relation  serait,  à  défaut  d'aucune  autre  propriété 
connue  9  une  définition  très-caractéristique ,  et  qui  aura  pour 
destination  scientifique  de  fixer  immédiatement  l'attention  sur  la 
marche  générale  des  solutions  de  Téquatlon ,  qui  se  trouvera 
idnsi  notée  de  la  manière  la  plus  sensible  et  la  plus  simple. 
Cette  peinture  des  équations  est  un  des  avantages  fondamen- 
taux les  plus  importants  de  la  géométrie  analytique ,  qui  a  par 
là  réagi  au  plus  haut  degré  sur  le  perfectionnement  général  de 
l'analyse  elle-même^  non-seulement  en  assignant  aux  recherches 
purement  abstraites  un  but  nettement  détermhié  et  une  carrière 
inépuisable 9  mais^  sous  un  rapport  encore  plus  direct,  en  four- 
nissant un  nouveau  moyen  philosophique  de  méditation  analy- 
tique ^  qui  ne  pourrait  être  remplacé  par  aucun  autre.  En  effet, 
la  discussion  purement  algébrique  d'une  équation  en  fait  sans 
doute  connaître  les  solutions  de  la  manière  la  plus  précise,  mais 
en  les  considérant  seulement  une  à  une ,  de  telle  sorte  que ,  par 
cette  voie ,  leur  marche  générale  ne  saurait  être  conçue  qu'en 
résultat  définitif  d'une  longue  et  pénible  suite  de  comparaisons 
numériques,  après  laquelle  l'activité  intellectuelle  doit  ordi- 
nairement se  trouver  émoussée.  Au  contraire ,  le  lieu  géomé- 
trique de  Téquation  étant  uniquement  destiné  à  représenter  dis- 
tinctement et  avec  une  netteté  parfaite  le  résumé  de  cet  en- 
semble de  comparaisons ,  permet  de  le  considérer  directement 
en  faisant  complètement  abstraction  des  détails  qui  l'ont  fourni, 
et  par  là  peut  indiquer  à  notre  esprit  des  vues  analytiques  gé- 
nérales, auxquelles  nous  serions  difficilement  parvenus  de  toute 
autre  manière,  faute  d'un  moyen  de  caractériser  clairement  leur 
objet.  U  est  évident,  par  exemple,  que  la  simple  îhspection  de 
la  courbe  logarithmique  ou  de  la  courbe  y=sin  x  fait  connaître 
d'une  manière  bien  plus  distincte  le  mode  général  de  variations 
des  logarithmes  par  rapport  aux  nombres  ou  des  sinus  par  rap- 
port aux  arcs,  que  ne  pourrait  le  permettre  l'étude  la  plus  at- 
tentive d'une  table  de  logarithmes  ou  d'une  table  trigonomé- 
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trique.  On  sait  que  ce  procédé  est  devenu  aujourd'hui  entière- 
ment élémentaire  y  et  qu'on  l'emploie  toutes  les  fois  qu'il  s'agit 
de  saisir  nettement  le  caractère  général  de  la  loi  qui  règne  dans 
une  suite  d'observations  précises  d'un  genre  quelconque. 

Revenant  à  la  représentation  des  lignes  par  les  équations^  qui 
est  notre  objet  principal  »  nous  voyons  que  cette  représentation 
est 5  par  sa  nature,  tellement  fidèle ,  que  la  ligne  ne  saurait 
éprouver  aucune  modification,  quelque  légère  qu'elle  soit, sans 
déterminer  dans  Féquation  un  changement  correspondant  Cette 
complète  exactitude  donne  même  lieu  souvent  à  des  difficultés 
spéciales,  en  ce  que,  dans  notre  système  de  géométrie  analy- 
tique ,  les  simples  déplacements  des  lignes  se  faisant  aussi  bien 
ressentir  dans  les  équations  que  les  variations  réelles  de  gran- 
deur ou  de  forme,  on  pourrait  être  exposé  à  confondre  analy- 
tiquement  les  uns  avec  les  autres,  si  les  géomètres  n'avaient  pas 
découvert  une  méthode  ingénieuse  expressément  destinée  à  les 
distinguer  constamment.  Cette  méthode  est  fondée  sur  ce  qae, 
bien  qu'il  soit  impossible  de  changer  analytiquement  à  volonté 
la  position  d'une  ligne  par  rapport  aux  axes  des  coordonnées, 
on  peut  changer  d'une  manière  quelconque  la  situation  des  axes 
eux-mêmes,  ce  qui  est  évidemment  équivalent  ;  dès-lors,  à  l'aide 
des  formules  générales  très-simples  par  lesquelles  on  opère 
cette  transformation  d'axes,  il  devient  aisé  de  reconnaître  si 
deux  équations  différentes  ne  sont  que  l'expression  analytique 
d'une  même  ligne  diversement  située ,  ou  se  rapportent  à  des 
lieux  géométriques  vraiment  distincts,  puisque ,  dans  le  premier 
cas,  l'une  d'elles  doit  rentrer  dans  l'autre  en  changeant  conve- 
nablement les  axes  ou  les  autres  constantes  du  système  de  co- 
ordonnées considéré.  Du  reste ,  il  faut  remarquer  à  ce  sujet  que 
les  inconvénients  généraux  de  cette  nature  paraissent,  en  géo- 
métrie analytique,  devoir  être  strictement  inévitables;  puisque 
les  idées  de  position  étant,  comme  nous  l'avons  vu,  les  seules 
idées  géométriques  immédiatement  réductibles  à  des  considé- 
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rations  numériques^  et  les  notions  de  formes  ne  pouvant  y  être 
ramenées  qu'en  voyant  en  elles  des  rapports  de  situation,  il  est 
impossible  que  l'analyse  ne  confonde  point  d'abord  les  phéno- 
mènes de  forme  avec  de  simples  phénomènes  de  position ,  les 
seuls  que  les  équations  expriment  directement. 

Pour  compléter  l'explication  philosophique  de  la  conception 
fondamentale  qui  sert  de  base  à  la  géométrie  analytique ,  je 
crois  devoir  indiquer  ici  une  nouvelle  considération  générale , 
qui  me  semble  particulièrement  propre  à  mettre  dans  tout  son 
jour  cette  représentation  nécessaire  des  lignes  par  des  équa- 
tions à  deux  variables.  Elle  consiste  en  ce  que  non-seulement , 
ainsi  que  nous  l'avons  établi,  toute  ligne  définie  doit  nécessai- 
rement donner  lieu  à  une  certaine  équation  entre  les  deux  co- 
ordonnées de  l'un  quelconque  de  ses  points  ;  mais,  de  plus,  toute 
définition  de  ligne  peut  être  envisagée  comme  étant  déjà  elle- 
même  une  équation  de  cette  ligne  dans  un  système  de  coor- 
données convenable. 

n  est  aisé  d'établir  ce  principe,  en  faisant  d'abord  une  dis- 
tinction logique  préliminaire  relativement  aux  diverses  sortes 
de  définition.  La  condition  rigoureusement  indispensable  de 
toute  définition,  c'est  de  distinguer  l'objet  défini  d'avec  tout 
autre ,  en  assignant  une  propriété  qui  lui  appartienne  exclusive- 
ment Mais  ce  but  peut  être  atteint,  en  général^  de  deux  manières 
très-différentes  :  ou  par  une  définition  simplement  caractéris- 
tique y  c*esi'k-ûirQy\ïïûiqii2iïïi  une  propriété  qui  ^quoique  vrai- 
ment exclusive^  ne  fait  pas  connaître  la  génération  de  l'objet; 
ou  par  une  définition  réellement  explicative,  c'est-à-dire,  carac 
térisant  l'objet  par  une  propriété  qui  exprime  un  de  ses  modes 
de  génération.  Par  exemple  y  en  considérant  le  cercle  «comme 
la  ligne  qui  ^  sous  le  même  contour^  renferme  la  plus  grande 
aire  ^  on  a  évidemment  une  définition  du  premier  genre  ;  tandis 
qu'en  choisissant  la  propriété  d'avoir  tousses  points  à  égale  dis 
tance  d'un  point  fixe ,  ou  toute  autre  semblable ,  on  a  une  dé- 
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finition  du  second  genre.  Il  est  ^  du  reste ^  évident^  en  thèse  gé- 
nérale j  que  quand  même  un  objet  quelconque  ne  serait  d'abord 
connu  que  par  une  à.é£m\i\on  caractéristique ^ovk  ne  devrait  pas 
moins  Tenvisager  comme  susceptible  de  définitions  explica- 
tives ,  que  ferait  nécessairement  découvrir  l'étude  ultérieure  de 
cet  objet 

Cela  posé  9  il  est  clair  que  ce  n'est  point  aux  définitions  sim- 
plement caractéristiques  que  peut  s'appliquer  rol)ser?ation  gé- 
nérale annoncée  ci-dessus  ^  qui  représente  toute  définition  de 
ligne  comme  étant  nécessairement  une  équation  de  cette  ligne 
dans  un  certain  système  de  coordonnées.  On  ne  peut  l'entendre 
que  des  définitions  vraiment  explicatives.  Mais  ^  en  ne  considé- 
rant que  celle-ci,  le  principe  est  aisé  à  constater.  En  effet,  il  est 
évidemment  impossible  de  définir  la  génération  d'une  ligne, 
sans  spécifier  une  certaine  relation  entre  les  deux  mouvements 
simples,  de  translation  ou  de  rotation,  dans  lesquels  se  décompo- 
sera à  chaque  instant  le  mouvement  du  point  qui  la  décrit  Or, 
en  se  formant  la  notion  la  plus  générale  de  ce  que  c'est  qu'on 
système  de  coordonnées,  et  admettant  tous  les  systèmes  possibles, 
il  est  clair  qu'une  telle  relation  ne  sera  autre  chose  que  Véquatim 
de  la  ligne  proposée ,  dans  un  système  de  coordonnées  d'une  na- 
ture correspondante  à  celle  du  mode  de  génération  considéré. 
Ainsi ,  par  exemple ,  la  définition  vulgaire  du  cercle  peut  évi- 
demment être  envisagée  comme  étant  immédiatement  Vèquatùm 
polaire  ^Q  cette  courbe,  en  prenant  pour  pôle  le  centre  du  cercle; 
de  même,  la  définition  élémentaire  de  l'ellipse  ou  de  l'hyperbole, 
comme  étant  la  courbe  engendrée  par  un  point  qui  se  meut  de 
telle  manière  que  la  somme  ou  la  différence  de  ses  distances  à 
deux  points  fixes  demeure  constante,  donne  sur-le-champ>  pour 
Tune  ou  l'autre  courbe ,  l'équation  y-f-a?=c ,  en  prenant  pour 
système  de  coordonnées  celui  dans  lequel  on  déterminerait  la 
position  d'un  point  par  ses  distances  à  deux  points  fixes,  et 
choisissant  pour  ces  pôles  les  deux  foyers  donnés;  pareillement 
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encore 5  la  définition  ordinaire  de  la  cyclolde  quelconque  four- 
nirait directement^  pour  cette  courbe^  l'équation  y==imx,en 
adoptant  comme  coordonnées  de  chaque  point  l'arc  plus  ou 
moins  gn^and  qu'il  marque  sur  un  cercle  de  rayon  invariable  à 
partir  du  point  de  contact  de  ce  cercle  avec  une  droite  fixe^  et 
la  distance  rectiligne  de  ce  point  de  contact  à  une  certaine  ori- 
gine prise  sur  cette  droite.  On  peut  faire  des  vérifications  ana- 
logues et  aussi  faciles  relativement  aux  définitions  habituelles 
des  spirales^  des  épicycloldes,  etc.  On  trouvera  constanmient 
qu'il  existe  un  certain  système  de  coordonnées  ^  dans  lequel  on 
obtient  immédiatement  une  équation  très-simple  de  la  ligne 
proposée ,  en  se  bornant  à  écrire  algébriquement  la  condition 
imposée  par  le  mode  de  génération  que  l'on  considère. 

Outre  son  importance  directe,  comme  moyen  de  rendre  par- 
faitement sensible  la  représentation  nécessaire  de  toute  ligne 
par  une  équation  ^  la  considération  précédente  me  parait  pou- 
voir ofiTrir  une  véritable  utilité  scientifique,  en  caractérisant  avec 
exactitude  la  principale  difficulté  générale  qu'on  rencontre  dans 
l'établissement  effectif  de  ces  équations,  et,  par  conséquent,  en 
fournissant  une  indication  intéressante  relativement  à  la  marche 
à  suivre  dans  les  recherches  de  ce  genre,  qui,  par  leur  nature, 
ne  sauraient  comporter  des  règles  complètes  et  invariables.  En 
effet,  si  une  définition  quelconque  de  ligne ,  du  moins  parmi 
celles  qui  indiquent  un  mode  de  génération,  fournit  directement 
l'équation  de  cette  ligne  dans  un  certain  système  de  coordon- 
nées, ou  pour  mieux  dire  constitue  par  elle-même  cette  équa- 
tion, il  s'ensuit  que  la  difficulté  qu'on  éprouve  souvent  à  décou- 
vrir l'équation  d'une  courbe,  d'après  telle  ou  telle  de  ses  pro- 
priétés caractéristiques,  difficulté  qui  quelquefois  est  très-grande, 
ne  doit  provenir  essentiellement  que  de  la  condition  qu'on  s'im- 
pose ordinairement  d'exprimer  analytiquement  cette  courbe  à 
l'aide  d'un  système  de  coordonnées  désigné,  au  lieu  d'admettre 
indifféremment  tous  les  systèmes  possibles.  Ces  divers  systèmes 
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ne  peavent  pas  être  regardés,  en  géométrie  analytique, comme 
étant  tous  également  convenables  ;  pour  différents  motifs ,  dont 
les  plus  importants  vont  être  discutés  ci-dessous ,  les  géomètres 
croient  devoir  presque  toujours  rapporter,  autant  que  possiUe, 
les  courbes  à  des  coordonnées  rectilignes  proprement  diteSi  Or, 
on  conçoit,  d'après  ce  qui  précède,  que  souvent  ces  coordon- 
nées uniques  ne  seront  pas  celles  relativement  auxquelles  Fé- 
quation  de  la  courbe  se  trouverait  immédiatement  établie  par 
la  définition  proposée.  La  principale  difficulté  que  présente  la 
formation  de  Téquation  d'une  ligne  consiste  donc  réellement, 
en  général,  dans  une  certaine  transformation  de  coordonnéesi 
Sans  doute,  cette  considération  n'assujettit  point  rétablissement 
de  ces  équations  à  une  véritable  méthode  générale  complète, 
dont  le  succès  soit  toujours  assuré  nécessairement,  ce  qui,  par 
la  nature  même  du  sujet,  est  évidemment  chimérique;  mais  ime 
telle  vue  peut  nous  éclairer  utilement  à  cet  égard  sur  la  marche 
qu'il  convient  d'adopter  pour  parvenir  au  but  proposé.  Aiosi, 
après  avoir  d'abord  formé  l'équation  préparatoire  qui  dérire 
spontanément  de  la  définition  que  l'on  considère,  il  fandn, 
pour  obtenir  l'équation  relative  au  système  de  coordonnées 
qui  doit  être  admis  définitivement,  chercher  à  exprimer  en  fonc- 
tion de  ces  dernières  coordonnées  celles  qui  correspondent  na- 
turellement au  mode  de  génération  dont  il  s'agit.  C'est  sur  ce 
dernier  travail  qu'il  est  évidemment  impossible  de  donner  des 
préceptes  invariables  et  précis.  On  peut  dire  seulement  qu'on 
aura  d'autant  plus  de  ressources  à  cet  égard,  qu'on  saura  da- 
vantage de  véritable  géométrie  analytique,  c'est-à-dire,  qu'on 
connaîtra  l'expression  algébrique  d'un  plus  grand  nombre  de 
phénomènes  géométriques  différents. 

Pour  compléter  l'exposition  philosophique  de  la  conception 
qui  sert  de  base  à  la  géométrie  analytique ,  il  me  reste  à  indi- 
quer les  considérations  relatives  au  choix  du  système  de  coor- 
données qui  est,  en  général,  le  plus  convenable,  ce  qui  four- 
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Dira  l'explication  rationnelle  de  la  préférence  unanimement  ac- 
cordée au  système  rectiligne  ordinaire ,  préférence  qui  a  été 
plutôt  jusqu'ici  l'effet  d'un  sentiment  empirique  de  la  supériorité 
de  ce  système ,  que  le  résultat  exact  d'une  analyse  directe  et 
approfondie. 

Afin  de  décider  nettement  entre  tous  les  divers  systèmes  de 
coordonnées^  il  est  indispensable  de  distinguer  avec  soin  les 
deux  points  de  vue  généraux ,  inverses  l'un  de  l'autre,  propres 
à  la  géométrie  analytique ,  savoir  :  la  relation  de  l'algèbre  à  la 
géométrie ,  fondée  sur  la  représentation  des  lignes  par  les  équa- 
tions; et  réciproquement  la  relation  de  la  géométrie  à  l'algèbre 
fondée  sur  la  peinture  des  équations  par  les  lignes. 

n  est  évident  qae,  dans  toute  recherche  quelconque  de  géo- 
métrie générale,  ces  deux  points  de  vue  fondamentaux  se  trou- 
vent nécessairement  combinés  sans  cesse ,  puisqu'il  s'agit  tou- 
jours de  passer  alternativement,  et  à  des  intervalles  pour  ainsi 
dire  insensible,  des  considérations  géométriques  aux  considéra- 
tions analytiques,  et  des  considérations  analytiques  aux  consi- 
dérations géométriques.  Mais  la  nécessité  de  les  séparer  ici 
momentanément  n'en  est  pas  moins  réelle  ;  car  la  réponse  à  la 
question  de  méthode  que  nous  examinons  est,  en  effet,  comme 
nous  allons  le  voir^  fort  loin  de  pouvoir  être  la  même  sous  l'un 
et  sous  l'autre  de  ces  deux  rapports,  en  sorte  que  sans  cette 
distinction  on  ne  saurait  s'en  former  aucune  idée  nette. 

Sous  le  premier  point  de  vue,  rigoureusement  isolé,  le  seul 
motif  qui  puisse  faire  préférer  un  système  de  coordonnées  à  un 
autre,  ne  peut  être  que  la  plus  grande  simplicité  de  l'équation 
de  chaque  ligne,  et  la  facilité  plus  grande  d'y  parvenir.  Or,  il 
est  aisé  de  voir  qu'il  n'existe  et  ne  doit  exister  aucun  système 
de  coordonnées  méritant  à  cet  égard  une  préférence  constante 
sur  tous  les  autres.  En  effet ,  nous  avons  remarqué  ci-dessus 
que,  pour  chaque  définition  géométrique  proposée,  on  peut 
concevoir  un  système  de  coordonnées  dans  lequel  l'équation  de 


308  PHILOSOPHIE  POSITIVE. 

la  ligne  s'obtient  immédiatement  et  se  trouve  nécessairement 
être  en  même  temps  fort  simple  :  de  plus ,  ce  système  varie  iné- 
vitablement avec  la  nature  de  la  propriété  caractéristique  que 
Ton  considère.  Ainsi,  le  système  rectiligne  ne  saurait  être,  en  ce 
sens  9  constamment  le  plus  avantageux  ^  quoiqu'il  soit  souvent 
très-favorable  ;  il  n'en  est  probablement  pas  un  seul  qui»  dans 
certains  cas  particuliers^  ne  doive  à  cet  égard  lui  être  préféré ^ 
aussi  bien  qu'à  tout  autre  système. 

Il  n'en  est>  au  contraire ,  nullement  de  même  sous  le  second 
point  de  vue.  On  peut,  en  effet,  facilement  établir^  en  thèse  gé- 
nérale ,  que  le  système  rectiligne  ordinaire  doit  s'adapter  néces- 
sairement mieux  que  tout  autre  à  la  peinture  des  équations  par 
les  lieux  géométriques  correspondants ,  c'est-à-dire  que  cette 
peinture  y  est  constamment  plus  simple  et  plus  fidèle. 

Considérons,  pour  cela,  que,  tout  système  de  coordonnées 
consistant  à  déterminer  un  point  par  l'intersection  de  deux  li- 
gnes ,  le  système  propre  à  fournir  les  lieux  géométriques  les  plus 
convenables  doit  être  celui  dans  lequel  ces  deux  lignes  sont  les 
plus  simples  possibles ,  ce  qui  restreint  d'abord  le  choix  à  ne 
pouvoir  porter  que  sur  des  systèmes  rectilignes.  A  la  vérité,  il  y 
a  évidemment  une  infinité  de  systèmes  qui  méritent  ce  nom, 
c'est-à-dire  qui  n'emploient  que  des  lignes  droites  pour  déter- 
miner les  points,  outre  le  système  ordinaire  qui  assigne  poor 
coordonnées  les  distances  à  deux  droites  fixes;  tel  serait^  par 
exemple ,  celui  dans  lequel  les  coordonnées  de  chaque  point  se 
trouveraient  être  les  deux  angles  que  font  les  droites  qui  abou- 
tissent de  ce  point  à  deux  points  fixes  avec  la  droite  de  jonction 
de  ces  derniers;  en  sorte  que  cette  première  considération  n'est 
pas  rigoureusement  sufiisante  pour  expliquer  la  préférence  ac- 
cordée unanimement  au  système  ordinaire.  Mais^  en  exammant 
d'une  manière  plus  approfondie  la  nature  de  tout  système  de 
coordonnées^  nous  avons  reconnu ,  en  outre ^  que  chacune  des 
deux  lignes  dont  la  rencontre  détermine  le  point  considéré,  doit 
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nécessairement  offrir  à  chaque  instant^  parmi  ses  diverses  con* 
ditions  quelconques  de  détermination  ^  une  seule  condition  va- 
riable ,  qui  donne  lieu  à  l'ordonnée  correspondante  y  et  toutes 
les  autres  fixes,  qui  constituent  les  axes  du  système ,  en  prenant 
ce  terme  dans  son  acception  mathématique  la  plus  étendue  :  la 
variation  est  indispensable  pour  que  toutes  les  positions  puis* 
sent  être  considérées,  et  la  fixité  ne  Test  pas  moins  pour  qu'il 
existe  des  moyens  de  comparaison.  Ainsi,  dans  tous  les  systèmes 
rectilignes ,  chacune  des  deux  droites  sera  assujettie  à  une  con- 
dition fixe^  et  l'ordonnée  résultera  de  la  condition  variable. 
Sous  ce  rapport,  il  est  évident ,  en  thèse  générale,  que  le  sys- 
tème  le  plus  favorable  à  la  construction  des  lieux  géométriques, 
sera  nécessairement  celui  d'après  lequel  la  condition  variable 
de  chaque  droite  sera  la  plus  simple  possible ,  sauf  à  compli- 
quer pour  cela,  s'il  le  faut,  la  condition  fixe.  Or,  de  toutes  les 
manières  possibles  de  déterminer  deux  droites  mobiles,  la  plus 
aisée  à  suivre  géométriquement  est  certainement  celle  dans  la- 
quelle, la  direction  de  chaque  droite  restant  invariable,  elle  ne 
Mt  que  se  rapprocher  ou  s'éloigner  plus  ou  moins  d'un  axe 
constant.  Il  serait ,  par  exemple ,  évidemment  plus  difficile  de  se 
figurer  nettement  le  déplacement  d'un  point  produit  par  l'inter- 
section de  deux  droites,  qui  tourneraient  chacune  autour  d'un 
point  fixe  en  faisant  avec  un  certain  axe  un  angle  plus  ou  moins 
grand ,  comme  dans  le  système  de  coordonnées  précédemment 
indiqué.  Telle  est  la  véritable  explication  générale  de  la  pro- 
priété fondamentale  que  présente ,  par  sa  nature ,  le  syst^e 
rectiligne  ordinaire ,  d'être  plus  apte  qu'aucun  autre  à  la  repré- 
sentation géométrique  des  équations,  comme  étant  celui  dans 
lequel  il  est  le  plus  aisé  de  concevoir  le  déplacement  d'un  point 
en  résultat  du  changement  de  valeur  de  ses  coordonoées.  Pour 
sentir  nettement  toute  la  force  de  cette  considération,  il  suffi- 
rait, par  exemple,  de  comparer  soigneiSement  ce  système  avec 
le  système  polaire ,  dans  lequel  cette  image  géométrique  si 
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simple  et  si  aisée  à  suivre ,  de  deux  droites  se  mouvant  chaGone 
parallèlement  à  l'axe  correspondant  ^  se  trouve  remplacée  par 
le  tableau  compliqué  d'une  série  infinie  de  cercles  concentri- 
ques coupés  par  une  droite  assujettie  à  tourner  autour  d'un  point 
fixe.  Il  est  d'ailleurs  facile  de  concevoir  à  priori  quelle  doit  être, 
pour  la  géométrie  analytique,  l'extrême  importance  d'une  pro- 
priété  aussi  profondément  élémentaire ,  qui ,  par  cette  raison, 
doit  se  reproduire  à  chaque  instant  et  prendre  une  valeur  pro- 
gressivement croissante  dans  tous  les  travaux  quelconques  de 
cette  nature  *. 

En  précisant  davantage  la  considération  qui  démontre  la  su- 
périorité  du  système  de  coordonnées  ordinaire  sur  tout  autre 
quant  à  la  peinture  des  équations,  on  peut  même  se  rendre 
compte  de  l'utilité  que  présente  sous  ce  rapport  l'usage  habi- 
tuel de  prendre  autant  que  possible  les  deux  axes  perpendicu- 
laires entre  eux  plutôt  qu'avec  aucune  autre  inclinaison.  Sous 
le  rapport  de  la  représentation  des  lignes  par  les  équations, 
celte  circonstance  secondaire  n'est  pas  plus  universellement  con- 
venable que  nous  n'avons  vu  l'être  la  nature  même  du  système; 
puisque ,  suivant  les  occasions,  toute  autre  inclinaison  des  axes 
peut  mériter  à  cet  égard  la  préférence.  Mais,  sous  le  pohit  de 
vue  inverse ,  il  est  aisé  de  voir  que  des  axes  rectangulahres  per- 
mettent constamment  de  peindre  les  équations  d'une  manière 
plus  simple  et  même  plus  fidèle.  Car,  avec  des  axes  obliques, 
l'espace  se  trouvant  partagé  par  eux  en  régions  dont  l'identité 


*  Devant  me  borner  ici  à  la  comparaison  la  plus  générale,  je  n*ai  point  considéré 
plusieurs  autres  inconvénients  élémentaires  de  moindre  importance,  mais  ce- 
pendant fort  graves,  que  présente  le  système  de  coordonnées  polaires,  comme 
de  ne  point  admettre  d^interprélation  géométrique  pour  le  signe  du  rayon  rec- 
teur, et  même  d^assigner  quelquefois  un  point  unique  pour  diverses  solalluos 
distinctes,  d'où  il  résulte  que  la  peinture  des  équations  y  est  nécessairement  im- 
parfuiie.  Quels  que  soient  ces  inconvénients ,  comme  plusieurs  systèmes  antres 
que  le  système  rectiligne  ordinaire  pourraient  aussi  en  être  exempt»,  il  ne  flillait 
point  en  tenir  compte  pour  établir  la  supériorité  générale  de  ce  dernier. 
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n'est  plus  parfaite^  11  en  résulte  que,  sk  le  lieu  géométrique  de 
l'équation  s'étend  à  la  fois  dans  toutes  ces  régions,  il  y  présen- 
tera, à  raison  de  la  seule  inégaUté  des  angles,  des  différences 
de  figure  qui,  ne  correspondant  à  aucune  diversité  analytique, 
altéreront  nécessairement  l'exactitude  rigoureuse  du  tableau, 
en  se  mêlant  aux  résultats  propres  des  comparaisons  algébri- 
ques. Par  exemple ,  une  équation  comme  a;'"-f-y°'  =  c,qui, 
par  sa  symétrie  parfaite,  devrait  donner  évidemment  une 
courbe  composée  de  quatre  quarts  identiques^  sera  représentée, 
au  contraire,  en  prenant  des  axes  non-rectangulaires,  par  un 
lieu  géométrique  dont  les  quatre  parties  seront  inégales.  On  voit 
que  le  seul  moyen  d'éviter  toute  disconvenance  de  ce  genre  est 
de  supposer  droit  l'angle  des  deux  axes. 

La  discussion  précédente  établit  clairement  que,  si,  sous  l'un 
des  deux  points  de  vue  fondamentaux  continuellement  combi- 
nés en  géométrie  analytique,  le  système  des  coordonnés  rectili- 
gnes  proprement  dit  n'a  aucune  supériorité  constante  sur  tout 
autre;  comme  il  n'est  pas  non  plus  à  cet  égard  constamment 
inférieur,  sa  plus  grande  aptitude  nécessaire  et  absolue  à  la 
peinture  des  équations  doit  lui  faire  généralement  accorder  la 
préférence,  quoiqu'il  puisse  évidemment  arriver,  dans  quelques 
cas  particuliers,  que  le  besoin  de  simplifier  les  équations  et  de 
les  obtenir  plus  aisément  détermine  les  géomètres  à  adopter  un 
système  moins  parfait  C'est ,  en  effet ,  d'après  le  système  recti- 
ligne,  que  sont  ordinairement  construites  les  théories  les  plus 
essentielles  de  géométrie  générale  >  destinées  à  exprimer  analy- 
tiquement  les  phénomènes  géométriques  les  plus  importants. 
Quand  on  juge  nécessaire  d'en  choisir  un  autre,  c'est  presque 
toujours  le  système  polaire  auquel  on  s'arrête ,  ce  système  étant 
d'une  nature  assez  opposée  à  celle  du  système  rectiligne  pour  que 
les  équations  trop  compliquées  relativement  à  celui-ci  devien- 
nent, en  général ,  suffisamment  simples  par  rapport  à  Taùtre.  Les 
coordonnées  polaires  ont  d'ailleurs  souvent  l'avantage  de  coin- 
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porter  une  signification  concrète  plus  directe  et  plus  naturelle, 
comme  il  arrive  en  mécanique  pour  les  questions  géométriques 
auxquelles  donne  lieu  la  théorie  des  mouvements  de  rotation,  et 
dans  presque  tous  les  cas  de  géométrie  céleste. 

Afin  de  simplifier  l'exposition,  nous  n'avons  jusqu'ici  consi- 
déré la  conception  fondamentale  de  la  géométrie  analytique 
que  relativement  aux  seules  courbes  planes,  dont  l'étude  géné- 
rale avait  été  l'objet  unique  de  la  grande  rénovation  philoso- 
phique opérée  par  Descartes.  Il  s'agit  maintenant,  pour  complé- 
ter cette  importante  explication ,  de  montrer  sommairement  de 
quelle  manière  cette  pensée  élémentaire  a  été  étendue,  environ 
un  siècle  après,  par  notre  illustre  Glairaut,  à  l'étude  générale 
des  surfaces  et  des  courbes  à  double  courbure.  Les  considéra- 
tions indiquées  ci-dessus  me  permettront  de  me  borner  à  ce  sa- 
jet  à  l'examen  rapide  de  ce  qui  est  strictement  propre  à  ce  nou- 
veau cas. 

L'entière  détermination  analytique  d'un  point  dans  l'espace 
exige  évidemment  qu'on  assigne  les  valeurs  de  trois  coordon- 
nées; par  exemple ,  d'après  le  système  le  plus  fréquemment 
adopté  et  qui  correspond  au  système  rectUigne  de  la  géométrie 
plane,  des  dislances  de  ce  point  à  trois  plans  fixes ,  ordinaire- 
ment perpendiculaires  entre  eux,  ce  qui  présente  le  point 
comme  l'intersection  de  trois  plans  dont  la  direction  est  inva- 
riable. On  pourrait  également  employer  les  distances  du  point 
mobile  à  trois  points  fixes,  ce  qui  le  déterminerait  par  la  ren- 
contre de  trois  sphères  à  centre  constant  De  même ,  la  position 
d'un  point  serait  définie  en  donnant  sa  distance  plus  ou  moins 
grande  à  un  point  fixe ,  et  la  direction  de  cette  distance ,  an 
moyen  des  deux  angles  que  fait  cette  droite  avec  deux  axes  in- 
variables ;  c'est  le  système  polaire  propre  à  la  géométrie  à  trois 
dimensions;  le  point  est  alors  construit  par  l'intersection  d'une 
sphère  à  centre  constant  avec  deux  cônes  droits  à  base  circo- 
laire  dont  les  axes  et  le  sommet  commun  ne  changent  pas.  En 
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on  mot  5  il  y  a  évidemment ,  dans  ce  cas  y  au  moins  la  même  va- 
riété inliaie  entre  les  divers  systèmes  possibles  de  coordonnées 
que  nous  avons  déjà  observée  pour  la  géométrie  à  deux  dimen- 
sions. En  général^  il  faut  concevoir  un  point  comme  toujours 
déterminé  par  l'intersection  de  trois  surfaces  quelconques^  ainsi 
qu'il  l'était  auparavant  par  celle  de  deux  lignes;  chacune  de  ces 
trois  surfaces  a  pareillement  toutes  ses  conditions  de  détermi- 
nation constantes ,  excepté  une,  qui  donne  lieu  à  la  coordonnée 
correspondante,  dont  l'inûuence  géométrique  propre  est  ainsi 
d'astreindre  le  point  à  être  situé  sur  cette  surface. 

Gela  posé ,  il  est  clair  que  si  les  trois  coordonnées  d'un  point 
sont  entièrement  indépendantes  entre  elles,  ce  point  pourra 
prendre  successivement  dans  l'espace  toutes  les  positions  pos- 
sibles. Mais,  si  le  point  est  assujetti  à  rester  sur  une  certaine  sur- 
face, définie  d'une  manière  quelconque,  alors  deux  coordon- 
nées suflOisent  évidemment  pour  déterminer  à  chaque  instant  sa 
situation,  puisque  la  surface  proposée  tiendra  lieu  de  la  condi- 
tion imposée  par  la  troisième  coordonnée.  On  doit  donc  conce- 
voir nécessairement  dans  ce  cas,  sous  le  point  de  vue  analy- 
tique, cette  dernière  coordonnée  comme  une  fonction  détermi- 
née des  deux  autres,  celles-ci  demeurant  entre  elles  complète- 
ment indépendantes.  Ainsi,  il  y  aura  entre  les  trois  coordonnées 
variables  une  certaine  équation  permanente ,  et  qui  sera  unique 
afin  de  correspondre  au  degré  précis  d'indétermination  de  la 
position  du  point  Cette  équation ,  plus  ou  moins  facile  à  décou- 
vrir, mais  toujours  possible,  sera  la  définition  analytique  de  la 
surface  proposée ,  puisqu'elle  devra  se  vérifier  pour  tous  les 
points  de  cette  surface,  et  seulement  pour  eux.  Si  la  surface 
vient  à  éprouver  un  changement  quelconque ,  même  un  simple 
déplacement,  l'équation  devra  subir  une  modification  corres- 
pondante plus  ou  moins  profonde.  En  un  mot ,  tous  les  phéno- 
mènes géométriques  quelconques  relatifs  aux  surfaces  seront 
susceptibles  d'être  traduits  par  certaines  conditions  analytiques 
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équivalentes  propres  aux  équations  à  trois  variables ,  et  c'est 
dans  rétablissement  et  l'interprétation  de  cette  harmonie  géné- 
rale et  nécessaire  que  consistera  essentiellement  la  science  de  h 
géométrie  analytique  à  trois  dimensions. 

Considérant  ensuite  cette  conception  fondamentale  sous  le 
point  de  vue  inverse ,  on  voit  de  la  même  manière  que  toute 
équation  à  trois  variables  peut  étre^  en  général  ^  représentée 
géométriquement  par  une  surface  déterminée^  primitivement 
définie  d'après  la  propriété  très-caractéristique  ^  que  lesco(Nr- 
données  de  tous  ses  points  conservent  toujours  entre  eUes  la  re- 
lation énoncée  dans  cette  équation.  Ce  lieu  géométrique  chan- 
gera évidemment^  pour  la  même  équation ^  suivant  le  système 
de  coordonnées  qui  servira  à  la  construction  de  ce  tableau.  Eo 
adoptant 9  par  exemple,  le  système  rectiligne,  il  est  clahr  qoe 
dans  l'équation  entre  les  trois  variables  x^  y,  z,  chaque  valeur  par- 
ticulière attribuée  à  z^  donnera  une  équation  entre  x  et  y,  dont 
le  lieu  géométrique  sera  une  certaine  ligne  située  dans  un  plan 
parallèle  au  plan  des  x,  y,  et  à  une  distance  de  ce  dernier  égale 
à  la  valeur  de  z,  de  telle  sorte  que  le  lieu  géométrique  total  se 
présentera  comme  composé  d'une  suite  infinie  de  lignes  super- 
posées dans  une  série  de  plans  parallèles ,  sauf  les  interruptions 
qui  pourront  exister,  et  formera ,  par  conséquent ,  une  véritable 
surface.  Il  en  serait  de  même  en  considérant  tout  autre  système 
de  coordonnées  j  quoique  la  construction  géométrique  de  l'é- 
quation devint  plus  difficile  à  suivre. 

Telle  est  la  conception  élémentaire ,  complément  de  l'idée- 
mère  de  Descartes ,  sur  laquelle  est  fondée  la  géométrie  géné- 
rale relativement  aux  surfaces.  Il  serait  inutile  de  reprendre 
directement  ici  les  autres  considérations  indiquées  ci-dessus  par 
rapport  aux  lignes,  et  que  chacun  peut  aisément  étendre  ani 
surfaces ,  soit  pour  montrer  que  toute  définition  d'une  surface 
par  un  mode  quelconque  de  génération  est  réellement  une  équa- 
tion directe  de  cette  surface  dans  un  certain  système  de  coor- 
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données^  soit  pour  déterminer  entre  tous  les  divers  systèmes  de 
coordonnées  possibles  quel  est  généralement  le  plus  conve- 
nable. J'ajouterai  seulement,  sous  ce  dernier  rapport ,  que  la 
supériorité  nécessaire  du  système  rectiligne  ordinaire ,  quant  à 
la  peinture  des  équations ,  est  évidemment  encore  plus  pronon- 
cée dans  la  géométrie  analytique  à  trois  dimensions  que  dans 
celle  à  deux,  à  cause  de  la  complication  géométrique  incompa- 
rablement plus  grande  qui  résulterait  alors  du  choix  de  tout 
autre  système ,  ainsi  qu'on  peut  le  vérifier  de  la  manière  la  plus 
sensible  en  considérant,  par  opposition,  le  système  polaire  en 
particulier,  qui  est ,  poar  les  surfaces  comme  pour  les  courbes, 
et  en  vertu  des  mêmes  motifs,  le  plus  usité  après  le  système  rec- 
tiligne proprement  dit. 

Afin  de  compléter  Fexposition  générale  de  la  conception  fon- 
damentale relative  à  Fétude  analytique  des  surfaces,  nous  au- 
rons encore  à  examiner  philosophiquement^  dans  la  quator- 
zième leçon,  un  dernier  perfectionnement  de  la  plus  haute 
importance,  que  Monge  a  récemment  introduit  dans  les  élé- 
ments mêmes  de  cette  théorie,  pour  la  classification  des  surfaces 
en  familles  naturelles ,  établies  d'après  le  mode  de  génération , 
et  exprimées  algébriquement  par  des  équations  différentielles 
communes ,  ou  par  des  équations  finies  contenant  des  fonctions 
arbitraires. 

Considérons  maintenant  le  dernier  point  de  vue  élémcDtaire 
de  la  géométrie  analytique  à  trois  dimensions ,  celui  qui  se  rap- 
porte à  la  représentation  algébrique  des  courbes,  envisagées 
dans  l'espace  de  la  manière  la  plus  générale.  En  continuant  à 
suivre  le  principe  constamment  employé  ci-dessus,  celui  du  de- 
gré d'indétermination  du  lieu  géométrique ,  correspondant  au 
degré  d'indépendance  des  variables ,  il  est  évident ,  en  thèse  gé- 
nérale, que,  lorsque  un  point  doit  être  situé  sur  une  certaine 
courbe  quelconque,  une  seule  coordonnée  suffit  pour  achever 
de  déterminer  entièrement  sa  position  ^  par  l'intersection  de 
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cette  courbe  avec  la  surface  qui  résulte  de  cette  coordonnée. 
Ainsi 9  dans  ce  cas,  les  deux  autres  coordonnées  du  point  doi- 
vent être  conçues  comme  des  fonctions  nécessairement  détermi- 
nées et  distinctes  de  la  première.  Par  conséquent,  toute  Ugne, 
considérée  dans  l'espace ,  est  donc  représentée  analytiquement , 
non  plus  par  une  seule  équation,  mais  par  le  système  de  deux 
équations  entre  les  trois  coordonnées  de  l'un  quelconque  de  ses 
points.  Il  est  clair,  en  effet ,  d'un  autre  côté  ,  que  chacune  de  ces 
équations,  envisagée  séparément,  exprimant  une  certaine  sur- 
face ,  leur  ensemble  présente  la  ligne  proposée  comme  l'inter- 
section de  deux  surfaces  déterminées.  Telle  est  la  manière  la 
plus  générale  de  concevoir  la  représentation  algébrique  d'one 
ligne  dans  la  géométrie  analytique  à  trois  dimensions.  Cette  cmi- 
ception  est  ordinairement  envisagée  d'une  manière  trop  étroite, 
lorsqu'on  se  borne  à  considérer  une  ligne  comme  déterminée 
par  le  système  de  ses  deux  projections  sur  deux  des  plans  coor- 
donnés, système  caractérisé  analytiquement  par  cette  pardcula- 
rité  que  chacune  des  deux  équations  de  la  ligne  ne  contient  alors 
que  deux  des  trois  coordonnées,  au  lieu  de  renfermer  simultané- 
ment les  trois  variables.  Cette  considération ,  qui  consiste  à  re- 
garder la  ligne  comme  l'intersection  de  deux  surfaces  cylindri- 
ques parallèles  à  deux  des  trois  axes  des  coordonnées,  outre 
l'inconvénient  d'être  bornée  au  système  rectiligne  ordinaire,  aie 
défauts  lorsqu'on  croit  devoir  s'y  réduire  strictement,  d'intro- 
duire des  difficultés  inutiles  dans  la  représentation  analytique 
des  lignes,  puisque  la  combinaison  de  ces  deux  cylindres  ne 
saurait  être  évidemment  toujours  la  plus  convenable  pour  for- 
mer les  équations  d'une  ligne.  Ainsi ,  envisageant  cette  notion 
fondamentale  dans  son  entière  généralité,  il  faudra,  dans  chaque 
cas,  parmi  l'infinité  de  couples  de  surfaces  dont  l'intersection 
pourrait  produire  la  courbe  proposée ,  choisir  celui  qui  se  prê- 
tera le  mieux  à  l'établissement  des  équations ,  comme  se  com- 
posant des  surfaces  les  plus  connues.  Par  exemple,  s'agit-il 
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d'exprimer  analytiquement  un  cercle  dans  l'espace ,  il  sera  évi- 
demment préférable  de  le  considérer  comme  Tinterseclion  d'une 
sphère  et  d'un  plan ,  plutôt  que  suivant  toute  autre  combinaison 
de  surfaces  qui  pourrait  également  le  produire. 

A  la  vérité ,  cette  manière  de  concevoir  la  représentation  des 
lignes  par  des  équations  dans  la  géométrie  analytique  à  trois 
dimensions^  engendre^  par  sa  nature^  un  inconvéïâent  néces- 
saire^  celui  d'une  certaine  confusion  analytique^  consistant  en 
ce  que  la  même  ligne  peut  se  trouver  ainsi  exprimée ,  avec  un 
même  système  de  coordonnées^  par  une  infinité  de  couples  d'é- 
quations  différents^  vu  l'infinité  de  couples  de  surfaces  qui  peu- 
vent la  former^  ee  qui  peut  présenter  quelques  difficultés  pour 
reconnaître  cetle  ligne  à  travers  tous  les  déguisements  algé- 
briques dont  elle  est  susceptible.  Mais  il  existe  un  procédé  gé- 
néral fort  simple  pour  faire  disparaître  cet  inconvénient^  se 
priver  des  facilités  qui  résultent  de  cette  variété  de  construc- 
tions géométriques.  U  suffit  ^  en  effet ,  quel  que  soit  le  système 
analytique  établi  primitivement  pour  une  certaine  ligne^  de  pou- 
voir en  déduire  le  système  correspondant  à  un  couple  unique 
de  surfaces  uniformément  engendrées,  par  exemple,  à  celui  des 
deux  surfaces  cylindriques  qui  projettent  la  ligne  proposée  sur 
deux  des  plans  coordonnés,  surfaces  qui,  évidemment,  seront 
toujours  identiques  de  quelque  manière  que  la  ligne  ait  été  ob- 
tenue^ et  ne  varieront  que  lorsque  cette  ligne  elle-même  chan- 
gera. Or^  en  choisissant  ce  système  fixe,  qui  est  effectivement 
le  plus  simple,  on  pourra  généralement  déduire  des  équations 
primitives  celles  qui  leur  correspondent  dans  cette  construction 
spéciale,  eu  les  transformant,  par  deux  éliminations  successives, 
en  deux  équations  ne  contenant  chacune  que  deux  des  coordon- 
nées variables ,  et  qui  conviendront  par  cela  seul  aux  deux  sur- 
faces de  projection.  Telle  est  réellement  la  principale  destina- 
tion de  cette  sorte  de  combinaison  géométrique,  qui  nous  offre 
ainsi  un  moyen  invariable  et  certain  de  reconnaître  Tidentité 
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des  lignes  malgré  la  diversité  quelquefois  très-grande  de  leurs 
équations. 

Après  avoir  considéré  dans  son  ensemble  la  conception  fon- 
damentale de  la  géométrie  analytique  sous  les  principaux  as* 
pects  élémentaires  qu'elle  peut  présenter,  il  convient,  pour 
compléter,  sous  le  rapport  pbilosoptiique,  une  telle  esquisse, 
de  signaler  ici  les  imperfections  générales  que  présente  encore 
cette  conception,  soit  relativement  à  la  géométrie,  soit  relative- 
ment à  l'analyse. 

Relativement  à  la  géométrie,  il  faut  remarquer  que  les  éqm- 
tions  ne  sont  propres  jusqu'ici  qu'à  représenter  des  lieux  géomé- 
triques entiers,  et  nullement  des  portions  déterminées  de  ces 
lieux  géométriques.  Il  serait  cependant  nécessaire ,  dans  plu- 
sieurs circonstances,  de  pouvoir  exprimer  analytiquemoit  me 
partie  de  ligne  ou  de  surface ,  et  même  une  ligne  ou  sorfoce 
discontinue  composée  d'une  suite  de  sections  appartenant  à  des 
figures  géométriques  distinctes,  par  exemple  le  contour  d'un 
polygone  ou  la  surface  d'un  polyèdre.  La  thermologie  sortOBt 
donne  lieu  fréquemment  à  de  semblables  considérations,  aux- 
quelles notre  géométrie  analytique  actuelle  se  trouve  nécessai- 
rement inapplicable.  Néanmoins  il  importe  d'observer  que,  dans 
ces  derniers  temps,  les  travaux  de  M.  Fourier  sur  les  fonctions 
discontinues  ont  commencé  à  remplir  cette  grande  lacune,  et 
ont  par  là  directement  introduit  un  nouveau  perfectionnement 
essentiel  dans  la  conception  fondamentale  de  Descartes.  Mais 
cette  manière  de  représenter  des  formes  hétérogènes  ou  par- 
tielles, étant  fondée  sur  l'emploi  de  séries  trigonométriques  pro- 
cédant selon  les  sinus  d'une  suite  infinie  d'arcs  multiples,  ou  sur 
l'usage  de  certaines  intégrales  définies  équivalentes  à  ces  séries 
et  dont  l'intégrale  générale  est  ignorée,  présente  encore  trop 
de  complication  pour  pouvoir  être  immédiatement  introduite 
dans  le  système  propre  de  la  géométrie  analytique. 

Relativement  à  l'analyse,  il  faut  commencer  par  reconnaître 
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que  l'impossibilité  où  nous  sommes  de  concevoir  géométrique- 
ment iK)nr  des  équations  contenant  quatre,  cinq  variables  ou  un 
plus  grand  nombre ,  une  représentation  analogue  à  celles  que 
comportent  toutes  les  équations  à  deux  ou  à  trois  variables ,  ne 
doit  pas  être  envisagée  comme  une  imperfection  de  notre  sys- 
tème de  géométrie  analytique ,  car  elle  tient  évidemment  à  la 
nature  même  du  sujet.  L'analyse  étant  nécessairement  plus  gé- 
nérale que  la  géométrie ,  puisqu'elle  est  relative  à  tous  les  phé- 
nomènes possibles ,  il  serait  peu  philosophique  de  vouloir  cons- 
tamment trouver  parmi  les  seuls  phénomènes  géométriques 
une  représentation  concrète  de  toutes  les  lois  que  l'analyse  peut 
exprimer.  Mais  il  existe  une  autre  imperfection  de  moindre  im- 
portance qu'on  doit  réellement  envisager  comme  provenant  de 
la  manière  même  dont  nous  concevons  la  géométrie  analytique. 
Elle  consiste  en  ce  que  notre  représentation  actuelle  des  équa- 
tions à  deux  ou  à  trois  variables  par  des  lignes  ou  des  surfaces 
est  évidemment  toujours  plus  ou  moins  incomplète,  puisque , 
dans  la  construction  du  lieu  géométrique,  nous  n'avons  égard 
qu'aux  solutions  réelies  des  équations,  sans  tenir  aucun  compte 
des  solutions  imaginaires.  La  marche  générale  de  ces  dernières 
serait  cependant,  par  sa  nature,  tout  aussi  susceptible  que  celle 
des  autres  d'une  peinture  géométrique.  Il  résulte  de  cette  omis- 
sion que  le  tableau  graphique  de  l'équation  est  constamment 
imparfait,  €t  quelquefois  même  au  point  qu'il  n'y  a  plus  de  re- 
présentation géométrique ,  lorsque  l'équation  n'admet  que  des 
solutions  imaginaires.  Cependant,  même  dans  ce  dernier  cas,  il 
y  aurait  évidemment  lieu  de  distinguer  sous  le  rapport  géomé- 
trique des  équations  aussi  différentes  en  elles-mêmes  que  celles- 
ci,  par  exemple. 


On  sait  de  plus  que  cette  imperfection  principale  entraîne  sou- 
vent, dans  la  géométrie  analytique  à  deux  ou  à  trois  dimen- 
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sions  5  une  foule  d'inconvénients  secondaires ,  tenant  à  ce  qoe 
plusieurs  modifications  analytiques  se  trouvent  ne  correspondre 
à  aucun  phénomène  géométrique. 

Un  de  nos  plus  grands  géomètres  actuels,  M.  Poinsot, a  pré- 
senté une  considération  très-ingénieuse  et  fort  simple,  à  laquelle 
on  n'a  pas  fait  communément  assez  d'attention,  et  qui  permet , 
lorsque  les  équations  sont  peu  compliquées,  de  concevoir  la  re- 
présentation graphique  des  solutions  imaginaires,  en  se  bornant 
à  peindre  leurs  rapports  quand  ils  sont  réels  S  Mais  cette  con- 
sidération, qu'il  serait  aisé  de  généraliser  abstraitement,  est 
jusqu'ici  trop  peu  susceptible  d'être  effectivement  employée,  à 
cause  de  l'état  extrême  d'imperfection  où  se  trouve  encore  la 
résolution  algébrique  des  équations ,  et  d'où  il  résulte  ou  que  la 
forme  des  racines  imaginaires  est  le  plus  souvent  ignorée,  on 
qu'elle  présente  une  trop  grande  complication;  en  sorte  que  de 
nouveaux  travaux  sont  indispensables  à  cet  égard ,  avant  qu'on 
puisse  regarder  comme  comblée  cette  lacune  essentielle  de 
notre  géométrie  analytique. 

L'exposition  philosophique  essayée  dans  cette  leçon  de  la 
conception  fondamentale  de  la  géométrie  analytique,  nous 
montre  clairement  que  cette  science  consiste  essentiellement  à 
déterminer  qu'elle  est,  en  général,  l'expression  analytique  de 
tel  ou  tel  phénomène  géométrique  propre  aux  lignes  ou  aux 
surfaces,  et  réciproquement  à  découvrir  l'interprétatlbn  géomé* 
trique  de  telle  ou  telle  considération  analytique.  Nous  avons 
maintenant  à  examiner,  en  nous  bornant  aux  questions  géné- 
rales les  plus  importantes,  comment  les  géomètres  sont  parve- 
nus à  établir  effectivement  cette  belle  harmonie,  et  à  imprimer 


>  M.  Poinsot  a  montré,  par  exemple,  dans  son  excellent  Mémoire  sur  CoM' 
lyse  des  sections  angulaires,  que  Téquation  «^  -|-  yî  -j-  a*  =  o,  ordinairement 
écartée  comme  n'ayant  pas  de  lieu  géométrique,  peut  être  représentée  de  la  mi- 
nière la  plus  simple  et  la  plus  nette,  par  une  hyperbole  équllatère^  qui  remplit^ 
son  égard  le  même  office  que  le  cercle  pour  Téquation  x^  -^-y^  —  a^  =0. 
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ainsi  à  la  science  géométrique ,  envisagée  dans  son  ensemble 
total  9  le  caractère  parfait  de  rationalité  et  de  simplicité  qu'elle 
présente  aujoard'hui  si  éminemment  Tel  sera  l'objet  essentiel 
des  deux  leçons  suivantes  ^  l'une  ^  consacrée  à  l'étude  générale 
des  lignes,  et  l'autre,  à  l'étude  générale  des  surfaces. 
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TREIZIÈME  LEÇON 


De  la  géométrie  céréralb  A  deux  dlmcnsloiis* 

D'après  la  marche  habituellement  adoptée  jusqu'à  ce  jour  pour 
l'exposition  de  la  science  géométrique^  la  destination  vraiment 
essentielle  de  la  géométrie  analytique  n'est  encore  sentie  qoe 
d'une  manière  fort  imparfaite  ^  qui  ne  correspond  nullement  à 
l'opinion  que  s'en  forment  les  véritables  géomètres ,  depuis  qae 
l'extension  des  conceptions  analytiques  à  la  mécanique  ration- 
nelle a  permis  de  s'élever  à  quelques  idées  générales  sur  la  phi- 
losophie mathématique.  La  révolution  fondamentale  opérée  par 
la  grande  pensée  de  Descartes  n'est  point  encore  dignement 
appréciée  dans  notre  éducation  mathématique  5  même  la  plus 
haute.  Â  la  manière  dont  elle  est  ordinairement  présentée  et 
surtout  employée  9  cette  admirable  méthode  ne  semblerait  d'a- 
bord n'avoir  d'autre  but  réel  que  de  simplifier  l'étude  des  sec- 
tions coniques^  ou  de  quelques  autres  courbes,  considérées 
toujours  une  à  une  suivant  l'esprit  de  la  géométrie  ancienne,  ce 
qui  serait  sans  doute  de  fort  peu  d'importance.  On  n'a  point 
encore  convenablement  senti  que  le  véritable  caractère  distinctif 
de  notre  géométrie  moderne,  ce  qui  constitue  son  incontestable 
supériorité,  consiste  à  étudier,  d'une  manière  entièrement  gé- 
nérale ,  les  diverses  questions  relatives  à  des  lignes  ou  à  des 
surfaces  quelconques ,  en  transformant  les  considérations  et  les 
recherches  géométriques  en  considérations  et  en  recherches 


MATHÉMATIQUE.  323 

analjriiques.  Il  est  remarquable  que  dans  les  établissements, 
même  les  plus  justement  célèbres,  consacrés  à  la  haute  instruc- 
tion mathématique ,  on  n'ait  point  institué  de  cours  vraiment 
dogmatique  de  géométrie  générale ,  conçu  d'une  manière  à  la 
fois  distincte  et  complète  ^  Cependant  une  telle  étude  est  la 
plus  propre  à  manifester  clairement  le  vrai  caractère  philoso- 
phique de  la  science  mathématique^  en  démontrant  avec  une 
netteté  parfaite  l'organisation  générale  de  la  relation  de  l'abs- 
trait au  concret  dans  la  théorie  mathématique  d'un  ordre  quel- 
conque de  phénomènes  naturels. 

Ces  considérations  indiquent  assez  quelle  peut  être,  outre  son 
extrême  importance  philosophique,  l'utilité  spéciale  et  dhrecte 
de  Texposition  à  laquelle  nous  conduit  maintenant  le  plan  de 
cet  ouvrage,  il  s'agit  donc,  en  partant  de  la  conception  fonda- 
mentale expliquée  dans  la  leçon  précédente,  relativement  à  la 
représentation  analytique  des  formes  géométriques,  d'examiner 
comment  les  géomètres  sont  parvenus  à  réduire  toutes  les  ques- 
tions de  géométrie  générale  à  de  pures  questions  d'analyse,  en 
déterminant  les  lois  analytiques  de  tous  les  phénomènes  géo* 
métriques,  c'est-à-dire  les  modifications  algébriques  qui  leur 
correspondent  dans  les  équations  des  lignes  et  des  surfaces.  Je 
ne  m'occuperai  d'abord  que  des  courbes^  et  même  des  courbes 
planes^  réservant  pour  la  leçon  suivante  l'étude  générale  des 
surfaces  et  des  courbes  «1  double  courbure.  L'esprit  de  cet  ou- 
vrage prescrit  d'ailleurs  de  se  borner  à  l'examen  philosophique 


*■  La  profonde  médiocrité  qu*on  obsenre  g énéralemeni  à  cet  égard ,  iturtout 
dans  l^aiseigoement  de  la  partie  élémenlaire  des  mathématiques,  quoique  deux 
siècles  se  soient  écoulés  déjà  depuis  la  publication  de  la  Géométrie  de  Descartes, 
montre  combien  notre  éducation  mathématique  ordinaire  est  encore  loin  de 
correspondre  au  véritable  état  de  la  science;  ce  qui  tient  sans  doute,  en  grande 
partie,  on  ne  doit  pas  se  le  dissimuler,  à  Pextréme  infériorité  de  la  plupart  des 
personnes  auxquelles  on  confie  un  enseignement  aussi  important,  sur  la  haute 
direction  duquel  les  Yéritables  chefs  de  la  science  ne  sont  d'ailleurs  admis  à  exer- 
cer aucune  influence  régulière  et  permanente. 
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des  questions  générales  les  plus  importantes,  et  surtout  d'écarter 
toute  application  à  des  formes  particulières.  Le  but  essentiel 
que  nous  devons  avoir  en  vue  ici,  est  seulement  de  constater 
avec  précision  comment  la  conception  fondamentale  de  Des- 
cartes a  établi  le  système  général  de  la  science  géométrique  sur 
des  bases  rationnelles  et  définitives.  Toute  autre  étude  rentre- 
rait  dans  un  traité  spécial  de  géométrie;  mais,  quant  à  celle-ci, 
elle  est  indispensable  pour  l'objet  que  nous  nous  proposons.  On 
peut  sans  doute  concevoir  à  priori^  comme  je  Tai  indiqué  dans 
la  leçon  précédente,  que,  une  fois  le  sujet  des  recbercbes  géo* 
métriques  représenté  analytiquement,  tous  les  accidenu  ou 
phénomènes  quelconques  dont  il  est  susceptible  doivent  com- 
porter nécessairement  une  interprétation  semblable,  filais  il  est 
clair  qu'une  telle  considération  ne  dispense  nullement,  même 
sous  le  simple  rapport  philosophique,  d'étudier  l'organisatioD 
effective  de  cette  harmonie  générale  entre  la  géométrie  et  l'a- 
nalyse ,  dont  on  ne  se  formerait  sans  cela  qu'une  idée  vague  et 
confuse,  entièrement  insuffisante. 

La  première  et  la  plus  simple  question  qu'on  puisse  se  pro- 
poser relativement  à  une  courbe  quelconque,  c'est  de  connaître, 
d'après  son  équation  S  i6  nombre  de  points  nécessaire  à  sa  dé- 
termination. Outre  l'importance  propre  d'une  telle  notion,  qd 
n'est  pas  établie  jusqu'ici  d'une  manière  assez  rationnelle,  je 
crois  devoir  exposer  avec  quelque  développement  la  solution 
générale  de  ce  problème  élémentaire,  parce  qu'elle  me  semble 
éminemment  apte,  sous  le  rapport  de  la  méthode,  vu  l'extrême 
simplicité  des  considérations  analytiques  correspondantes,  à 
faire  saisir  le  véritable  esprit  de  la  géométrie  analytique,  c'est- 
à-dire  la  corrélation  nécessaire  et  continue  entre  le  point  de 
vue  concret  et  le  point  de  vue  abstrait. 

*  Je  considérerai  toujours ,  pour  flxer  les  idées,  à  moins  d^avertissement  for- 
mel ,  le  sysUme  de  coordonnées  rectilignes  ordinaire,  soit  dans  cette  leçon,  soit 
duns  la  suivante. 
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Pour  résoudre  complètement  cette  question ,  il  faut  distin- 
guer deux  cas,  suivant  que  la  courbe  proposée  est  définie  ana- 
lytiquement  par  son  équation  la  plus  générale,  c'est-à-dire 
convenant  à  toutes  les  positions  de  la  courbe  relativement  aux 
axes,  ou  par  une  équation  particulière  et  plus  sinq>le9  qui  n'a 
lieu  que  dans  une  certaine  situation  de  la  courbe  à  l'égard  des 
axes. 

Dans  le  premier  cas ,  il  est  évident  que  la  condition ,  de  la 
part  de  la  courbe ,  de  devoir  passer  par  un  point  donné ,  équi- 
vaut analytiquement  à  ce  que  les  constantes  arbitraires  que  ren- 
ferme son  équation  générale  conservent  entre  elles  la  relation 
marquée  par  la  substitution  des  coordonnées  particulières  de  ce 
point  dans  cette  équation.  Chaque  point  donné  imposant  ainsi  à 
ces  constantes  une  certaine  condition  algébrique ,  pour  que  la 
courbe  soit  entièrement  déterminée  il  faudra  donc  assigner  un 
nombre  de  points  égal  au  nombre  des  constantes  arbitraires 
contenues  dans  son  équation.  Telle  est  la  règle  générale.  Il  con- 
vient cependant  d'observer  qu'elle  pourrait  induire  en  erreur, 
et  indiquer  un  nombre  de  points  trop  considérable,  si,  dans  l'é- 
quation proposée,  le  nombre  des  termes  distincts  renfermant  les 
constantes  arbitraires  était  moindre  que  celui  de  ces  constantes, 
auquel  cas  il  faudrait  évidemment  juger  du  nombre  de  points 
nécessaire  à  l'entière  détermination  de  la  courbe,  seulement  par 
celui  de  ces  termes,  ce  qui  signifierait  géométriquement  que  les 
constantes  considérées  pourraient  alors  éprouver  certains  chan- 
gements sans  qu'il  en  résultât  aucun  pour  la  courbe.  Tel  serait , 
par  exemple ,  le  cas  du  cercle ,  si  on  le  définissait  comme  la 
courbe  décrite  par  le  sommet  d'un  angle  de  grandeur  invariable 
qui  se  meut  de  manière  à  ce  que  chacun  de  ses  côtés  passe  tou- 
jours par  un  certain  point  fixe.  Il  faut  donc^  pour  plus  de  gé- 
néralité, compter  séparément  le  nombre  des  constantes  entrant 
dans  l'équation  de  la  courbe  proposée  et  le  nombre  des  termes 
qui  les  contiennent,  et  déterminer  combien  de  points  exige  Tea- 
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tière  spécification  de  la  courbe  par  le  plus  petit  de  ces  deux 
nombres,  à  moins  qu'ils  ne  soient  égaux. 

Quand  une  courbe  n'est  primitivement  définie  que  par  une 
équation  du  genre  de  celles  que  nous  ayons  nommées  plus  haut 
particulières^  on  peut,  à  Taide  d'une  transformation  invariableet 
fort  simple,  faire  rentrer  ce  cas  dans  le  précédent,  en  gémira^ 
lisant  convenablement  l'équation  proposée.  Il  suffit,  pour  cela, 
de  rapporter  la  courbe,  d'après  les  formules  connues,  à  un  non- 
veau  système  d'axes,  dont  la  situation  par  rapport  aux  premiers 
soit  regardée  comme  indéterminée.  Si  cette  transformation  ne 
change  pas  essentiellement  la  composition  analytique  de  l'équa- 
tion primitive ,  ce  sera  la  preuve  que  celle-ci  était  déjà  suffi- 
samment générale;  dans  le  cas  contraire,  elle  le  sera  devenue, 
et  dès-lors  la  question  se  résoudra  facilement  par  l'application 
de  la  règle  précédemment  établie.  On  peut  même  observer, 
pour  simplifier  encore  davantage  cette  solution,  que  cette  géné- 
ralisation de  l'équation  introduira  toujours ,  quelle  que  soit  l'é- 
quation primitive,  trois  nouvelles  constantes  arbitraires,  savoir 
les  deux  coordonnées  de  la  nouvelle  origine  et  l'inclinaison 
des  nouveaux  axes  sur  les  anciens;  en  sorte  que,  sans  effec- 
tuer le  calcul,  on  pourra  connaître  le  nombre  des  constantes 
arbitraires  qui  entreraient  dans  l'équation  la  plus  générale, 
et  par  suite  en  déduire  directement  le  nombre  de  points  né* 
cessaire  à  la  détermination  de  la  courbe  proposée,  toutes  les 
fois  du  moins  qu'on  pourra  être  certain  d'avance,  ce  qui  a  lien 
très-firéquemment,  que  le  nombre  des  termes  qui  contiendraient 
ces  constantes  ne  serait  pas  moindre  que  celui  des  constantes 
elles-mêmes. 

Afin  de  montrer  à  quel  degré  de  facilité  peut  parvenir  la  so- 
lution générale  de  cette  question,  il  importe  de  remarquer  que, 
l'opération  analytique  prescrite  pour  la  résoudre  se  réduisant  à 
une  simple  énuméraiion,  cette  énumération  peut  être  faite 
avant  même  que  l'équation  de  la  ceurbe  soit  obtenue, et  d'à- 
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près  sa  seule  déflnitioii  géométrique,  n  suffit,  en  effet,  d'analjrser 
cette  définition  sous  ce  point  de  vue ,  en  estimant  combien  de 
points  donnés ,  ou  de  droites  données  soit  en  longueur,  soit  en 
direction,  ou  de  cercles  donnés,  etc.,  elle  exige  pour  l'entière 
détermination  de  la  courbe  proposée.  Gela  posé,  on  saura  aussi 
d'avance  combien  il  devra  entrer  de  constantes  arbitraires  dans 
l'équation  la  plus  générale  de  cette  courbé ,  en  considérant  que 
chaque  point  fixe  donné  par  la  définition  en  introduira  deux, 
chaque  droite  donnée  également  deux,  chaque  longueur  donnée 
une,  chaque  cercle  entièrement  donné  trois,  etc.  On  pourfa 
donc  Juger  immédiatement  par  là  du  nombre  de  points  qu'exige 
la  détermination  de  la  courbe ,  avec  autant  d'exactitude  que  si 
Fou  avait  sous  les  yeux  son  équation  générale  ;  à  cela  près  néan- 
moins de  la  restriction  indiquée  ci-dessus  pour  le  cas  où  le 
nombre  des  termes  renfermant  les  constantes  arbitraires  serait 
hiférieur  à  celui  des  constantes  ;  restriction  qu'on  pourra  sou- 
vent reconnaître  comme  inapplicable,  si  l'analyse  de  la  défini- 
tion proposée  a  montré  clairement  que  les  données  qu'elle 
prescrit  ne  pourraient  nullement  varier.  Soit  isolément,  soit  en- 
semble, sans  qu'il  en  résultât  pour  la  courbe  un  changement 
quelconque.  Mais,  lorsque  cette  restriction  devra  être  réelle^ 
ment  appliquée ,  cette  considération  ne  fournira  d'abord  qu'une 
limite  supérieure  du  nombre  cherché, qui  ne  pourra  être  alors 
entièrement  connu  qu'en  consultant  effectivement  l'équation 
générale. 

J'ai  supposé  jusqu'ici  que  les  points  par  lesquels  on  veut  dé- 
terminer le  cours  d'une  ligne  fussent  absolument  quelconques; 
mais,  pour  compléter  la  méthode ,  il  faut  examiner  le  cas  oii 
l'on  introduirait  parmi  eux  des  points  singuliers  ^  c'est-à-dire 
distincts  de  tous  les  autres  par  une  propriété  caractéristique 
quelconque,  comme  ce  que  Ton  nomme  les  foyers  dans  les  sec- 
tions coniques,  les  sommets,  les  centres,  les  poUits  dUnflexion  ou 
rebroussement ,  etc.  Ces  points  ayant  tous  pour  caractère  d'être 
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uniqaeS;  ou  du  moins  déterminés^  dans  une  même  courbe^  leun 
deux  coordonnées  sont  donc  chacune  une  fonction  déterminée, 
connue  ou  inconnue ,  des  constantes  qui  spécifient  exactement 
la  courbe  proposée.  Ainsi ^  donner  un  seul  de  ces  points,  c'est 
imposer  à  ces  constantes  arbitraires  deux  conditions  algébriques, 
ce  qui,  par  conséquent,  équivaut  analytiquement  à  donner  deux 
points  ordinaires.  La  règle  générale  et  fort  simple  se  réduit 
donc,  à  cet  égard,  à  compter  toujours  pour  deux  chaque  point 
singulier,  par  quelque  propriété  qu'il  puisse  être  défini  :  à  cela 
près,  on  rentrera  dans  la  loi  établie  ci-dessus. 

Toute  application  spéciale  de  la  théorie  générale  que  je  viens 
d'indiquer  serait  ici  déplacée.  Je  crois  cependant  utile  de  re- 
marquer, au  sujet  de  cette  application,  que  le  nombre  de  points 
nécessaires  à  l'entière  détermination  de  chaque  courbe,  quoique 
constituant  une  circonstance  fort  importante ,  n'est  point  aussi 
intimement  lié  qu'on  le  croirait  d'abord,  soit  à  la  nature  analy- 
tique de  Téquation ,  soit  à  la  forme  géométrique  de  la  ligne. 
Ainsi,  par  exemple,  on  trouve,  d'après  la  méthode  précédente, 
que  la  parabole  ordinaire,  et  même  les  paraboles  de  tous  les 
degrés,  la  logarithmique,  la  cycloîde,  la  spirale  d' Archimède,  etc. , 
exigent  également  quatre  points  pour  leur  détermination,  quoi- 
qu'on n'ait  pu  découvrir  jusqu'ici  aucune  autre  propriété  com- 
mune entre  des  courbes  aussi  différentes  sous  le  rapport  ana- 
lytique que  sous  le  rapport  géométrique.  Il  est  néanmoins 
vraisemblable  que  cette  analogie  ne  doit  pas  être  entièrement 
isolée. 

Je  choisirai,  comme  second  exemple  intéressant,  parmi  les 
questions  élémentaires  relatives  à  l'étude  générale  des  lignes, 
la  détermination  des  centres  dans  une  courbe  plane  quelconque. 
Le  caractère  géométrique  du  centre  d'une  figure  étant ,  en  gé- 
néral, d'être  le  milieu  de  toutes  les  cordes  qui  y  passent,  H 
en  résulte  évidemment  que ,  si  Ton  y  place  Forigine  du  système 
des  coordonnées  rectilignes,  les  points  de  la  figure  auront, deux 
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à  deux^  par  rapport  à  une  telle  origine,  des  coordonnées  égales 
et  de  signe  contraire.  On  peut  donc  reconnaître  immédiatement, 
d'après  l'équation  d'une  courbe  quelconque,  si  elle  a  pour 
centre  l'origine  actuelle  des  coordonnées,  puisqu'il  suffit  d'exa- 
miner si  cette  équation  n'est  point  altérée ,  en  y  changeant  à  la 
fois  les  signes  des  deux  coordonnées  variables,  ce  qui  exige, 
dans  le  cas  où  il  n'y  entre  que  des  fonctions  algébriques,  ration- 
nelles et  entières,  que  les  termes  soient  tous  de  degré  pair  ou  tous 
de  degré  impair,  suivant  le  degré  de  l'équation.  Cela  posé,  quand 
un  tel  changement  trouble  l'équation ,  il  faut  déplacer  l'origine 
d'une  manière  indéterminée ,  et  chercher  à  disposer  des  deux 
constantes  arbitraires  que  cette  transformation  introduit  dans 
l'équation  pour  les  coordonnées  de  la  nouvelle  origine,  de  façon 
à  ce  que  l'équation  puisse  jouir,  relativement  aux  nouveaux 
axes,  de  la  propriété  précédente.  Si,  par  des  valeurs  réelles 
convenables  des  coordonnées  de  la  nouvelle  origine,  on  peut 
iaire  disparaître  tous  les  termes  qui  empêchaient  l'équation  de 
présenter  ce  caractère  analytique,  la  courbe  aura  un  centre 
dont  ces  valeurs  feront  connaître  la  position  :  dans  le  cas  con- 
traire, il  sera  constaté  que  la  courbe  n'a  point  de  centre. 

Parmi  les  questions  de  géométrie  générale  à  deux  dimensions 
dont  la  solution  complète  ne  dépend  que  de  l'analyse  ordinaire, 
je  crois  devoir  encore  indiquer  ici  ceUe  qui  se  rapporte  à  la  dé- 
termination des  conditions  de  la  similitude  entre  des  courbes 
quelconques  d'un  même  genres  c'est-à-dire  susceptibles  d'une 
même  définition  ou  équation ,  qui  ne  les  distingue  les  unes  des 
autres  que  par  les  diverses  valeurs  de  certaines  constantes  arbi- 
traires relatives  à  la  grandeur  de  chacune  d'elles.  Cette  ques- 
tion, importante  en  elle-même,  a  d'autant  plus  d'intérêt  sous  le 
rapport  de  la  méthode,  que  le  phénomène  géométrique  qu'il 
s'agit  alors  de  caractériser  analytiquement,  est  évidemment  pu- 
rement relatif  à  la  forme,  et  nullement  un  phénomène  de  situa- 
tion ,  ce  qui,  comme  nous  l'avons  remarqué  dans  la  leçon  pré- 
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cédente^  donne  toujours  lieu  à  des  difficultés  spéciales  par 
rapport  à  notre  système  de  géométrie  analytique ,  où  les  idées 
de  position  sont  seules  directement  considérées. 

L'emploi  de  Fanalyse  différentielle  fournirait  immédiatement 
la  solution  de  ce  problème  général,  en  étendant  aux  courbés, 
comme  il  convient^  la  définition  élémentaire  de  la  simnitnde 
pour  les  figures  rectilignes.  Il  suffirait,  en  effet,  1^  de  calculer, 
d'après  l'équation  de  chacune  des  deux  courbes,  l'angle  de  c&n- 
tingence  en  un  point  quelconque,  et  d'exprimer  que  cet  angle  a 
la  même  valeur  dans  les  deux  courbes  pour  des  points  corres- 
pondants ;  2°  d'après  Texpression  différentielle  générale  de  la 
longueur  d'un  élément  infiniment  petit  de  chaque  courbe,  d'ex- 
primer que  les  éléments  homologues  des  deux  courbes  sont 
entre  eux  dans  un  rapport  constant.  Les  conditions  analytiqoes 
de  la  similitude  se  trouveraient  ainsi  dépendre  des  deux  pre- 
mières fonctions  dérivées  de  F  ordonnée  rapportée  à  Fabeisie. 
Mais  le  problème  peut  être  résolu  d'une  manière  beaucoup  jto 
simple,  et  néanmoins  tout  aussi  générale,  quoique  moins  di- 
recte, par  le  simple  usage  de  l'analyse  ordinaire. 

Pour  cela,  il  faut  d'abord  remarquer  une  propriété  élémen- 
taire que  peuvent  toujours  présenter  deux  figures  semblables 
de  forme  quelconque,  quand  elles  sont  placées  dans  une  situa- 
tion parallèle,  c'est-à-dire,  de  telle  façon  que  tous  les  élémeots 
de  chacune  soient  respectivement  parallèles  aux  éléments  ho- 
mologues de  l'autre,  ce  que  la  similitude  permet  évidemment 
de  faire  constamment.  Dans  cette  situation,  il  est  aisé  de  voir 
que,  si  on  joint  deux  à  deux  par  des  droites  les  points  homo- 
logues des  deux  figures,  toutes  ces  lignes  de  jonction  concour- 
ront nécessairement  en  un  point  unique ,  à  partir  duquel  leurs 
longueurs,  comptées  jusqu'à  l'une  et  à  l'autre  des  deux  figures 
semblables,  auront  entre  elles  un  rapport  constant,  égal  à  celoi 
des  deux  figures.  Il  résulte  immédiatement  de  cette  propriété, 
considérée  sous  le  point  de  vue  analytique,  que,  si  l'origine  ées 


MATHÉMATIQUE.  331 

coordonnées  rectilignes  est  supposée  placée  au  point  particulier 
dont  nous  venons  de  parler,  les  points  homologues  des  deux 
courbes  semblables  auront  des  coordonnées  constamment  pro- 
portionnelles, en  sorte  que  Téquation  de  la  première  courbe 
devra  rentrer  dans  celle  de  la  seconde,  en  y  changeant  ^  en  m  :r, 
et  y  en  m  y,  m  étant  une  constante  arbitraire  égale  au  rapport 
linéaire  des  deux  ligures.  Avec  des  coordonnées  polaires  z  et  7, 
dont  le  pôle  serait  placé  au  même  point,  les  deux  équations  de- 
viendraient identiques  en  changeant  seulement  z  en  m  2  dans 
Fane  d'elles ,  sans  changer  ^.  La  vérification  d'un  tel  caractère 
algébrique  suffira  donc  évidemment  pour  constater  la  similitude. 
Mais^  de  sa  non-vérification ,  il  est  clair  qu'on  ne  devra  point 
conclure  immédiatement  la  dissimilitude  des  deux  courbes  com- 
parées, puisque  l'origine  ou  le  pôle  pourraient  n'être  pas  placés 
au  point  unique  pour  lequel  cette  relation  a  lieu ,  ou  même  que 
les  deux  courbes  pourraient  n'être  pas  posées  actuellement  dans 
la  situation  ;9ara//^/e.  Il  est  néanmoins  facile  de  généraliser  et  de 
compléter  la  méthode  sous  l'un  et  l'autre  de  ces  deux  rapports, 
quoiqu'il  semble  d'abord  impossible  analytiquement  de  modifier 
la  situation  relative  de  deux  courbes.  Il  suffira  pour  cela  de 
changer,  à  l'aide  des  formules  connues,  à  la  fois  l'origine  et  la 
dhrection  des  axes  si  les  coordonnées  sont  rectilignes,  ou  le  pôle 
et  la  direclion  de  l'axe  si  elles  sont  polaires,  mais  en  effectuant 
cette  transformation  seulement  dans  l'une  des  deux  équations. 
On  cherchera  alors  à  disposer  des  trois  constantes  arbitraires 
introduites  par  là ,  pour  que  cette  équation  ainsi  modifiée  pré- 
sente, relativement  à  l'autre,  la  propriété  analytique  indiquée. 
Si  cette  relation  peut  avoir  lieu  d'après  certaines  valeurs  réelles 
[les  constantes  arbitraires^  les  deux  courbes  seront  semblables  ; 
sinon,  leur  dissimilitude  sera  constatée. 

Quoiqu'il  ne  convienne  point  de  considérer  ici  aucune  appli- 
cation spéciale  de  la  théorie  précédente,  je  crois  cependant  utile 
l'indiquer  à  ce  sujet  une  remarque  générale.  £lle  consiste  en  ce 
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qae ,  toutes  les  fois  que  réqaation  d'une  courbe ,  simplifiée  le 
plus  possible  par  la  disposition  des  axes,  ne  renfermera  qu'une 
seule  constante  arbitraire^  toutes  les  courbes  de  ce  genre  seront 
nécessairement  semblables  entre  elles.  On  peut  augmenter  l'uti- 
lité de  cette  observation ,  en  ce  que ,  sans  considérer  même  l'é- 
quation de  la  courbe,  il  suffira  d'examiner,  dans  ce  cas.,  si  sa 
définition  géométrique  primitive  ne  fait  dépendre  que  d'une 
seule  donnée  l'entière  détermination  de  sa  grandeur  ^  Quand, 
au  contraire  ^l'équation  la  plus  simple  de  la  courbe  proposée 
contiendra  deux  constantes  arbitraires  ou  davantage,  ou,  ce  qoi 
est  exactement  équivalent, lorsque  la  définition  fera  dépendre 
sa  grandeur  de  plusieurs  données  distinctes,  les  courbes  de  ce 
genre  ne  pourront  être  semblables  qu'à  l'aide  de  certaines  rda- 
tions  entre  ces  constantes  ou  ces  données ,  qui  con^teront  or- 
dinairement dans  leur  proportionnalité.  C'est  ainsi  que  toutes  les 
paraboles  d'un  même  degré ,  d'ailleurs  quelconque ,  sont  sem- 
blables entre  elles,  aussi  bien  que  toutes  les  logarithmiques, 
toutes  les  cycloîdes  ordinaires,  tous  les  cercles,  etc.  ;  tandis  que 
deux  ellipses  ou  deux  hyperboles,  par  exemple,  ne  sont  sem- 
blables qu'autant  que  leurs  axes  sont  proportionnels. 

Je  me  borne  à  ce  petit  nombre  de  questions  générales  rela- 
tives aux  lignes,  parmi  celles  dont  la  solution  complète  dépend 
seulement  de  l'analyse  ordinaire.  On  n'y  doit  pas  comprendre 
la  détermination  de  ce  qu'on  appelle  les  foyers ,  la  recherdie 
des  diamètres  j  etc.,  et  plusieurs  autres  problèmes  de  ce  genre, 
qui,  bien  que  susceptibles  d'être  proposés  et  résolus  pour  des 
courbes  quelconques,  n'ont  de  véritable  intérêt  qu'à  l'égard 
des  sections  coniques.  Relativement  aux  diamètres,  par  exemple, 


'  CeUe  propriété,  qui  est  une  conséquence  évidente  de  la  théorie  iodiqièe 
ci-dessus,  pourrait  d'ailleurs  être  établie  directement  par  une  considératiou  fort 
simple.  II  suffirait  de  remarquer  que ,  dans  ce  cas  ,  les  diverses  courbes  de  ce 
genre  pourraient  coïncider  en  les  construisant  sur  une  échelle  différente ,  d*oi 
résulle  clairement  leur  bimilitudc  nécessaire. 
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c'est-à-dire  aux  lieax  géométriques  des  milieux  d'un  système 
quelconque  de  cordes  parallèles,  il  est  aisé  de  former  une  mé- 
thode générale  pour  déduire  de  l'équation  d'une  courbe  l'é- 
quation commune  de  tous  ses  diamètres.  Mais  une  telle  consi- 
dération ne  peut  faciliter  l'étude  d'une  courbe  qu'autant  que  les 
diamètres  se  trouvent  être  des  lignes  plus  simples  et  plus  con- 
nues que  la  courbe  primitive  ;  et  même  cette  recherche  n'a  vrai- 
ment une  grande  utilité  que  lorsque  tous  les  diamètres  sont  des 
lignes  droites.  Or,  c'est  ce  qui  n'a  lieu  que  dans  les  courbes  du 
second  degré.  Pour  toutes  les  autres,  les  diamètres  sont,  en  gé- 
néral, des  courbes  aussi  peu  connues  et  souvent  même  d'une 
étude  plus  difficile  que  la  courbe  proposée.  C'est  pourquoi  je 
ne  dois  point  ici  considérer  une  telle  question,  ni  aucune  autre 
semblable,  quoique,  dans  les  traités  spéciaux  de  géométrie  ana- 
lytique, il  convint  d'ailleurs  de  les  présenter  d'abord,  autant 
que  possible ,  sous  un  point  de  vue  entièrement  général 

Je  passe  donc  immédiatement  à  l'examen  des  théories  de  géo- 
métrie générale  à  deux  dimensions  qui  ne  peuvent  être  complè- 
tement établies  qu'à  l'aide  de  l'analyse  transcendante. 

La  première  et  la  plus  simple  d'entre  elles  consiste  dans  la 
détermination  des  tangentes  aux  courbes  planes.  Ayant  eu  oc- 
casion ,  dans  la  sixième  leçon ,  d'indiquer  la  solution  générale 
de  cet  important  problème  »  d'après  chacun  des  divers  points 
de  vue  fondamentaux  propres  à  l'analyse  transcendante ,  il  est 
inutile  d'y  revenir  ici.  Je  ferai  seulement  observer  à  ce  sujet 
que  la  question  fondamentale  ainsi  considérée  suppose  connu 
le  point  de  contact  de  la  droite  avec  la  courbe,  tandis  que  la 
tangente  peut  être  détermhiée  par  plusieurs  autres  conditions, 
qn'il  faut  alors  faire  rentrer  dans  la  précédente,  en  déterminant 
préalablement  les  coordonnées  du  point  de  contact,  ce  qui  est 
ordinairement  très-facile.  Ainsi,  par  exemple,  si  la  tangente  est 
assujettie  à  passer  par  un  point  donné  extérieur  à  la  courbe,  les 
coordonnées  de  ce  point  devant  satisfaire  à  la  formule  générale 
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de  l'équation  de  la  tangente  à  cette  courbe^  formule  qn\  contient 
les  coordonnées  Inconnues  du  point  de  contact^  ce  dernier  pdnt 
sera  déterminé  par  une  telle  relation  combinée  avec  Téquatioo 
de  la  courbe  proposée.  De  même,  si  la  tangente  cherchée  ddt 
être  parallèle  à  une  droite  donnée^  il  faudra  égaler  le  coefficient 
général  qui  marque  sa  direction  en  fonction  des  coordonnées 
du  point  de  contact  à  celui  qui  détermine  celle  de  la  droite  don- 
née 9  et  la  combinaison  de  cette  condition  avec  Féquation  de  la 
courbe  fera  encore  connaître  ces  coordonnées. 

Afin  de  considérer  sous  un  point  de  vue  plus  étendu  les  pro- 
blèmes relatifs  aux  tangentes^  il  peut  être  utile  d'exprimer  dis- 
tinctement la  relation  qui  doit  exister  entre  les  deux  consûiites 
arbitraires  contenues  dans  l'équation  générale  d'une  ligne  droite 
et  les  diverses  constantes  propres  à  une  courbe  quelconqœ 
donnée ,  pour  que  la  droite  soit  tangente  à  la  couiiie.  A  cet 
effet  y  il  suffit  d'observer  que  les  deux  constantes  par  lesquelles 
se  trouve  ûxée  à  chaque  instant  la  position  de  la  tangente  étant 
des  fonctions  connues  des  coordonnées  du  point  de  contact, 
l'élimination  de  ces  deux  coordonnées  entre  ces  deux  formules 
et  l'équation  de  la  courbe  proposée  fournira  une  relati<Hi  indé- 
pendante du  point  de  contact  et  contenant  seulement  les  cons- 
tantes des  deux  lignes,  qui  sera  le  caractère  analytique  cherché 
du  phénomène  d'un  contact  indéterminé.  On  se  servirait,  par 
exemple,  de  telles  expressions  pour  déterminer  une  tangente 
commune  à  deux  courbes  données,  en  calculant  les  deux  cons- 
tantes propres  à  cette  droite  d'après  les  deux  relations  qu'en- 
traînerait ainsi  son  contact  avec  l'une  et  Tautre  courbe. 

La  question  fondamentale  des  tangentes  est  le  point  de  départ 
de  plusieurs  autres  recherches  générales  plus  ou  moins  impor- 
tantes relativement  aux  courbes^  qu'il  est  aisé  d^en  faire  dé- 
pendre. La  plus  directe  et  la  plus  simple  de  ces  questions  se- 
condaires consiste  dans  la  détermination  des  asymptotes ,  ou  dn 
moins  des  asymptotes  rectilignes,  les  seules,  en  général ,  qn^il 
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soit  intéressant  de  connaître ,  parce  qu'elles  seules  contribuent 
réellement  à  faciliter  Tétude  d'une  courbe.  On  sait  que  Vasymp- 
tote  est  une  droite  qui  s'approche  indéfiniment  et  d'aussi  près 
qii'cHi  veut  d'une  courbe  ^  sans  cependant  pouvoir  jamais  l'at- 
teindre rigoureusement.  Elle  peut  donc  être  envisagée  comme 
une  tangente  dont  le  point  de  contact  s'éloigne  à  Tinfini.  Ainsi , 
pour  la  déterminer^  il  suffit  de  supposer  infinies  les  coordonnées 
du  point  de  contact  dans  les  deux  formules  générales  qui  ex- 
priment 9  d'après  Téquation  de  la  courbe ,  en  fonction  de  ces 
coordonnées,  les  deux  constantes  par  lesquelles  est  fixée  la  po- 
sition de  la  tangente.  Si  ces  deux  constantes  prennent  alors  des 
valeurs  réelles  et  compatibles  entre  elles ,  la  courbe  donnée 
aura  des  asymptotes  dont  un  tel  calcul  fera  connaître  le  nombre 
et  la  situation  ;  si  ces  valeurs  sont  imaginaires  ou  incompatibles, 
ce  sera  la  preuve  que  la  courbe  proposée  n'a  point  d'asymp- 
totes 9  du  moins  rectilignes.  On  voit  que  cette  détermination  est 
exactement  analogue  à  celle  d'une  tangente  menée  par  un  point 
de  la  courbe  dont  les  coordonnées  seraient  finies.  U  arrivera 
seulement  9  dans  un  assez  grand  nombre  de  cas^  que  les  deux 
valeurs  cherchées  se  présenteront  sous  une  forme  indéterminée^ 
ee  qui  est  un  inconvénient  général  des  formules  algébriques , 
quoiqu'il  doive  sans  doute  avoir  lieu  plus  fréquemment  en  at- 
tribuant aux  variables  des  valeurs  infinies.  Mais  on  sait  qu'il 
existe  une  méthode  analytique  générale  pour  estimer  la  vraie 
*  valeur  de  toute  expression  semblable;  il  sufilira  donc  alors  d'y 

recourir. 

On  peut  rattacher  aussi  ^  quoique  d'une  manière  beaucoup 
moins  directe»  à  la  théorie  des  tangentes,  la  théorie  tout  entière 
des  divers  points  singuliers,  dont  la  déterminattoo  contribue 
éminemment  à  la  connaissance  de  toute  courbe  qui  en  présente, 
comme  les  points  d'inflexion,  les  points  multiples  y  les  points  de 
rebroussement f  etc  Relativement  aux  points  d'inflexion,  par 
exemple,  c'est-à-dire  à  ceux  où  une  courbe  de  concavç  devient 
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convexe  9  ou  de  convexe  concave,  il  faut  d'abord  examiner  le 
caractère  analytique  Immédiatement  propre  à  la  concavité  ou  à 
la  convexité ,  ce  qui  dépend  de  la  manière  dont  varie  la  direc- 
tion de  la  tangente.  Quand  la  courbe  est  concave  vers  Taxe  des 
abcisses,  elle  fait  avec  lui  un  angle  de  plus  en  plus  petit  à  me- 
sure qu'elle  s'en  éloigne  ;  au  contraire,  lorsqu'elle  est  convexe, 
l'angle  qu'elle  fait  avec  l'axe  devient  de  plus  en  plus  grrand  en 
s'en  écartant  davantage.  On  peut  donc  directement  reconnaître, 
d'après  l'équation  d'une  courbe,  le  sens  de  sa  courbure  à  chaque 
instant  :  il  suffit  d'examiner  si  le  coefficient  qui  marque  rincli- 
naison  de  la  tangente ,  c'est-à-dire  la  fonction  dérivée  de  l'or- 
donnée ,  prend  des  valeurs  croissantes  ou  des  valeurs  décrois- 
santes à  mesure  que  l'ordonnée  augmente  ;  dans  le  premier 
cas^  la  courbe  tourne  sa  convexité  vers  l'axe  des  abcisses;  dans 
le  second,  sa  concavité.  Gela  posé,  s'il  y  a  inflexion  en  qnelqœ 
point,  c'est-à-dire  si  la  courbure  change  de  sens,  il  est  dair 
qu'en  ce  point  l'inclinaison  de  la  tangente  sera  devenue  in 
maximum  ou  un  minimum  ^  suivant  qu'il  s'agira  du  passage  de 
la  convexité  à  la  concavité,  ou  du  passage  inverse.  On  trouvera 
donc  en  quels  points  ce  phénomène  peut  avoir  lieu,  à  l'aide  de 
la  théorie  ordinaire  des  maxima  et  minima,  dont  l'application 
à  cette  recherche  apprendra  évidemment  que,  pour  l'abcisse  dn 
point  d'inflexion,  la  seconde  fonction  dérivée  de  l'ordonnée  pro- 
posée doit  être  nulle,  ce  qui  suffira  pour  déterminer  Tezistence 
et  la  position  de  ce  point.  Cette  recherche  peut  ainsi  être  ratta- 
chée à  la  théorie  des  tangentes,  quoiqu'elle  soit  ordinairement 
présentée  d'après  la  théorie  du  cercle  osculateur.  Il  en  serait  de 
même,  avec  plus  ou  moms  de  difficulté ,  relativement  à  tous  les 
autres  points  singuliers. 

Un  second  problème  fondamental  que  présente  l'étude  géné- 
rale des  courbes ,  et  dont  la  solution  complète  exige  un  emploi 
plus  étendu  de  Tanalyse  transcendante,  est  l'importante  ques- 
tion de  la  mesure  de  la  courbure  des  courbes  au  moyen  du 
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cercle  osculateur  eo  chaque  point  ^  dont  la  découverte  suffirait 
seule  pour  immortaliser  le  nom  du  grand  Huyghens. 

Le  cercle  étant  la  seule  courbe  qui  présente  eo  tous  ses  points 
une  courbure  uniforme ,  d^autant  plus  grande  d'ailleurs  que  le 
rayon  est  plus  petite  quand  les  géomètres  se  sont  proposé  de 
soumettre  à  une  estimation  précise  la  courbure  de  toute  antre 
courbe  quelconque ,  ils  ont  dû  naturellement  la  comparer  en 
cbaque  point  au  cercle  qui  pouvait  avoir  avec  elle  le  plus  intime 
contact  possible^  et  qu*ils  ont  nommée  pour  cette  raison,  cercle 
osculateur  y  afin  de  le  distinguer  des  cercles  simplement  tangents  ^ 
qui  sont  en  nombre  infini  au  même  point  de  courbe,  tandis  que 
le  cercle  osculateur  est  évidemment  unique.  £n  considérant 
cette  question  sous  un  autre  aspect,  on  conçoit  que  U  courbure 
d'une  courbe  en  chaque  point  pourrait  aussi  être  estimée  par 
l'angle  plus  ou  moins  grand  de  deux  éléments  consécutif,  qu'on 
appelle  angle  de  contingence.  Mais,  il  est  aisé  de  reconnaître 
que  ces  deux  mesures  sont  nécessairement  équivalentes,  puisque 
le  centre  du  cercle  osculateur  sera  d'autant  plus  éloigné  que  cet 
angle  de  contingence  sera  plus  obtus  :  on  voit  même  ^  sous  le 
point  de  vue  analytique,  que  l'expression  du  rayon  de  ce  cercle 
fournit  immédiatement  la  valeur  de  cet  angle.  D'après  cette 
conformité  évidente  des  deux  points  de  vue,  les  géomètres  ont 
dû  préférer  habituellement  la  con»dération  du  cercle  oscula- 
teur, comme  plus  étendue  et  se  prêtant  mieux  à  la  déduction 
des  autres  théories  géométriques  qui  se  rattachent  à  cette  con- 
ception fondamentale. 

Gela  posé,  la  manière  la  plus  simple  et  la  plus  directe  de  dé- 
terminer le  cercle  osculateur  consiste  à  l'envisager,  d'après  la 
méthode  infinitésimale  proprement  dite ,  comme  passant  par 
trois  points  infiniment  voisins  de  la  courbe  proposée ,  ou ,  en 
d'autres  termes,  comme  ayant  avec  elle  deux  éléments  consé- 
cutifs communs,  ce  qui  le  distingue  nettement  de  tous  les  cercles 
simplement  tangents,  avec  lesquels  la  courbe  n'a  qu'un  seul 
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clément  commun.  Il  résulte  de  cette  notion^  en  ayant  égard  à  la 
construction  nécessaire  pour  décrire  un  cercle  passant  par  trois 
points  donnés ,  que  le  centre  du  cercle  osculateur,  ou  ce  qu'on 
appelle  le  centre  de  courbure  de  la  courbe  en  chaque  point  y 
peut  être  regardé  comme  le  point  d'intersection  de  deux  nor- 
maies  infiniment  voisines ,  en  sorte  que  la  question  se  réduit  à 
trouver  ce  dernier  point.  Or,  cette  recherche  est  facile,  en  for- 
mant, d'après  réquation  générale  de  la  tangente  à  une  courbe 
quelconque ,  celle  de  la  normale  qui  lui  est  perpendiculaire , 
et  faisant  ensuite  varier  d'une  quantité  infiniment  petite,  dans 
cette  dernière  équation,  les  coordonnées  du  point  de  con- 
tact, afin  de  passer  à  la  normale  infiniment  voisine  :  la  dé- 
termination de  la  solution  commune  à  ces  deux  équations, 
qui  sont  du  premier  degré  par  rapport  aux  deux  coordonnées 
du  point  d'intersection,  suffit  pour  faire  trouver  les  deux  for- 
mules générales  qui  expriment  les  coordonnées  du  centre  de 
courbure  d'une  courbe  en  un  point  quelconque.  Ces  formules 
une  fois  obtenues,  la  recherche  du  rayon  de  courbure  n'offre 
plus  aucune  difficulté,  puisqu'elle  se  réduit  à  calculer  la  distance 
de  ce  centre  de  courbure  au  point  correspondant  de  la  courbe. 
En  appelant  a,  ê,  les  coordonnées  rectilignes  du  centre  de  cour- 
bure d'une  courbe  quelconque  en  un  point  dont  les  coordon- 
nées sont  X,  y,  et  nommant  r  le  rayon  de  courbe,  on  trouve  par 
cette  méthode  les  formules  connues. 

— l(!iS)/=^_!+|). 

d}y  d*y 

dx*  dx* 

dy*\X 


=('+g) 


dx* 
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On  conçoit  de  quelle  importance  est  la  détermination  du  rayon 
de  courbure ,  et  combien  la  discussion  de  la  manière  générale 
dont  il  varie  aux  différents  points  d'une  courbe^  doit  contribuer 
à  la  connaissance  approfondie  de  cette  courbe.  Cet  élément  a 
surtout  ceci  de  très-remarquable  y  entre  tous  les  autres  sujets 
ordinaires  de  recherches  dans  la  géométrie  analytique ,  qu'il  se 
rapporte  directement^  par  sa  nature ^  à  la  forme  même  de  la 
courbe,  sans  dépendre  aucunement  de  sa  position.  On  voit  que, 
sous  le  rapport  analytique,  il  exige  la  considération  simultanée 
des  deux  premières  fonctions  dérivées  de  l'ordonnée. 

La  théorie  des  centres  de  courbure  conduit  naturellement  à 
l'importante  notion  des  développées,  qui  sont  maintenant  définies 
comme  étant  les  lieux  géométriques  de  tous  les  centres  de  cour- 
bure de  chaque  courbe  en  ses  différents  points ,  quoique ,  au 
contraire,  dans  la  conception  prûnitive  de  cette  branche  de  la 
géométrie^  Huyghens  eût  déduit  l'idée  du  cercle  osculateur  de 
celle  de  la  développée,  directement  envisagée  comme  engen- 
drant par  son  développement  la  courbe  primitive,  ou  la  déve^ 
lappante.  Il  est  aisé  de  reconnaître  que  ces  deux  manières  de 
voir  rentrent  l'une  dans  l'autre.  Cette  développée  présente  évi- 
demment, par  quelque  mode  qu'on  l'obtienne ,  deux  propriétés 
générales  et  nécessaires  relalivement  à  la  courbe  quelconque 
dont  elle  dérive  :  la  première,  d'avoir  pour  tangentes  les  nor- 
males à  celle-ci  :  et  la  seconde,  que  la  longueur  de  ses  arcs  soit 
égale  à  celle  des  rayons  de  courbure  correspondants  de  la  dé- 
veloppante. Quant  au  moyen  d'obtenir  l'équation  de  la  déve- 
loppée d'une  courbe  donnée,  il  est  clair  qu'entre  les  deux  for- 
mules citées  ci -dessus  pour  exprimer  les  coordonnées  du  centre 
de  courbure,  il  suffit  d'éliminer,  dans  chaque  cas,  les  coordon- 
néesx,  y,  du  point  correspondant  de  la  courbe  proposée,  à 
l'aide  de  l'équation  de  cette  courbe  :  l'équation  en  «,  6  qui  ré- 
sultera de  l'élimination,  sera  celle  de  la  développée  demandée. 
On  pourrait  également  entreprendre  de  résoudre  la  question 
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inverse  ;  c'est-à-dire  de  trouver  la  développante  d'après  la  dé- 
veloppée. Mais  il  faut  remarquer  qu'une  élimination  analogue 
k  la  précédente  ne  fournirait  alors,  pour  la  courbe  cherchée , 
qu'une  équation  contenant,  outre  x  et  y,  les  deux  fonctions  dé- 

rivées  -7^,  t  ./en  sorte  qu'après  cette  analyse  préparatoire, la 
dx  ax* 

solution  complète  du  problème  exigerait  encore  l'intégration  de 
cette  équation  différentielle  du  second  ordre,  ce  qui,  vu  l'ex- 
iréme  imperfection  du  calcul  intégral,  serait  le  plus  souvent  im- 
possible, si,  par  la  nature  propre  d'une  telle  recherche,  la 
courbe  demandée  ne  devait  points  comme  j'ai  eu  occasion  de 
l'indiquer  dans  la  septième  leçon,  être  représentée  par  la  sohi- 
tion  singulière,  que  la  simple  différentiation  peut  toujours  faire 
obtenir,  l'intégrale  générale  ne  désignant  ici  que  le  système  da 
cercles  osculateurs,  dont  la  connaissance  n'est  point  l'ol^etde 
la  question  proposée.  Il  en  serait  de  même  toutes  les  tiAs  qu'on 
aurait  à  déterminer  une  courbe  d'après  une  propriété  qad- 
conque  de  son  rayon  de  courbure.  Cet  ordre  de  questions  est 
exactement  analogue  aux  problèmes  plus  simples  qui  constituent 
ce  que,  dans  Forigine  de  l'analyse  transcendante,  on  appelait  la 
Méthode  inverse  des  tangentes,  où  l'on  se  proposait  de  détermhier 
une  courbe  par  une  propriété  donnée  de  sa  tangente  en  un  point 
quelconque. 

Par  des  considérations  géométriques  plus  ou  moins  compli- 
quées ,  analogues  à  celle  qui  fournit  les  développées ,  les  géo- 
mètres ont  déduit  d'une  même  courbe  primitive  quelconque  di- 
verses autres  courbes  secondaires ,  dont  les  équations  peuvent 
être  obtenues  d'après  des  procédés  semblables.  Les  plus  remar- 
quables d'entre  elles  sont  les  caustiques  par  réflexion  ou  par  ré- 
fraction, dont  la  première  idée  est  due  à  Tschirnalis,  quoique 
Jacques  Bernouiili  en  ait  seul  établi  la  véritable  théorie  géné- 
rale. Ce  sont,  comme  on  sait,  des  courbes  formées  par  l'inter- 
section continuelle  des  rayons  de  lumière  infiniment  voisins 
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qu'on  supposerait  réfléchte  ou  réfractés  par  la  courbe  primitive. 
En  partant  de  la  loi  géométrique  de  la  réflexion  ou  de  la  réfrac- 
tion de  la  lumière,  consistant  en  ce  que  l'angle  de  réflexion  est 
égal  à  l'angle  d'incidence,  ou  en  ce  que  le  sinus  de  l'angle  de 
réfraction  est  un  multiple  constant  et  connu  du  sinus  de  Tangle 
d'incidence,  il  est  évident  que  la  rechercbe  de  ces  caustiques  se 
réduit  à  une  pure  question  de  géométrie ,  parfaitement  sem- 
blable à  celle  des  développées,  conçues  comme  formées  par 
l'intersection  continuelle  des  normales  infiniment  voisines.  Le 
problème  se  résoudra  donc  analytiquement  en  suivant  uoe 
marche  analogue,  au  sujet  de  laquelle  toute  autre  indication 
serait  ici  superflue.  Le  calcul  sera  seulement  plus  laborieux,  sur- 
tout si  les  rayons  incidents  ne  sont  pas  supposés  parallèles  entre 
eux  ou  émanés  d'un  même  point 

Les  développées,  les  caustiques,  et  toutes  les  autres  lignes  dé- 
duites d'ime  même  courbe  principale  à  l'aide  de  constructions 
analogues ,  sont  formées  par  les  Intersections  continuelles  de 
droites  Infiniment  voisines  soumises  à  une  certaine  loi.  Mais  on 
peut  aussi,  en  généralisant  le  plus  possible  cette  considération 
géométrique,  concevoir  des  courbes  produites  par  l'intersection 
continuelle  de  certaines  courbes  Infiniment  voisines ,  assujetties 
à  une  même  loi  quelconque.  Cette  loi  consiste  ordinairement  en 
ce  que  toutes  ces  courbes  sont  représentées  par  une  équation 
commune,  d'ailleurs  quelconque,  d'où  elles  dérivent  successi- 
vement en  donnant  diverses  valeurs  à  une  certaine  constante 
arbitraire.  On  peut  alors  se  proposer  de  trouver  le  lieu  géomé- 
trique des  points  d'Intersection  de  ces  courbes  consécutives,  qui 
correspondent  à  des  valeurs  Infiniment  rapprochées  de  cette 
constante  arbitraire  conçue  conune  variant  d'une  manière  con- 
tinue. Lelbnltz  a  Imaginé  le  premier  les  recherches  de  cette  na- 
ture, qui  ont  ensuite  été  fort  étendues  par  Glairaut  et  surtout 
par  Lagrange.  Pour  traiter  le  cas  le  plus  simple ,  celui  que  je 
viens  de  caractériser  exactement,  il  suflit  évidemment  de  diifé- 
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rentier  Téquation  générale  proposée  par  rapport  à  la  constante 
arbitraire  que  l'on  considère ,  et  d'éliminer  ensuite  cette  cons- 
tante entre  cette  équation  diiTérentielle  et  l'équation  primitive; 
on  obtiendra  ainsi  ^  entre  les  deux  coordonnées  variables  ^  une 
équation  indépendante  de  cette  constante  ^  qui  sera  celle  de  la 
courbe  cherchée  ^  dont  la  forme  différera  souvent  beaucoup  de 
celle  des  courbes  génératrices.  Lagrange  a  établi  y  au  sujet  de 
cette  relation  géométrique,  un  important  théorème  général  ^  en 
montrant  que ,  sous  le  point  de  vue  analytique  5  la  courbe  ainsi 
obtenue  et  les  courbes  génératrices  ont  nécessairement  une 
même  équation  différentielle,  dont  l'mtégrale  complète  repré- 
sente le  système  des  courbes  génératrices^  tandis  que  sa  solution 
singulière  correspond  à  la  courbe  des  intersections. 

J'ai  considéré  jusqu'ici  la  théorie  de  la  courbure  des  courbes 
suivant  l'esprit  de  la  nTéthode  infinitésimale  proprement  dite, 
qui  s'adapte  en  effet  bien  plus  simplement  qu'aucune  autre  à 
toute  recherche  de  ce  genre.  La  conception  de  Lagrange^  rela- 
tivement à  l'analyse  transcendante  5  présentait  surtout^parsa 
nature  5  de  grandes  difficultés  spéciales  pour  la  solution  directe 
d'une  telle  question,  comme  je  l'ai  déjà  remarqué  dans  la  sixième 
leçon.  Mais  ces  difficultés  ont  si  heureusement  excité  le  génie  de 
Lagrange ,  qu'elles  l'ont  conduit  à  la  formation  de  la  théorie 
générale  des  contacts,  dont  l'ancienne  théorie  du  cercle  oscula- 
leur  se  trouve  n'être  plus  qu'un  cas  particulier  fort  simple.  Il 
importe  au  but  de  cet  ouvrage  de  considérer  maintenant  cette 
belle  conception ,  qui  est  peut-être ,  sous  le  rapport  philoso- 
phique, l'objet  le  plus  profondément  intéressant  que  puisse  offrir 
jusqu'ici  la  géométrie  analytique. 

Comparons  une  courbe  quelconque  donnée  y=f  (x)  à  une 
autre  courbe  variable  z=^ff  (x),  et  cherchons  à  nous  former  une 
idée  précise  des  divers  degrés  d'intimité  qui  pourront  exister 
entre  ces  deux  courbes ,  en  un  point  commun ,  suivant  les  rela- 
tions qu'on  supposera  entre  la  fonction  ^  et  la  fonction  f,  Ilsuf- 
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lira  pour  cela  de  considérer  la  distance  verticale  des  deux 
courbes  en  un  autre  point  de  plus  en  plus  rapproché  du  pre- 
mier^ afin  de  la  rendre  successivement  la  moindre  possible ,  eu 
égard  à  la  corrélation  des  deux  fonctions.  Si  h  désigne  l'accrois- 
sement qa'éprouve  Tabcisse  en  passant  à  ce  nouveau  point,  cette 
distance  5  qui  est  égale  à  la  différence  des  deux  ordonnées 
correspondantes,  pourra  être  développée,  d'après  la  formule  de 
Taylor,  suivant  les  puissances  ascendantes  de  A,  et  aura  pour 
expression  la  série , 

D={f  {x)  -  y'  {x))h   -\-{f"  (x)-?"  (x))*: 


+(/"'  (*)-f '"  W);^.  +  etc. 

\  /1«2.S 


£n  concevant  y  ce  qui  est  évidemment  toujours  possible  ^  h  telTe- 
ment  petit,  que  le  premier  terme  de  cette  série  soit  supérieur  à 
la  somme  de  tous  les  autres ,  il  est  clair  que  la  courbe  z  aura 
avec  la  courbe  y  un  rapprochement  d'autant  plus  intime,  que  la 
nature  de  la  fonction  variable  ^  permettra  de  supprimer  un 
plus  grand  nombre  de  termes  dans  ce  développement,  à  partir 
du  premier.  Le  degré  d'intimité  des  deux  courbes  sera  donc 
exactement  apprécié ,  sous  le  point  de  vue  analytique ,  par  le 
nombre  plus  ou  moins  grand  de  fonctions  dérivées  successives 
de  leurs  ordonnées  qui  auront  la  même  valeur  au  point  que  l'on 
considère.  De  là,  l'importante  conception  générale  des  divers 
ordres  de  contacts  plus  ou  moins  parfaits,  dont  la  notion  du  cercle 
osculateur  comparé  aux  cercles  simplement  tangents  n'avait  pré- 
senté jusqu'alors  qu'un  seul  exemple  particulier.  Ainsi ,  après  la 
simple  intersection ,  le  premier  degré  de  rapprochement  entre 
deux  courbes  a  lieu  quand  les  premières  dérivées  de  leurs  or- 
données sont  égales  ;  c'est  le  contact  du  premier  ai*dre ,  ou  ce 
qu'on  appelle  ordinairement  le  simple  contact,  parce  qu'il  a  été 
longtemps  le  seul  connu.  Le  contact  du  second  ordre  exige  de 
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plus  que  les  secondes  dérivées  des  fonctions  f  et  f  soleni  éga- 
les :  en  y  joignant  encore  l'égalité  de  leurs  troisièmes  dérivées, 
on  con^tue  un  contact  du  troisième  ordre  y  et  ain^  de  suite  à 
rinfini.  Au-delà  du  premier  ordre  ^  les  contacts  portent  souvent 
le  nom  ù'oscuiatiom  du  premier  ordre ,  du  second  ordre ,  etc. 

Les  contacts  du  premier  et  du  second  ordre  peuvent  être  ca- 
ractérisés géométriquement  par  une  observation  fort  simple , 
en  ce  qu'il  en  résulte  évidemment  que  les  deux  courbes  com- 
parées ont  au  point  commun ,  dans  un  cas,  la  même  tangente, 
et ,  dans  l'autre ,  le  même  cercle  de  courbure ,  puisque  la  tan- 
gente à  chaque  courbe  dépend  de  la  première  dérivée  de  son 
ordonnée^  et  le  cercle  de  courbure,  des  deux  premières  déri- 
vées successives.  Mais  cette  considération  ne  conviendrait  plus 
au-delà  du  second  ordre  pour  déterminer  l'idée  géométrique  do 
contact.  Lagrange  s'est  borné ,  sous  ce  rapport ,  à  assigner  le  ca- 
ractère général  qui  résulte  immédiatement  de  l'analyse  ci-dessus 
indiquée,  et  qui  consiste  en  ce  que  lorsque  la  courbe  z  est  déter- 
minée de  manière  à  avoir  avec  la  courbe  y  un  contact  de  Tordre 
Il ,  produit  analytiquement  par  l'égalité  de  toutes  les  fonctions 
dérivées  jusqu'à  celle  de  l'ordre  n,  aucune  autre  courbe  z,  de 
même  nature  que  la  précédente ,  mais  qui  ne  satisferait  qu'à  un 
moindre  nombre  de  conditions  analytiques ,  et  qui ,  par  consé- 
quent,  n'aurait  avec  la  courbe  y  qu'un  contact  moins  intime  i  ne 
pourrait  passer  entre  les  deux  courbes ,  puisque  l'intervalle  de 
celles-ci  a  reçu  la  plus  petite  valeur  dont  il  était  susceptible 
d'après  une  telle  relation  des  deux  équations. 

Lorsqu'on  a  particularisé  la  nature  de  la  courbe  z  ainsi  com- 
parée à  une  courbe  quelconque  donnée  y,  l'ordre  du  contact  le 
plus  intime  qu'elle  peut  avoir  avec  celle-ci  dépend  évidemment 
du  nombre  plus  ou  moins  grand  de  constantes  arbitraires  que 
renferme  son  équation  la  plus  générale ,  un  contact  de  l'ordre 
n  exigeant  n>|-l  conditions  analytiques,  qui  ne  sauraient  être 
^emplies  qu'avec  un  pareil  nombre  de  constantes  disponibles. 
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Par  conséquent ,  aoe  ligne  droite ,  dont  Téquation  la  plus  géné- 
rale contient  seulement  deux  coustantes  arbitraires,  ne  peut 
ayoir  ayec  une  coarbe  quelconque  qu'un  contact  du  premier 
ordre  :  d'où  découle  la  théorie  ordinaire  des  tangentes.  L'équa- 
tion du  cercle  renfermant ,  en  général ,  trois  constantes  arbi- 
traires, le  cercle  peut  avoir  avec  une  couri)e  quelconque  un 
contact  du  second  ordre ,  et  de  là  résulte ,  comme  cas  particu- 
lier, l'ancienne  théorie  du  cercle  osculateur.  En  considérant  une 
parabole ,  comme  il  y  a  quatre  constantes  arbitraires  dans  son 
équation  la  plus  complète  et  la  plus  simple ,  elle  est  susceptible, 
comparée  à  toute  autre  courbe,  d'une  intimité  plus  profonde, 
qui  peut  aller  jusqu'au  contact  du  troisième  ordre  :  de  môme, 
une  ellipse  comporterait  un  contact  du  quatrième  ordre,  etc. 

La  considération  précédente  est  propre  à  suggérer  une  inter- 
prétation géométrique  de  cette  théorie  générale  des  contacts , 
qui  me  semble  destinée  à  compléter  le  travail  de  Lagrauge ,  en 
assignant,  pour  définir  directement  les  divers  ordres  de  con- 
tacts ,  un  caractère  concret  plus  simple  et  plus  clair  que  celui 
indiqué  par  Lagrauge.  En  effet ,  ce  nombre  plus  ou  moins  grand 
de  constantes  arbitraires  contenues  dans  une  équation  a  pour 
^gnification  géométrique,  comme  nous  l'avons  établi  en  com- 
mençant cette  leçon ,  le  nombre  des  points  nécessaires  à  ren- 
tière détermination  de  la  courbe  correspondante,  lequel  se 
trouve  ainsi  marquer  le  degré  d'intimité  dont  cette  courbe  est 
susceptible  relativement  à  toute  autre.  Or,  d  un  autre  côté,  la 
loi  analytique  qui  exprime  ce  contact  par  l'égalité  d'un  pareil 
nombre  de  dérivées  successives  des  deux  ordonnées,  indique 
évidemment  que  les  deux  courbes  ont  alors  autant  de  points  in- 
finiment voisins  communs;  puisque ,  diaprés  la  nature  des  diffé- 
rentielles ,  il  est  clair  que  la  différence  de  l'ordre  n  dépend  de  la 
comparaison  de  n-j-1  ordonnées  consécutives.  On  peut  donc  se 
faire  directement  une  idée  nette  des  divers  ordres  de  contacts  , 
en  disant  qu'ils  consistent  dans  la  communauté  d'un  nombre 
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plus  oa  moins  grand  de  points  infiniment  voisins  entre  les  dem 
courbes.  En  termes  plas  rigoureux  ^  on  définirait^  par  exemple  > 
l'ellipse  osculatrice  an  troisième  ordre ,  en  la  regardant  comme 
la  limite  vers  laquelle  tendraient  les  ellipses  passant  par  doq 
points  de  la  coorbe  proposée  ^  à  mesure  que  quatre  de  ces 
points  supposés  mobiles  se  rapprocheraient  indéfiniment  du  cin- 
quième supposé  fixe. 

Cette  théorie  générale  des  contacts  est  évidemment  propre, 
par  sa  nature  ^  à  fournir  une  connaissance  de  plus  en  plus  pro- 
fonde de  la  courbure  d'une  courbe  quelconque ,  en  lui  compa- 
rant successivement  diverses  courbes  connues ,  susceptibles  d'an 
contact  de  plus  en  plus  intime;  ce  qui  permettrait  de  rendre 
aussi  exacte  qu'on  voudrait  la  mesure  de  la  courbure ,  en  chan- 
geant convenablement  le  terme  de  comparaison.  Ainri ,  U  est 
clair,  d'après  les  considérations  précédentes,  que  l'assimUation 
de  tout  arc  de  courbe  infiniment  petit  à  un  arc  de  parabole ,  en 
ferait  connaître  la  courbure  avec  plus  de  précision  que  par 
l'emploi  du  cercle  osculateur  ;  et  la  comparaison  avec  l'ellipse 
procurerait  encore  plus  d'exactitude ,  etc.  ;  en  sorte  qu'en  des- 
tinant chaque  type  primitif  à  approfondir  l'étude  du  type  sol- 
vant, on  pourrait  perfectionner  à  rinfini  la  théorie  des  courbes. 
Mais  la  nécessité  d'avoir  une  connaissance  nette  et  familière  de 
la  courbe  ainsi  adoptée  comme  unité  de  courbure,  détermine 
les  géomètres  à  renoncer  à  cette  haute  perfection  spéculative, 
pour  se  contenter,  en  réalité ,  de  comparer  toutes  les  courbes 
au  cercle  seulement,  en  vertu  de  l'uniformité  de  courbure,  pro- 
priété caractéristique  du  cercle.  Aucune  autre  courbe ,  en  effet, 
ne  peut  être  regardée^  sous  ce  rapport,  comme  assez  simple  et 
assez  connue  pour  pouvoir  être  utilement  employée ,  quoique 
l'on  n'ignore  plus  que  le  cercle  n'est  pas  P unité  de  courbure  la 
plus  convenable  abstraitement  Lagrange  s'est  donc  borné  défi- 
nitivement à  déduire  de  sa  conception  générale  la  théorie  da 

erclc  osculaleur,  ainsi  présentée  sous  un  point  de  vue  purement 
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analytique.  11  est  môme  remarquable  que  de  cette  seule  consi- 
dération il  ait  pu  conclure  avec  facilité  les  deux  propriétés  fon- 
damentales ci-dessus  indiquées  pour  les  développées ,  que  la 
simple  analyse  paraissait  d'abord  si  peu  propre  à  établir. 

J'ai  cru  devoir  considérer  la  théorie  des  contacts  des  courbes 
dans  sa  plus  grande  extension  spéculative ,  afin  d'en  faire  saisir 
convenablement  le  véritable  caractère.  Quoiqu'on  doive  la  ré  - 
duire  finalement  à  la  seule  détermination  effective  du  cercle  os- 
culateur,  il  y  a  sans  doute  y  sous  le  rapport  pliilosophique  ^  une 
profonde  différence  entre  concevoir  cette  dernière  considéra- 
tion ^  pour  ainsi  dire,  comme  le  dernier  terme  des  efforts  de 
l'esprit  humain  dans  l'étude  des  courbes ,  ainsi  qu'on  le  faisait 
avant  Lagrange ,  et  n'y  voir,  au  contraire  ^  qu'un  simple  cas  par- 
ticulier d'une  théorie  générale  très-étendue ,  à  l'examen  duquel 
on  doit  babituellement  se  borner,  en  sachant  néanmoins  que 
d'autres  comparaisons  pourraient  perfectionner  davantage  la 
doctrine  géométrique. 

Après  avoir  envisagé  les  principales  questions  de  géométrie 
générale  relatives  aux  propriétés  des  courbes,  il  me  reste  à  si- 
gnaler celles  qui  se  rapportent  aux  rectifications  et  aux  quadra- 
tures, dans  lesquelles  consiste  proprement ,  suivant  l'explication 
donnée  dans  la  dixième  leçon ,  le  but  définitif  de  la  science  géo- 
métrique. Mais  ayant  eu  occasion  précédemment  {voyez  la  6°*® 
leçon)  d'établir  les  formules  générales  qui  expriment,  à  l'aide 
de  certaines  intégrales^  la  longueur  et  l'aire  d'une  courbe 
plane  quelconque  dont  l'équation  rectiligne  est  donnée,  et  de- 
vant d'ailleurs  m'interdire  ici  toute  application  à  aucune  courbe 
particulière ,  cette  partie  importante  du  sujet  se  trouve  suffisam- 
ment traitée.  Je  me  bornerai  seulement  à  Indiquer  les  formules 
propres  à  déterminer  l'aire  et  le  volume  des  corps  produits  par 
la  révolution  des  courbes  planes  autour  de  leurs  axes. 

Supposons^  comme  on  peut  évidemment  toujours  le  faire,  que 
Taxe  de  rotation  soil  pris  pour  axe  des  abcisses;  et,  suivant 
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l'esprit  de  la  méthode  infinitésimale  proprement  dite ,  la  seule 
bien  convenable  jusqu'ici  aux  recherches  de  cette  nature  »  con- 
cevons que  l'abcisse  augmente  d'une  quantité  infiniment  petite  : 
cet  accroissement  déterminera  dans  l'arc  et  dans  l'aire  de  la 
courbe  des  augmentations  différentielles  analogues  qui,  parla 
révolution  autour  de  l'axe ,  engendreront  les  éléments  de  la  sur- 
face et  du  volume  cherchés,  n  est  aisé  de  vohr  que,  en  négli- 
geant seulement  un  infiniment  petit  du  second  ordre  tout  an 
plus,  on  pourra  regarder  ces  éléments  comme  égaux  à  la  sur- 
face et  au  volume  du  tronc  de  cône  ou  du  cylindre  correspon- 
dant, ayant  pour  hauteur  la  différentielle  de  l'abdsse ,  et  pour 
rayon  de  sa  base  l'ordonnée  du  point  considéré.  D'après  cda, 
en  appelant  S  et  V  la.  surface  et  le  volume  demandés ,  les  plv 
simples  propositions  de  la  géométrie  élémentaire  fouroiront 
inmiédiatement  les  équations  différentielles  générales 

dS  =  2nydx,     dV  =  ny*dx, 

Ainsi,  lorsque  la  relation  entre  y  et  a;  sera  donnée  dans  Ghaqoc 
cas  particulier,  les  valeurs  de  5  et  de  T  seront  exprimées  par 
les  deux  intégrales 

^=2  7r  Jyds,      V=it  Cy^dx; 

prises  entre  les  limites  convenables.  Telles  sont  les  formules  in- 
variables d'après  lesquelles,  depuis  Leibnitz,  les  géomètres  ont 
résolu  un  grand  nombre  de  questions  de  ce  genre ,  quand  la 
progrès  du  calcul  intégral  l'ont  permis. 

On  pourrait  aussi  comprendre  au  nombre  des  recherches  de 
géométrie  générale  à  deux  dimensions,  l'importante  détermi- 
nation des  centres  de  gravité  des  arcs  ou  des  aires  appartenant 
à  des  courbes  quelconques ,  quoique  cette  considération  ait  sod 
origine  dans  la  mécanique  rationnelle.  Car,  en  définissant  k 
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^ntre  de  gravité  comme  étant  le  centre  des  moyennes  distances , 
:'est-à-dire  an  point  dont  la  distance  à  nn  plan  on  à  mi  axe 
luelconque  est  la  moyenne  aritiimétique  entre  lés  distances  de 
Loosles  points  du  corps  à  ce  plan  ou  à  cet  axe,  il  est  clair  que 
cette  question  devient  parement  géométrique,  et  peut  être 
traitée  sans  aucun  recours  à  la  mécanique.  Mais,  malgré  une  telle 
considération,  dont  nous  reconnaîtrons  plus  tard  l'importance 
pour  généraliser  suffisamment  et  avec  facilité  ia  notion  du 
centre  de  gravité,  il  est  certain,  d*un  autre  côté,  que  la  desti- 
nation essentielle  de  cette  recherche  doit  continuer  à  la  faire 
classer  plus  convenablement  parmi  ies  questions  de  mécanique; 
^piolque^  par  sa  nature  propre^  et  aussi  par  le  caractère  analy- 
ticpie  de  la  méthode  correspondante,  elle  appartienne  réelle- 
ment à  la  géométrie ,  ce  qui  m'a  engagé  à  rUidiquer  ici  par  an- 
ticipation. 

Telles  sont  les  principales  questions  fondamentales  dont  se 
compose  le  système  actuel  de  notre  géométrie  générale  à  deux 
dimensions.  On  voit  que ,  sous  le  rapport  analytique ,  elles  peu- 
vent être  nettement  distinguées  en  trois  classes  :-la  première, 
oomprenant  les  recherches  géométriques  qui  dépendent  seule- 
ment de  l'analyse  ordinaire  ;  la  seconde,  celles  dont  la  solution 
exige  l'emploi  du  calcul  différentiel;  la  troisième,  enfin,  celles 
qoi  ne  peavent  être  résolues  qu'à  l'aide  du  calcul  intégral. 

Il  nous  reste  maintenant  à  considérer  sous  le  même  aspect , 
dans  ia  leçon  suivante,  l'ensemble  de  la  géométrie  générale  à 
trois  dimensions. 
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Bc  la  fCométiie  «£iiébai.e  à  trots  dlmeiisloiiAi 

L'étude  des  surfaces  se  compose  d'une  suite  de  questions  gé- 
nérales exactement  analogues  à  celles  indiquées  dans  la  leçon 
précédente  par  rapport  aux  lignes.  Il  est  inutile  de  considérer 
ici  distinctement  celles  qui  ne  dépendent  que  de  l'analyse  ordi- 
naire, car  elles  se  résolvent  par  des  méthodes  essentieliement 
semblables  ;  soit  qu'il  s'agisse  de  connaître  le  nombre  des  points 
nécessaires  à  l'entière  détermination  d'une  surface ,  soit  qu'on 
s'occupe  de  la  recherche  des  centres,  soit  qu'on  demande  les 
conditions  précises  de  la  similitude  entre  deux  surfaces  du  même 
genre ,  etc.  Il  n'y  a  d'autre  différence  analytique  que  d'envisa- 
ger des  équations  à  trois  variables  au  lieu  d'équations  à  deni 
variables.  Je  passe  donc  immédiatement  aux  questions  qui 
exigent  l'emploi  de  l'analyse  transcendante,  en  insistant  seule- 
ment sur  les  considérations  nouvelles  qu'elles  présentent  relati- 
vement aux  surfaces. 

La  première  théorie  générale  est  celle  des  plans  tangents.  En 
se  servant  de  la  méthode  infinitésimale  proprement  dite,  on 
peut  aisément  trouver  l'équation  du  plan  qui  touche  une  surface 
quelconque  en  un  point  donné,  et  qui  est  alors  défini  comme 
coïncidant  avec  la  surface  dans  une  étendue  infiniment  petite 
tout  autour  du  point  de  contact.  Il  suffit ,  en  effet ,  de  considé- 
rer que,  afin  de  remplir  une  telle  condition ,  l'accroissement 
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infiniment  petil  reçu  par  l'ordonnée  verticale  en  résultat  des  ac- 
croissements infiniment  petits  des  deux  coordonnées  horizon- 
tales 5  doit  être  le  même  pour  le  plan  que  pour  la  surface ,  et 
cela  indépendamment  d'aucune  relation  déterminée  entre  ces 
deux  derniers  accroissements ,  sans  quoi  la  coïncidence  n'aurait 
pas  lieu  en  tout  sens.  D'après  cette  idée  9  l'analyse  donne  im- 
médiatement l'équation  générale  : 

dz'  dz' 

pour  celle  du  plan  tangent ,  x^,  y',  z',  désignant  le.s  coordonnées 
du  point  de  contact.  La  détermination  de  ce  plan,  dans  chaque 
cas  particulier,  se  trouve  ainsi  réduite  à  une  simple  dilTérentia- 
tion  de  l'équation  de  la  surface  proposée. 

On  peut  aussi  obtenir  cette  équation  générale  du  plan  tan- 
gent, en  faisant  dépendre  sa  recherche  de  la  seule  théorie  des 
tangentes  aux  courbes  planes.  Il  faut^  pour  cela,  considérer  ce 
plan ,  ainsi  qu'on  le  fait  habituellement  en  géométrie  descrip- 
tive,  comme  déterminé  par  les  tangentes  à  deux  sections  planes 
quelconques  de  la  surface  passant  au  point  donné.  En  choisis- 
sant les  plans  de  ces  sections  parallèles  à  deux  des  plans  coor- 
donnés, on  parvient  sur-le-champ  à  Téquation  précédente. 
Cette  manière  de  concevoir  le  plan  tangent  donne  lieu  d'établir 
facilement  un  important  théorème  de  géométrie  générale,  que 
Monge  a  démontré  le  premier,  et  qui  consiste  en  ce  que  les 
tangentes  à  toutes  les  courbes  qu'on  peut  tracer  en  un  même 
point  sur  une  surface  quelconque  sont  toujours  comprises  dans 
un  même  plan. 

Enfin,  il  est  encore  possible  de  parvenir  à  l'équation  générale 
du  plan  tangent  en  le  considérant  comme  perpendiculaire  à  la 
normale  correspondante,  et  définissant  celle-ci  par  sa  propriété 
géométrique  directe  d'être  le  chemin  maximum  ou  minimum 
pour  aller  d'un  point  extérieur  à  la  surface.  La  méthode  ordi- 
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naire  des  maxima  et  minima  suffit  pour  former,  d*après  cette 
notion,  les  deux  équations  de  la  normale,  en  appliquant  cette 
méthode  à  l'expression  de  la  distance  entre  les  deux  points,  l'un 
situé  sur  la  surface,  Tautre  extérieur,  dont  le  premier  conço 
comme  variable^  est  ensuite  supposé  fixe  quand  les  conditions 
analytiques  ont  été  exprimées,  tandis  que  le  second,  primitive- 
ment constant,  est  alors  envisagé  comme  mobile,  et  décrit  la 
droite  cherciiée.  Les  équations  de  la  normale  une  fois  obtenues, 
on  en  déduit  aisément  celle  du  plan  tangent  Cette  ingénieuse 
manière  de  rétablir  est  également  due  à  Monge. 

La  question  fondamentale  que  nous  venons  d'examiner  de- 
vient, comme  dans  le  cas  des  courbes,  la  base  d'un  grand 
nombre  de  recherches  relatives  à  la  détermination  du  plan  tan- 
gent,  lorsqu'on  remplace  le  point  de  contact  donné  par  d'autres 
conditions  équivalentes.  Le  plan  t^gent  ne  peut  point  évidem- 
ment être  déterminé  par  un  seul  point  donné  extérieur,  comme 
Test  la  tangente  :  il  faut  l'assujettir  à  contenir  une  droite  don- 
née ;  à  cela  près ,  l'analogie  est  parfaite ,  et  les  deux  questicms 
se  résolvent  de  la  même  manière.  Il  en  est  de  même  si  le  plan 
tangent  doit  être  parallèle  à  un  plan  donné ,  ce  qui  fixe  la  va- 
leur des  deux  constantes  qui  assignent  sa  direction,  et  par  suite 
détermine  les  coordonnées  du  point  de  contact ,  dont  ces  cons- 
tantes sont,  pour  chaque  surface  désignée,  des  fonctions  con- 
nues. Enfin  on  peut  aussi  trouver  comme  dans  les  courbes,  la 
relation  analytique  qui  exprime  généralement  le  simple  phéno- 
mène du  contact  entre  un  plan  et  une  surface ,  sans  spécifier  le 
lieu  de  ce  contact;  d'où  résulte  pareillement  la  solution  de  plu- 
sieurs questions  relatives  aux  plans  tangents ,  entr'autres  celle 
qui  consiste  à  déterminer  un  plan  qui  touche  à  la  fois  trois  sur- 
faces quelconques  données,  recherche  analogue  à  celle  delà 
tangente  commune  à  deux  courbes. 

La  théorie  générale  des  contacts  plus  ou  moins  intimes  qui 
peuvent  exister  entre  deux  surfaces  quelconques  par  suite  des 
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relations  plus  ou  moins  nombreuses  de  leurs  équations ,  se  forme 
d'après  une  métliode  exactement  semblable  à-  celle  indiquée 
dans  la  leçon  précédente  relativement  aux  courbes  y  en  expri- 
mant^ à  l'aide  de  la  série  de  Taylor  pour  les  fonctions  de  deux 
variables»  la  distance  verticale  des  deux  surfaces  en  un  second 
point  voisin  de  leur  point  d'intersection ,  et  dont  les  coordon- 
nées horizontales  auraient  reçu  deux  accroissements  hei  k  en- 
tièrement indépendants  l'un  de  l'autre.  La  considération  de 
cette  distance  5  développée  selon  les  puissances  croissantes  de  k 
et  A; 5  et  dans  l'expression  de  laquelle  on  supprimera  successive- 
ment les  termes  du  premier  degnré  en  A  et  A: ,  ensuite  ceux  du 
second,  etc. ,  déterminera  les  conditions  analytiques  des  con- 
tacts de  différents  ordres  que  peuvent  avoir  les  deux  surfaces 
suivant  le  plus  ou  moins  grand  nombre  de  constantes  arbitraires 
contenues  dans  l'équation  générale  de  celle  qu'on  regarde 
comme  variable.  Mais  y  malgré  la  conformité  de  méthode^  cette 
théorie  présentera  avec  celle  des  courbes  une  différence  fonda- 
mentale relativement  an  nombre  de  ces  conditions,  par  suite 
de  la  nécessité  où  Ton  se  trouve  dans  ce  cas  de  considérer  deux 
accroissements  indépendants  au  lieu  d'an  seul.  Il  en  résulte ,  en 
effet  >  que  5  afin  que  chaque  contact  ait  Heu  dans  tous  les  sens 
possibles  autour  du  point  commun ,  on  doit  annuler  séparément 
tons  les  différents  termes  du  même  degré  correspondant,  et, 
dont  le  nombre  augmentera  d'autant  plus  que  ce  degré  ou 
Tordre  du  contact  sera  plus  élevé.  Ainsi,  après  la  condition  de 
l'égalité  des  deux  ordonnées  verticales  z  nécessaire  pour  la 
shmple  intersection ,  on  trouvera  que  le  contact  du  premier 
ordre  exige,  en  outre,  deux  relations  distinctes,  consistant  dans 
l'égalité  respective  des  deux  fonctions  dérivées  partielles  du 
premier  ordre  propres  à  chaque  ordonnée  verticale.  En  passant 
au  contact  du  second  ordre ,  il  faudra  ajouter  encore  trois  nou- 
velles conditions ,  à  cause  des  trois  termes  distincts  du  second 
degré  en  A  et  A:  dans  l'expression  de  la  dislance ,  et  dont  la  sup- 

•23 
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pression  complète  exigera  Tégalité  respective  des  trois  fonctions 
dérivées  partielles  du  second  ordre  relatives  au  z  de  chaque  sur- 
face. On  trouvera  de  la  même  manière  que  le  contact  du  troi- 
sième ordre  donne  lieu  en  outre  à  quatre  autres  relations  ^  et 
ainsi  de  suite ,  le  nombre  des  dérivées  partielles  de  chaque  ordre 
restant  constamment  égal  au  nombre  de  termes  en  A  et  Ar  do 
degré  correspondant.  Il  est  aisé  d'en  conclure,  en  général,  que 
le  nombre  total  des  conditions  distinctes  nécessaires  au  contact 

de  l'ordre  n,  a  pour  valeur  ^^^  '  ;  "*"  ^\  tandis  que  dans  les 

courbes,  il  était  simplement  égal  à  it-f-i. 

Par  suite  de  celte  seule  différence  essentielle^  la  théorie  des 
surfaces  est  loin  d'offrir  à  cet  égard  la  même  facilité  et  de  com- 
porter la  même  perfection  que  celle  des  courbes.  Quand  on  se 
borne  au  contact  du  premier  ordre  »  il  y  a  parité  complète, 
puisque  ce  contact  n'exige  que  trois  conditions ,  auxquelles  on 
peut  toujours  satisfaire  à  l'aide  des  trois  constantes  arbitraires 
que  renferme  l'équation  générale  d'un  plan;  de  là  résulte, 
comme  cas  particulier,  la  théorie  des  plans  tangents,  exacte- 
ment analogue  à  celle  des  tangentes  aux  courbes ,  et  présentant 
la  même  utilité  pour  étudier  la  forme  d'une  surface  quelconque. 
Mais  il  n'en  est  plus  ainsi  lorsqu'on  considère  le  contact  du  se- 
cond ordre ,  afin  de  mesurer  la  courbure  des  surfaces,  n  serait 
naturel  alors  de  comparer  toutes  les  surfaces  à  la  sphère ,  la 
seule  qui  présente  une  courbure  uniforme,  comme  on  compare 
toutes  les  courbes  au  cercle.  Or,  le  contact  du  second  ordre 
entre  deux  surfaces  exigeant  six  conditions ,  tandis  que  l'équa- 
tion la  plus  générale  d'une  sphère  contient  seulement  quatre 
constantes  arbitraires,  il  n'est  pas  possible  de  trouver,  en  cha- 
que point  d'une  surface  quelconque ,  une  sphère  qui  soit  com- 
plètement osculatrice  en  tous  sens,  au  lieu  que  nous  avons  vn 
un  arc  de  courbe  infiniment  petit  pouvoir  toujours  être  assimilé 
à  un  certain  arc  de  cercle.  D'après  cette  impossibilité  de  mesu- 
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rer  la  courbure  d'une  surface  eu  chac^ue  point  à  l'aide  d'une 
seule  sphère ,  les  géomètres  ont  déterminé  les  coordonnées  du 
centre  et  le  rayon  d'une  sphère  qui,  au  lieu  d'être  osculatrice 
en  tout  sens  indistinctement ,  le  serait  seulement  dans  une  cer- 
taine direction  particulière ,  correspondante  à  un  rapport  donné 
entre  les  deux  accroissements  h  et  k.  Il  suffit  alors,  en  effet, 
pour  établir  ce  contact  du  second  ordre  relatifs  d'ajouter,  aux 
trois  conditions  ordinaires  du  contact  du  premier  ordre ,  la  con- 
dition unique  qui  résulte  de  la  suppression  totale  des  termes  du 
second  degré  en  A  et  A;  envisagés  collectivement ,  sans  qu'il  soit 
nécessaire  de  les  annuler  chacun  séparément  ;  le  nombre  des 
relations  se  trouve  par  là  seulement  égal  à  celui  des  constantes 
disponibles  renfermées  dans  l'équation  générale  de  la  sphère, 
qui  est  ainsi  déterminée.  Ce  procédé  se  réduit  proprement  à 
étudier  la  courbure  d'une  surface  en  chaque  point  par  celle  des 
différentes  courbes  que  tracerait  sur  cette  surface  une  suite  de 
plans  menés  par  la  normale  correspondante. 

D'après  la  formule  générale  qui  exprime  le  rayon  de  cour- 
bure de  chacune  de  ces  sections  normales  en  fonction  de  sa  di- 
rection ,  Ëuler,  auquel  est  essentiellement  due  toute  cette  théo- 
rie, a  découvert  plusieurs  théorèmes  importants  relatifs  à  une 
surface  quelconque.  Il  a  d'abord  aisément  établi  que,  parmi 
toutes  les  sections  normales  d'une  surface  en  un  même  point, 
OD  en  pouvait  distinguer  deux  principales,  dont  la  courbure, 
comparée  à  celle  de  toutes  les  autres,  était  un  minimum  pour  la 
première ,  et  un  maximum  pour  la  seconde ,  et  dont  les  plans 
présentent  cette  circonstance  remarquable  d'être  constamment 
perpendiculaires  entre  eux.  Il  a  fait  voh:  ensuite  que,  quelle 
que  pût  être  la  surface  proposée,  et  sans  qu'il  fût  même  néces- 
saire de  la  définir ,  la  courbure  de  ces  deux  sections  principales 
suffisait  seule  pour  déterminer  complètement  celle  d'une  autre 
section  normale  quelconque,  à  l'aide  d'une  formule  invariable 
et  très-simple,  d'après  l'inclinaison  du  plan  de  cette  section  sur 
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celui  de  la  section  de  plus  grande  ou  de  plus  petite  cooriMire. 
En  considérant  cette  formule  comme  l'équation  polaire  d'une 
certaine  courbe  plane  ^  il  en  a  déduit  une  ingénieuse  construc- 
tion, éminemment  remarquable  par  sa  généralité  et  par  sa  sim- 
plicité. Elle  consiste  en  ce  que,  si  Ton  construit  une  ellipse 
telle  que  les  distances  d'un  de  ses  foyers  aux  deux  extrémités 
du  grand  axe  soient  égales  aux  deux  rayons  de  courbure  tnazi- 
mum  et  minimum ,  le  rayon  de  courbure  de  toute  autre  section 
normale  sera  égal  à  celui  des  rayons  vecteurs  de  l'ellipse  qui 
fera  arec  Taxe  un  angle  double  de  rincUnaisondu  plan  de  cette 
section  sur  celui  d'une  des  sections  principales.  Cette  ellipse  se 
change  en  une  hyperbole  construite  de  la  même  manière,  quand 
les  deux  sections  principales  ne  tournent  pas  leur  coDcaytté  dans 
le  même  sens  :  enfin  elle  devient  une  parabole,  lorsque  la  sur- 
face est  du  genre  de  celles  qui  peuvent  être  engendrées  par  une 
ligne  droite,  ou  qu'elle  présente  une  inflexion  au  point  que  l'on 
considère.  De  cette  belle  propriété  fondamentale ,  on  a  conclu 
plus  tard  un  grand  nombre  de  théorèmes  secondaires  plus  ou 
moins  Intéressants ,  que  ce  n'est  pas  ici  le  lieu  d'indiquer.  Je 
dois  seulement  signaler  le  théorème  essentiel  par  lequel  Meu- 
nier a  complété  le  travail  d'Euler,  en  rattachant  la  courbure  de 
toutes  les  courbes  quelconques  qui  peuvent  être  tracées  sur  une 
surface  en  un  même  point,  à  celle  des  sections  normales,  les 
seules  qu'Euler  eût  considérées.  Ce  théorème  consiste  en  ce  que 
le  centre  de  courbure  de  toute  section  oblique  peut  être  envi- 
sagé comme  la  projection  sur  le  plan  de  cette  section,  du  centre 
de  courbure  correspondant  à  la  section  normale  qui  passerait 
par  la  même  tangente  :  d'où  Meunier  a  déduit  une  construction 
fort  simple ,  d'après  laquelle ,  par  l'emploi  d'un  cercle  analogue 
à  Tellipse  d'Euler,  on  détermine  la  courbure  des  sections  obli- 
ques, connaissant  celle  des  sections  normales;  en  sorte  que , 
par  la  combinaison  des  deux  théorèmes,  la  seule  courbure  des 
deux  sections  normales  principales  suffit  pour  obtenir  celle  de 
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Ilesl0!>  auli'iis  courbes  qu'on  peul  tracer  sur  une  surface  d'une 
'Wânière  quelconque  en  chaque  point  considéré. 

La  théorie  préccdenle  permet  d'étudier  complètement,  point 
par  point,  la  courbure  d'une  surface  quelconque.  Afin  de  lier 
plus  aisément  entre  elles  les  cousidérallons  relatives  aui  divers 
points  d'une  même  surface ,  les  géomètres  ont  cherché  à  déter- 
miner ce  qu'ils  appellent  les  ligmi  de  courbure  d'une  surface , 
c'esl-a-iiire,  celles  qui  jouissent  de  la  propriété  que  les  nor- 
males consécutives  à  la  surface  peuvent  y  être  regardées  comme 
comprises  dans  un  même  plan.  Eu  chaque  point  d'une  surface 
quelconque,  il  existe  deux  de  ces  lignes,  qui  se  trouvent  élre 
constamment  perpendiculaires  entre  elles,  et  dont  les  directions 
coïncident  îi  leur  origioe  avec  celles  des  deux  sections  normales 
principales  cousidérées  ci-dessus ,  ce  qui  peut  dispenser  d'envi- 
sager distinctement  ces  dernières.  La  détermination  de  ces  li- 
gnes de  courbure  s'effectue  très-simplement  sur  les  surfaces  les 
plus  usuelles,  telles  que  les  surfaces  cylindriques,  coniques,  et 
de  révolution.  Cette  nouvelle  considération  fondamentale  est 
d'ailleurs  devenue  le  point  de  départ  de  plusieurs  autres  recher- 
ches générales  moins  Importantes ,  comme  celle  des  surf'uces  de 
courbure^  qui  sont  les  lieux  géométriques  des  centres  de  cour- 
bure des  diverses  sections  principales;  celle  des  surfaces  déve- 
loppabtes  formées  par  les  normales  h.  la  surface  menées  aux 
difTérents  points  de  chaque  ligne  de  courbure ,  elc. 

Pour  terminer  l'examen  de  la  théorie  de  la  courbure .  il  me 
reste  à  indiquer  sommairement  ce  qui  se  rapporte  aux  courbes  à 
double  courbure,  c'est-à-dire  ,  k  celles  qui  ne  peuvent  être  con- 
tenues dans  un  plan. 

louant  à  la  détermination  de  leurs  tangentes,  elle  n'ollre  évi- 
demment aucune  ditlicullé.  Si  la  courbe  est  donnée  analytique- 
ment  par  les  équations  de  ses  projections  sur  deux  des  plans 
coordonnés,  les  équations  de  sa  tangente  .^ronl  simplement 
celles  des  tangentes  k  ces  doux  projections,  ce  qui  fait  rentrer 
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la  question  dans  le  cas  des  courbes  planes.  Si ,  sons  un  point  de 
vue  plus  général 5  la  définition  analytique  de  la  courbe  consiste, 
ainsi  que  Tindique  la  douzième  leçon ,  dans  le  système  des  équa- 
tions des  deux  surfaces  quelconques  dont  elle  serait  Pintersec- 
tion ,  on  regardera  la  tangente  comme  étant  Pintersection  des 
plans  tangents  à  ces  deux  surfaces ,  et  le  problème  sera  ramené 
à  celui  du  plan  tangent^  résolu  ci-dessus. 

La  courbure  des  courbes  de  cette  nature  donne  lieu  à  l'éta- 
blissement d'une  notion  nouvelle  fort  importante.  En  effet ,  dans 
une  courbe  plane ,  la  courbure  se  trouve  être  suffisamment  ap- 
préciée en  mesurant  Finflexion  plus  ou  moins  grande  des  élé- 
ments consécutifs  les  uns  sur  les  autres ,  qui  est  estimée  indirec- 
tement par  le  rayon  du  cercle  osculateur.  Mais  il  n'en  est  nul- 
lement ainsi  dans  une  courbe  qui  n'est  point  plane.  Les  éléments 
consécutifs  n'étant  plus  alors  contenus  dans  un  même  plan^  on 
ne  peut  avoir  une  idée  exacte  de  la  courbure  qu'en  considérant 
distinctement  les  angles  qu'ils  forment  entre  eux  et  aussi  les  in- 
clinaisons mutuelles  des  plans  qui  les  comprennent.  U  faut  donc, 
avant  tout^  commencer  par  fixer  ce  qu'on  doit  entendre  à  chaque 
instant  par  le  plan  de  la  courbe ,  c'est-à-dire ,  celui  que  déter- 
minent trois  points  infiniments  voisins,  et  qu'on  appelle,  pour 
cette  raison ,  le  pian  osculateur,  qui  change  continuellement 
d'un  point  à  un  autre.  La  position  de  ce  plan  une  fois  obtenue, 
la  mesure  de  la  courbure  ordinaire ,  à  Paide  du  cercle  oscula- 
teur, ne  présente  plus  évidemment  aucune  difficulté  nouvelle. 
Quand  à  la  seconde  courbure,  elle  est  estimée  par  Pangle  plus 
ou  moins  grand  que  forment  entre  eux  deux  plans  osculateurs 
consécutifs ,  et  dont  il  est  aisé  de  trouver  généralement  Pexpres- 
siou  analytique.  Pour  établir  plus  d'analogie  entre  la  théorie  de 
cette  courbure  et  celle  de  la  première ,  on  pourrait  également 
la  regarder  comme  mesurée  indirectement  d'après  le  rayon  de 
la  sphère  osculatrke  qui  passerait  par  quatre  points  infiniment 
voisins  de  la  courbe  proposée,  et  dont  l'équation  $,e  formerait  de 
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Bfinie  maniëre  que  celle  du  plan  osculaleur.  On  l'apprécie 
OTdlnairement  par  la  courbure  maximuin  que  présente,  au  point 
considéré,  la  surface  développable  qui  csl  le  lieu  géoméiriquede 
toates  les  tangentes  à  la  courbe  proposée- 

Nous  devons  passer  maintenant  à  l'indication  des  questions  de 
géométrie  générale  k  trois  dimensions  qui  dépendent  du  calcul 
Intégral  ;  elles  comprenneul  la  quadrature  des  surfaces  courbes, 
et  la  culialure  des  volumes  correspondanls. 

Relativemenl  fila  quadrature  des  surfaces  courbes,  il  i^ut, 
pour  établir  l'équation  dilTérentlelle  générale ,  concevoir  la  sur- 
face partagée  en  éléments  plans  luriniment  petits  dans  tous  les 
sens,  par  quatre  plans  perpendiculaires  deux  à  deu\  aux  axes 
des  coordonnées  x  et  y.  Chacun  de  ces  éléments ,  situé  dans  le 
plan  tangent  correspondant ,  aurait  évidemment  pour  projection 
horizontale ,  le  rectangle  formé  par  les  différentielles  des  deux 
coordonnées  horizontales .  et  dont  l'aire  serait  dxdi/.  Celte  aire 
donnera  celle  de  l'élément  lui-même .  d'après  un  théorème  élé- 
mentaire fort  simple,  en  la  divisant  parle  cosinus  de  l'angle  que 
f^t  le  plan  tangent  avec  le  plan  des  x.  y.  On  trouvera  ainsi  que 
l'expression  de  cet  élément  est  généralement  : 


(PS^^dxdy  I 


C'est  donc  par  la  double  intégration  de  cette  formule  différen- 
tielle à  deux  variables  qu'on  connaîtra,  dans  chaque  cai  parti- 
culier, l'aire  de  la  surface  proposée ,  autan)  que  pourra  te  per- 
mettre l'imperfection  actuelle  du  calcul  iniégral.  Les  limites  de 
chaque  mlégrale  successive  seront  déterminées  par  la  nature 
des  surfaces  dont  l'interseciion  avec  celle  que  l'on  considère  de- 
vra circonscrire  l'étendue  à  mesurer,  en  sorle  que,  dans  l'ap- 
plication  de  cette  méthode  générale,  il  faudra  apporter  un  soin 
particulier  k  la  manière  de  fixer  les  constantes  arbitraires  ou 
les  fonctions  arbilraires  introduites  par  l'Intégration. 
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Relativement  à  la  cubatare  des  volâmes  terminés  par  les  sur- 
faces courbes,  le  système  de  plans  à  l'aide  duqnel  nous  venons 
de  différentier  Taire,  peut  aussi  servir  immédiatement  à  décom- 
poser le  volume  en  éléments  polyèdres.  Il  est  clair,  en  effet,  que 
Tespace  infiniment  petit  du  second  ordre  compris  entre  ces 
quatre  plans,  doit  être  envisagé ,  suivant  Fesprit  de  la  méthode 
infinitésimale ,  comme  égal  au  parallélipipède  rectangle  ayant 
pour  hauteur  Tordonnée  verticale  z  du  point  que  l'on  considère 
et  pour  base  le  rectangle  dxiyy  puisque  leur  différence  est  évi- 
demment un  infiniment  petit  du  troisième  ordre,  moindre  que 
dzdydz.jy^'^x^  cela,  un  des  plus  simples  théorèmes  de  la  géo- 
métrie élémentaire  fournira  directement,  pour  l'expression  dif- 
férentielle du  volume  cherché,  l'équation  générale 

à}  V  zzz  zdxdy; 

d'où  Ton  déduira,  par  une  double  intégration,  dans  chaque  cas 
particulier,  la  valeur  effective  de  ce  volume ,  en  ayant  le  même 
égard  que  précédemment  à  la  détermination  des  limites  de 
chaque  intégrale ,  conformément  à  la  nature  des  surfaces  qui 
devront  circonscrire  latéralement  le  volume  proposé. 

Sans  entrer  ici  dans  aucun  détail  relatif  à  la  solution  défini- 
tive de  l'une  ou  de  l'autre  de  ces  deux  questions  fondamen- 
tales ,  il  peut  être  utile  de  remarquer,  d'après  les  équations 
différentielles  précédentes,  une  analogie  générale  et  singulière 
qui  existe  nécessairement  entre  elles,  et  qui  permettrait  de 
transformer  toute  recherche  relative  à  la  quadrature  en  une 
recherche  correspondante  relative  à  la  cubature.  On  voit,  en 
effet ,  que  les  deux  équations  différentielles  ne  diffèrent  que  par 

le  changement  de  z  en  1/  ^  +  ^^  +  1  en  passant  de  la  se- 
conde à  la  première.  Ainsi  l'aire  d'une  surface  courbe  quel- 
conque peut  être  regardée  comme  numériquement  égale  au 
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volume  d'an  corps  lennioé  par  une  surface  douL  l'ordonnée 
verticale  anrail  à  chaque  instant  pour  valeur  la  sêcanle  de  l'angle 
que  fait  avec  le  plan  horiitoiUal  le  plan  langeni  correspunUanl  ù 
la  surface  primitive,  les  limiles  élanl  d'ailleurs  supposées  res- 
pectivement les  mêmes. 

Pour  terminer  Tesamen  philosophique  de  la  géométrie  géné- 
rale a  trois  dimensions,  il  me  reste  à  considérer  sommairement 
la  belle  conception  fondamentale  établie  par  Monge  relativc- 
lueni  à  la  ciassificaliOD  analytique  des  surfaces  en  familles  natu- 
relles, qui  doit  être  regardée  comirie  le  perfectionnement  le 
plus  important  qu'ail  reçu  la  science  géométrique  depuis  Des- 
cartes etLellinitz. 

Quand  on  se  propose  d'étudier,  sous  un  point  de  vue  géné- 
ral ,  les  propriétés  spéciales  des  diverses  surfaces ,  la  première 
difficulté  qui  se  présente  consiste  dans  l'absence  d'une  bonne 
classification ,  déterminée  par  les  caractères  géométriques  les 
plus  essentiels,  et  d'ailleurs  suffisamment  simple.  Dès  la  fonda- 
tion de  la  géométrie  analytique ,  les  géomètres  ont  été  involon- 
tatrement  conduits  i  classer  les  surfaces,  comme  les  courbes, 
par  la  forme  et  le  di-gré  de  leurs  équations,  seule  conadératJoo 
qui  s'olTrit  d'elle-mCme  à  l'esprit  pour  servir  de  base  i  une  dis- 
tinction dont  l'importance  n'avait  d'abord  été  nullement  sentie. 
Mais  il  est  aisé  de  voir  que  ce  principe  de  elassiflcation ,  conve- 
nablement applicable  aux  équations  du  premier  et  du  second 
degré,  ne  remplit  aucune  des  conditions  principales  auxquelles 
doit  satisfaire  un  tel  travail.  Sn  effet,  on  sait  que  Newton,  en 
discutant  l'équaiion  générale  du  troisième  degré  à  deux  varia- 
bles, pour  se  borner  à  la  simple  énuraération  des  diverses 
courbes  planes  qu'elle  peut  représenter,  a  reconnu  que ,  bien 
qu'elles  fussent  toutes  nécessairement  indéllnies  en  tout  sens, 
on  devait  en  distinguer  Ih  espèces  particulières,  aussi  diffé- 
rentes les  unes  desautresque  le  sont  entre  elles  les  trois  courbes 
ilu  second  degré.  Quoique  personne  n'ait  analysé  sous  le  même 
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point  de  vue  l'équation  générale  du  quatrième  degré  à  deux  va- 
riables ^  il  D'est  pas  douteux  qu'elle  ne  dût  faire  naître  on  nom- 
bre beaucoup  plus  considérable  encore  de  courbes  distinctes; 
et  ce  nombre  devrait  évidemment  augmenter  avec  une  prodi- 
gieuse rapidité  d'après  le  degré  de  Téquation.  Si  maintenant 
Ton  passe  aux  équations  à  trois  variables ,  qui,  vu  leur  plus 
grande  complication ,  présentent  nécessairement  bien  plus  de 
variété ,  U  est  incontestable  que  le  nombre  des  surfaces  vrai- 
ment distinctes  qu'elles  peuvent  exprimer  doit  être  encore  plus 
multiplié  9  et  croître  beaucoup  plus  rapidement  d'après  le  degré. 
Cette  multiplicité  devient  telle  5  qu'on  s'est  toujours  borné  à  ana- 
lyser ainsi  les  équations  des  deux  premiers  degrés ,  aucun  géo- 
mètre n'ayant  tenté  pour  les  surfaces  du  troisième  degré  ce  qu'a 
exécuté  Newton  pour  les  courbes  correspondantes.  Il  suit  donc 
de  cette  considération  évidente  que,  quand  même  l'imperfec^ 
tion  de  l'algèbre  ne  s'opposerait  pas  à  l'emploi  indéfini  d'un 
procédé  semblable ,  la  classification  générale  des  surfaces  par  le 
degré  et  la  forme  de  leurs  équations  serait  entièrement  impra- 
ticable. Mais  ce  motif  n'est  pas  le  seul  qui  doive  faire  rejeterune 
telle  classification  ;  il  n'est  point  même  le  plus  important  En 
elTet,  cette  manière  de  disposer  les  surfaces,  outre  l'impossibi- 
lité de  la  suivre ,  se  trouve  directement  contraire  à  la  principale 
destination  de  toute  bonne  classification  quelconque,  consistant 
à  rapprocher  le  plus  les  uns  des  autres  les  objets  qui  offrent  les 
relations  les  plus  importantes,  et  à  éloigner  ceux  dont  les  ana- 
logies ont  peu  de  valeur.  L'identité  du  degré  de  leurs  équations 
est,  pour  les  surfaces,  un  caractère  d'une  valeur  géométrique 
très-médiocre,  qui  n'indique  pas  même  exactement  le  nombre 
des  points  nécessaires  à  l'entière  détermination  de  cbacime.  La 
propriété  commune  la  plus  importante  à  considérer  entre  des 
surfaces  consiste  évidemment  dans  leur  mode  de  génération; 
toutes  celles  qui  sont  engendrées  de  la  même  manière  devant 
offrir  nécessairement  une  grande  analogie  géométrique ,  tandis 
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qu'elles  ne  sauraient  avoir  que  de  très-faibles  ressemblances  si 
elles  sont  engendrées  d'après  des  modes  essentiellement  diffé- 
rents. Ainsi ,  par  exemple ,  toutes  les  surfaces  cylindriques , 
quelle  que  soit  la  forme  de  leur  base ,  constituent  une  même 
famille  naturelle,  dont  les  diverses  espèces  présentent  un  grand 
nombre  de  propriété  communes  de  première  importance  :  il  en 
est  de  même  pour  toutes  les  surfaces  coniques,  et  aussi  pour 
toutes  les  surfaces  de  révolution ,  etc.  Or,  cet  ordre  naturel  se 
trouve  complètement  détruit  par  la  classification  fondée  sur  le 
degré  des  équations.  Car  des  surfaces  assujetties  à  un  même 
mode  de  génération,  les  surfaces  cylindriques,  par  exemple, 
peuvent  fournir  des  équations  de  tous  les  degrés  imaginables,  à 
raison  de  la  seule  différence  secondaire  de  leurs  bases;  tandis, 
que  d'un  autre  côté^  des  équations  d'un  même  degré  quel- 
conque expriment  souvent  des  surfaces  de  nature  géométrique 
opposée ,  les  unes  cylindriques ,  les  autres  coniques ,  ou  de  ré- 
volution, etc..  Une  telle  classification  analytique  est  donc  radi- 
calement vicieuse ,  comme  séparant  ce  qui  doit  être  réuni ,  et 
rapprochant  ce  qui  doit  être  distingué.  Cependant,  la  géomé- 
trie générale  étant  entièrement  fondée  sur  l'emploi  des  considé- 
rations et  des  méthodes  analytiques,  il  est  indispensable  que  la 
classification  puisse  prendre  aussi  un  caractère  analytique. 

Tel  était  donc  l'état  précis  de  la  difficulté  fondamentale ,  si 
heureusement  vaincue  par  Monge  :  les  familles  naturelles  entre 
les  surfaces  étant  clairement  établies  sous  le  point  de  vue  géo- 
métrique d'après  le  mode  de  génération ,  il  fallait  découvrir  un 
genre  de  relations  analytiques  destiné  à  présenter  constamment 
une  interprétation  «ibstraite  de  ce  caractère  concret.  Cette  dé- 
couverte capitale  était  rigoureusement  indispensable  pour  ache- 
ver de  constituer  la  théorie  générale  des  surfaces. 

La  considération  ,  que  Monge  a  employée  pour  y  parvenir, 
consiste  dans  cette  observation  générale ,  aussi  simple  que  di- 
recte :  les  surfaces  assujetties  à  un  même  mode  de  génération 
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sont  nécessairement  caractérisées  par  une  certaine  propriété 
commune  de  leur  plan  tangent  en  un  point  quelconque  ;  en  sorte 
qu'en  exprimant  analytiquement  cette  propriété  d'après  l'équa- 
tion générale  du  plan  tangent  à  une  surface  quelconque,  on 
formera  une  équation  différentielle  représentant  à  la  fois  toutes 
les  surfaces  de  cette  famille. 

Ainsi,  par  exemple,  toute  surface  cylindrique  présente  ce 
caractère  exclusif  :  que  le  plan  tangent  en  un  point  quelconque 
de  la  surface  est  constamment  parallèle  à  la  droite  fixe  qui  in- 
dique la  direction  des  génératrices.  D'après  cela ,  il  est  aisé  de 
voir  que  les  équations  de  cette  droite  étant  suppposées  être 

x=.aZyy^=  bzy 

l'équation  générale  du  plan  tangent  établie  ci-dessus  donnera, 
pour  l'équation  différentielle  commune  à  toutes  les  surfaces  cy- 
lindriques, 

dz         dz^  

dx         dy 

De  même,  relativement  aux  surfaces  coniques,  elles  soDt 
toutes  caractérisées  sous  ce  point  de  vue  par  la  propriété  né- 
cessaire que  leur  plan  tangent  en  un  point  quelconque  passe 
constamment  par  le  sommet  du  cône.  Si  donc  a,  6,  ^,  désignent 
les  coordonnées  de  ce  sommet,  on  trouvera  immédiatement 

(---)^4-(y-e)^=^-r, 

pour  l'équation  différentielle  représentant  la  famille  entière  des 
surfaces  coniques. 

Dans  les  surfaces  de  révolution ,  le  plan  tangent  en  un  point 
quelconque  est  toujours  perpendiculaire  au  plan  méridieny  c'esi- 
à-dire  à  celui  qui  passe  par  ce  point  et  par  l'axe  de  la  surface. 
Afm  d'exprimer  analytiquement  cette  propriété  d'une  manière 
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plus  dmple,  supposons  que  l'axe  de  révotulion  soit  pris  pour 
celai  des  z  :  l'éiiuslioD  diiïérentîelle  commuue  ii  toute  cette  fa- 
mille des  surfaces,  sera 


dz 


d2_ 


Il  serait  superflu  de  citer  ici  un  plus  grand  nombre  d'eiem- 
ptes  pour  établir  clairemeiil ,  en  général .  que ,  quel  que  soit  le 
mode  de  génération ,  loules  les  surfaces  d'une  même  famille  na- 
turelle sont  susceptibles  d'être  représentées  analyliquement  par 
une  même  équation  aux  liifprences  partielles  contenant  des 
constantes  arbitraires,  d'après  une  propriété  commune  de  leur 
plan  tangent. 

Afin  de  compléter  cette  correspondance  rondamenlale  et  né- 
cessaire entre  le  point  de  vue  géométrique  et  le  point  de  vue 
analytique ,  Monge  a  considéré  en  outre  les  équations  finies  qui 
sont  les  Intégrales  de  ces  équations  ditTérentleiles ,  et  qu'on  peut 
d'ailleurs  presque  toujours  Tacilement  Obtenir  aussi  par  des  re- 
cherches directes.  Ctiacune  de  ces  équations  Unies  doit,  comme 
on  le  sait  par  la  théorie  générale  do  l'intégration ,  contenir  une 
fonction  arbitraire,  si  l'équation  différentielle  est  seulement  du 
premier  ordre;  ce  qui  n'empéclie  pas  que  de  Iclles  équations, 
quoique  beaucoup  plus  générales  que  celles  dont  on  s'occupe 
ordinairement ,  ne  présentent  un  seos  nettement  déterminé,  soit 
sous  le  rapport  géométrique ,  suit  sous  le  simple  rapport  analy- 
tique. Celte  fonction  arbitraire  corrc^ond  à  ce  qu'il  y  a  d'in- 
déterminé dans  la  génération  des  surfaces  proposées,  à  la  base , 
par  exemple ,  si  les  surfaces  sont  cylindriques  ou  coniques,  à  la 
courbe  méridienne,  si  elles  sont  de  révolution,  etc.*.  Dans 

'  On  Irouvt,  jmr  eiemplc  ,  soit  tl'après  les  considÉra lions  ilir(;i:lts  de  géonlé» 
trie  aDHlyiîi|ue,  soit  en  lé^ullat  des  méibadus  il'inl^tilloti,  que  Ji  s  surfaces  cy- 
lindriques t't  les  surraces  coniques  ont  [tour  équaikins  Guies 
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certains  cas  même ,  Féquation  finie  d'une  famiile  de  surfaces 
contient  à  la  fois  deux  fonctions  arbitraires,  affectées  ik  des 
combinaisons  distinctes  des  coordonnées  variables;  c'est  ce  qui 
a  lieu  lorsque  l'équation  différentielle  correspondante  doit  être 
du  second  ordre;  sous  le  point  de  vue  géométrique ,  cette  indé- 
termination plus  grande  indique  une  famille  plus  générale, et 
néanmoins  caractérisée.  Telle  est,  par  exemple,  la  famille  des 
surfaces  développables,  qui  comprend,  comme  subdivisions, 
toutes  les  surfaces  cylindriques,  toutes  les  surfaces  coniques,  et 
une  infinité  d'autres  familles  analogues ,  et  qui  peut  cependant 
être  nettement  définie ,  dans  sa  plus  grande  généralité ,  cooune 
étant  Venveloppe  de  l'espace  parcouru  par  un  plan  qui  se  meut 
en  restant  toujours  tangent  à  deux  surfaces  fixes  quelconques, 
ou  comme  le  lieu  géométrique  de  toutes  les  tangentes  à  une 
même  courbe  quelconque  à  double  courbure.  Ce  groupe  nata- 
rel  de  surfaces  a,  pour  équation  différentielle  invariable,  cette 
équation  très  simple,  découverte  par  Euler,  entre  les  trois  déri- 
vées partielles  du  second  ordre. 

\dxdy/        dx*dy* 

L'équation  finie  contient  donc  nécessairement  deux  fonctions 
arbitraires  distinctes,  qui  correspondent  géométriquement  anx 
deux  surfaces  indéterminées  sur  lesquelles  doit  glisser  le  plan 
générateur,  ou  aux  deux  équations  quelconques  de  la  courbe 
directrice. 

Quoiqu'il  soit  utile  de  considérer  les  équations  finies  des  fa- 
milles naturelles  de  surfaces,  on  conçoit  néanmoins  que  l'indé- 
termination des  fonctions  arbitraires  qu'elles  renferment  iné?i' 
tablement,  doit  les  rendre  peu  propres  à  des  travaux  analyti- 
ques soutenus ,  pour  lesquels  il  est  bien  préférable  d'employer 
les  équations  différentielles ,  où  il  n'entre  que  de  simples  coos- 
tanles  arbitraires,  malgré  leur  nature  indirecte.  C'est  par  Ui  que 
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Fétude  géDérale  et  régulière  des  propriétés  des  diverses  sur- 
faces est  réellement  devenue  possible  y  le  point  de  vue  commun 
ayant  pu  ainsi  être  saisi  et  séparé  par  l'analyse.  On  conçoit 
qu'une  telle  conception  ait  permis  de  découvrir  des  résultats 
d'un  degré  de  généralité  et  d'intérêt  infiniment  supérieurs  à 
ceux  qu'on  pouvait  obtenir  auparavant.  Pour  ne  citer  qu'un 
seul  exemple  très-simple^  qui  est  fort  loin  d'être  le  plus  remar- 
quable ,  c'est  par  une  semblable  méthode  de  géométrie  analy- 
tique qu'on  a  pu  reconnaître  cette  singulière  propriété  de  toute 
équation  homogène  à  trois  variables,  de  représenter  nécessaire- 
ment une  surface  conique  dont  le  sommet  est  situé  à  l'origine 
des  coordonnées  ;  de  même ,  parmi  les  recherches  plus  diffi- 
ciles, il  a  été  possible  de  déterminer,  à  l'aide  du  calcul  des  va- 
riations ,  le  plus  court  chemin  d'un  point  à  un  autre  sur  une  sur- 
face développable  quelconque,  sans  qu'il  fût  nécessaire  de  la 
particulariser,  etc.. 

J'ai  cru  devoir  ici  accorder  quelque  développement  à  l'expo- 
sition philosophique  de  cette  belle  conception  de  Monge,  qui 
constitue,  sans  contredit ,  son  premier  titre  à  la  gloire,  et  dont 
la  haute  importance  ne  me  semble  point  avoir  encore  été  di- 
gnement sentie ,  excepté  par  Lagrange ,  si  juste  appréciateur  de 
tous  ses  émules.  Je  regrette  même  d'être  réduit,  par  les  limites 
naturelles  de  cet  ouvrage ,  à  une  indication  aussi  imparfaite ,  où 
je  n'ai  pu  seulement  signaler  l'heureuse  réaction  nécessaire  de 
cette  nouvelle  géométrie  sur  le  perfectionnement  de  l'analyse , 
quant  à  la  théorie  générale  des  équations  différentielles  à  plu- 
sieurs variables. 

En  méditant  sur  cette  classification  philosophique  des  sur- 
faces, essentiellement  analogue  aux  méthodes  naturelles  que 
les  physiologistes  ont  tenté  d'établir  en  zoologie  et  en  bota- 
nique, on  est  conduit  à  se  demander  si  les  courbes  elles-mêmes 
ne  comportent  pas  une  opération  semblable.  Vu  la  variété  infi- 
niment moindre  qui  existe  entre  elles,  un  tel  travail  est  à  la  fois 
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moins  important  et  plus  difficile^  les  caractères  qui  pourraient 
servir  de  base  n'étant  point  alors  à  beaucoup  près  aussi  tran- 
chés. U  a  donc  été  naturel  que  Tesprit  humain  s'occupât  d'a- 
bord de  classer  les  surfaces.  Mais  on  doit  sans  doute  espérer  qae 
cet  ordre  de  considérations  s'étendra  plus  tard  jusqu'aux 
courbes.  On  peut  même  apercevoir  déjà  entre  elles  quelques 
familles  vraiment  naturelles,  comme  celle  des  paraboles  quel- 
conques, et  celle  des  hyperboles  quelconques,  etc..  Néanmoins, 
il  n'a  été  encore  produit  aucune  conception  générale  directe- 
ment propre  à  déterminer  une  telle  classification. 

Ayant  ainsi  exposé  aussi  nettement  qu'il  m'a  été  possible^ 
dans  cette  leçon  et  dans  l'ensemble  des  quatre  précédentes ,  le 
véritable  caractère  philosophique  de  la  section  la  plus  générale 
et  la  plus  simple  de  la  mathématique  concrète,  je  dois  mainte- 
nant entreprendre  le  même  travail  relativement  à  la  sdence  im- 
mense et  plus  compliquée  de  la  mécanique  rationnelle.  Ge  sera 
l'objet  des  quatre  leçons  suivantes. 
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QUINZIÈME  LEÇON 


ComÊiéérmiUm»  pbUosophlqacs  snr  les  principes  roBdamenunx 

de  la  méeaniqiie  ratloiiBelle. 

Les  phénomènes  mécaniques  sont^  par  leur  nature ,  comme 
noos  l'avons  déjà  remarqué,  à  la  fois  plus  particuliers,  plus  com- 
pllqaés  et  plus  concrets  que  les  phénomènes  géométriques. 
A«ssi^  eonformément  à  Tordre  encyclopédique  établi  dans  cet 
oanage,  plaçons^nous  la  mécanique  rationnelle  après  la  géo- 
métrie dans  cette  exposition  philosophique  de  la  mathématique 
concrète, comme  étant  nécessairement  d'une  étude  plus  difficile, 
et  par  suite  moins  perfectionnée.  Les  questions  géométriques 
sont  toujours  complètement  indépendantes  de  toute  considéra- 
tioQ  mécanique ,  tandis  que  les  questions  mécaniques  se  com- 
pliquent constamment  des  considérations  géométriques,  la  forme 
des  corps  devait  influer  inévitablement  sur  les  phénomènes  du 
mouvement  ou  de  l'équilibre.  Cette  complication  est  souvent 
tdle ,  que  le  plus  simple  changement  dans  la  forme  d'un  corps 
suffit  seul  pour  augmenter  extrêmement  les  difficultés  du  pro- 
blème de  mécanique  dont  il  est  le  sujets  comme  on  peut  s'en 
ùire  une  idée  en  considérant,  par  exemple,  l'importante  dé- 
ierminalion  de  la  gravitation  mutuelle  de  deux  corps  en  résultat 
de  celle  de  toutes  leurs  molécules,  question  qui  n'est  encore 
eomplétement  résobie  qu'en  supposant  à  ces  corps  une  forme 
spfaérîqae , et  où,  par  conséquent,  le  principal  obstacle  vient 
éfMewment  des  circonstances  géométriques. 
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Puisque  nous  avons  reconnu  dans  les  leçons  précédentes  que 
le  caractère  philosophique  de  la  science  géométrique  était  en- 
core altéré  à  un  certain  degré  par  un  reste  d'influence  très-sen- 
sible de  l'esprit  métaphysique,  on  doit  s'attendre  naturellement, 
vu  cette  plus  grande  complication  nécessaire  de  la  mécanique 
rationnelle,  à  l'en  trouver  bien  plus  profondément  affectée. 
C'est  ce  qui  n'est,  en  effet,  que  trop  facile  à  constater.  Le  ca- 
ractère de  science  naturelle ,  encore  plus  évidemment  inhérent 
à  la  mécanique  qu'à  la  géométrie^  est  aujourd'hui  complètement 
déguisé  dans  presque  tous  les  esprits,  par  l'emploi  des  considé- 
rations ontologiques.  On  remarque,  dans  toutes  les  notions  fon- 
damentales de  cette  science ,  une  confusion  profonde  et  conti- 
nuelle entre  le  point  de  vue  abstrait  et  le  point  de  vue  concret, 
qui  empêche  de  distinguer  nettement  ce  qui  est  réellement  phy- 
sique de  ce  qui  est  purement  logique,  et  de  séparer  avec  exac- 
titude les  conceptions  artificielles  uniquement  destinées  à  faci- 
liter rétablissement  des  lois  générales  de  l'équilibre  ou  du  moiH 
vement ,  des  faits  naturels  fournis  par  l'observation  effective  do 
monde  extérieur,  qui  constituent  les  bases  réelles  de  la  sciencei 
On  peut  même  reconnaître  que  l'immense  perfectionnement  de 
la  mécanique  rationnelle  depuis  un  siècle ,  soit  sous  le  rapport 
de  l'extension  de  ses  théories,  soit  quant  à  leur  coordination,  a 
fait  en  quelque  sorte  rétrograder  sous  ce  rapport  la  conceptiOD 
philosophique  de  la  science,  qui  est  conmaunément  exposée  an- 
jourd'hui  d'une  manière  beaucoup  moins  nette  que  Newton  ne 
Tavait  présentée.  Ce  développement  ayant  été,  en  effet,  essen- 
tiellement obtenu  par  l'usage  de  plus  en  plus  exclusif  de  l'ana- 
lyse mathématique ,  l'importance  prépondérante  de  cet  admi- 
rable instrument  a  fait  graduellement  contracter  l'habitude  de 
ne  voir  dans  la  mécanique  rationnelle  que  de  simples  questions 
d'analyse;  et,  par  une  extension  abusive^  quoique  très-naturelle, 
d'une  telle  manière  de  procéder,  on  a  tenté  d'établir,  à  priori, 
d'après  des  considérations  purement  analytiques,  jusqv'au 
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principes  fondamentaux  de  la  science,  que  Newton  s'était  sage- 
ment borné  à  présenter  comme  des  résultats  de  ia  seule  obser- 
vation. C'est  ainsi ,  par  exemple ,  que  Daniel  Bemouilli ,  d*  Alem- 
berty  et ,  de  nos  jours,  Laplace,  ont  essayé  de  prouver  la  règle 
élémentaire  de  la  composition  des  forces  par  des  démonstra- 
tions uniquement  analytiques,  dont  Lagrange  seul  a  bien  aperçu 
l'insuffisance  radicale  et  nécessaire.  Tel  est,  maintenant  encore, 
l'esprit  qui  domine  plus  ou  moins  chez  tous  les  géomètres.  Il 
est  néanmoins  évident  en  thèse  générale ,  comme  nous  l'avons 
pinceurs  fois  remarqué,  que  l'analyse  mathématique^  quelle  que 
soit  son  extrême  importance,  dont  j'ai  tâché  de  donner  une  juste 
idée,  ne  saurait  être,  par  sa  nature,  qu'un  puissant  moyen  de 
déduction,  qui,  lorsqu'il  est  applicable,  permet  de  perfectionner 
une  science  au  degré  le  plus  éminent,  après  que  les  fondements 
en  ont  été  posés ,  mais  qui  ne  peut  jamais  suffire  à  établir  ces 
bases  elles-mêmes.  S'il  était  possible  de  constituer  entièrement 
la  science  de  la  mécanique  d'après  de  simples  conceptions  ana- 
lytiques^ on  ne  pourrait  se  représenter  comment  une  telle  science 
deviendrait  jamais  vraiment  applicable  à  l'étude  effective  de  la 
nature.  Ce  qui  établit  la  réalité  de  la  mécanique  rationnelle, 
c'est  précisément,  au  contraire^  d'être  fondée  sur  quelques  faits 
généraux,  immédiatement  fournis  par  l'observation^  et  que  tout 
philosophe  vraiment  positif  doit  envisager,  ce  me  semble,  comme 
n'étant  susceptibles  d'aucune  explication  quelconque.  Il  est  donc 
certain  qu'on  a  abusé  en  mécanique  de  l'esprit  analytique,  beau- 
coup plus  encore  qu'en  géométrie.  L'objet  spécial  de  cette  leçon 
est  d'indiquer  comment,  dans  l'état  actuel  de  la  science,  on 
peut  établir  nettement  son  véritable  caractère  philosophique, 
et  la  dégager  déûnitivement  de  toute  influence  métaphysique, 
en  distinguant  constamment  le  point  de  vue  abstrait  du  point 
de  vue  concret,  et  en  effectuant  une  séparation  exacte  entre  la 
partie  simplement  expérimentale  de  la  science,  et  la  partie  pu- 
rement rationnelle.  D'après  le  but  de  cet  ouvrage,  un  tel  travail 
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doit  nécessairement  précéder  les  considérations  générales  sur  ia 
composition  effective  de  cette  science,  qai  seront  succes^Yement 
exposées  dans  les  trois  leçons  suivantes. 

Commençons  par  indiquer  avec  précision  l'objet  général  de 
la  science. 

On  a  rhabitude  de  remarquer  d'abord,  et  avec  beaucoup  de 
raison,  que  la  mécanique  ne  considère  point,  non-seulement  les 
causes  premières  des  mouvements ,  qui  sont  en  dehors  de  toate 
philosophie  positive,  mais  même  les  circonstances  de  lent  pro- 
duction, lesquelles,  quoique  constituant  réellement  un  sujet  in- 
téressant de  recherches  positives  dans  les  diverses  parties  de  la 
physique^  ne  sont  nullement  du  ressort  de  la  mécanique,  qui  se 
borne  à  envisager  le  mouvement  en  lui-même,  sans  s'enquérir 
de  quelle  manière  il  a  été  déterminé.  Ainsi  les  forces  ne  sont 
autre  chose,  en  mécanique,  que  les  mouvements  produits  oo 
tendant  à  se  produire;  et  deux  forces  qui  impriment  à  un  même 
corps  la  même  vitesse  dans  la  même  du*ection  sont  regardées 
comme  identiques,  quelque  diverse  que  puisse  être  leur  origine, 
soit  que  le  mouvement  provienne  des  contractions  musculaires 
d'un  animal,  ou  de  la  pesanteur  vers  un  centre  attractif,  ou  da 
choc  d'un  corps  quelconque,  ou  de  la  dilatation  d'un  fluide  élas- 
tique ,  etc..  Mais,  quoique  cette  manière  de  voir  soit  heureose- 
ment  devenue  aujourd'hui  tout-à-fait  familière ,  il  reste  encore 
aux  géomètres  à  opérer,  sinon  dans  la  conception  méme,da 
moins  dans  le  langage  habituel ,  une  réforme  essentielle  pour 
écarter  entièrement  l'ancienne  notion  métaphysique  des /brces, 
et  indiquer  plus  uettemeot  qu'on  ne  le  fait  encore  le  véritable 
point  de  vue  de  la  mécanique  K 

^  Il  imporie  de  remarquer  aussi  que  le  nom  même  de  la  scieuce  est  extrême- 
meut  vicieux ,  en  ce  qu'il  rappelle  seulement  une  de  ses  applications  les  plu 
secondait  es,  ce  qui  devient  habilMellement  une  source  de  condisîoo,  qoi  oblige 
à  ajouter  fréquemment  Tadjectif  ralion/ie//e,  dont  la  répétition^  quoiqu'iodis* 
pensable,  est  fastidieuse.  Les  philosophes  allemands,  pour  éviter  cet  inconvé- 
nient ,  ont  créé  la  dénomination  beaucoup  plus  philosophique  de  pkonmowdt, 
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Cela  posé,  on  peut  caractériser  d'une  manière  très-précise  le 
problème  général  de  la  mécanique  rationnelle.  Il  consiste  à  dé- 
termiaer  l'effet  que  produiront  sur  un  corps  donné  différentes 
forces  quelconques  agissant  simultanément,  lorsqu'on  connaît  le 
mouvement  simple  qui  résulterait  de  l'action  isolée  de  chacune 
d'elles;  ou,  en  prenant  la  question  en  sens  inverse,  à  déterminer 
les  mouvements  simples  dont  la  combinaison  donnerait  lieu  à 
un  mouvement  composé  connu.  Cet  énoncé  montre  exactement 
quelles  sont  nécessairement  les  données  et  les  inconnues  de  toute 
question  mécanique.  On  voit  que  l'étude  de  l'action  d'une  force 
unique  n'est  jamais,  à  proprement  parler,  du  domaine  de  la  mé- 
canique rationnelle ,  où  elle  est  toujours  supposée  connue ,  car 
le  jsecond  problème  général  n'est  susceptible  d'être  résolu  que 
comme  étant  l'inverse  du  premier.  Toute  la  mécanique  porte 
donc  essentiellement  sur  la  combinaison  des  forces,  soit  que  de 
leur  concours  il  résulte  un  mouvement  dont  il  faut  étudier  les 
diverses  circonstances,  soit  que  par  leur  neutralisation  mutuelle 
le  corps  se  trouve  dans  un  état  d'équilibre  dont  il  s'agit  de  fixer 
les  conditions  caractéristiques. 

Les  deux  problèmes  généraux,  l'un  direct ,  l'autre  inverse, 
dans  la  solution  desquels  consiste  la  science  de  la  mécanique , 
ont >  sous  le  rapport  des  applications,  une  importance  égale; 
car,  tantôt  les  mouvements  simples  peuvent  être  immédiatement 
étudiés  par  l'observation,  tandis  que  la  connaissance  du  mouve- 
ment qui  résultera  de  leur  combinaison  ne  saurait  être  obtenue 
que  par  la  théorie  ;  et  tantôt ,  au  contraire,  le  mouvement  com- 
posé peut  seul  être  effectivement  observé,  tandis  que  les  mouve- 
ments simples,  dont  on  le  regardera  comme  le  produit,  ne  sonl 
susceptibles  d'être  déterminés  que  rationnellement.  Ainsi,  par 
exemple,  dans  le  cas  de  la  chute  oblique  des  corps  pesants  à  la 
surface  de  la  terre,  on  connaît  les  deux  mouvements  simples  que 

employée  dans  te  traité  d^Hermann ,  vt  dont  Fadoption  générale  seruil  très-dé- 
sirabie. 
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prendrait  le  corps  par  l'action  isolée  de  chacune  des  forces  dont 
il  est  animé,  savoir,  la  direction  et  la  vitesse  du  mouvement  uni- 
forme que  produirait  la  seule  impulsion,  et  la  loi  d'accélération 
du  mouvement  vertical  varié ,  qui  résulterait  de  la  seule  pesan- 
teur ;  dès-lors,  on  se  propose  de  découvrir  les  diverses  circons- 
tances du  mouvement  composé  produit  par  l'action  combinée 
de  ces  deux  forces ,  c'est-à-dire  de  déterminer  la  trajectoire  que 
décrira  le  mobile  ^  sa  direction  et  sa  vitesse  acquise  à  chaque 
instant,  le  temps  qu'il  emploiera  à  parvenir  à  une  certaine  po- 
sition^ etc.;  on  pourra,  pour  plus  de  généralité,  joLidre  aux 
deux  forces  données  la  résistance  du  milieu  ambiant,  pourvu 
que  la  loi  en  soit  également  connue.  La  mécanique  céleste  pré- 
sente un  exemple  capital  de  la  question  inverse ,  dans  la  déter- 
mination des  forces  qui  produisent  le  mouvement  des  planètes 
autour  du  soleil,  ou  des  satellites  autour  des  planètes.  On  ne 
peut  alors  connaître  immédiatement  que  le  mouvement  composé, 
et  c'est  d'après  les  circonstances  caractéristiques  de  ce  mouve- 
ment,  telles  que  les  lois  de  Kepler  les  ont  résumées,  qu'il  faot 
remonter  aux  forces  élémentaires  dont  les  astres  doivent  être 
conçus  animés  pour  correspondre  aux  mouvements  effectifs;  ces 
forces  une  fois  connues ,  les  géomètres  peuvent  utilement  re- 
prendre la  question  sous  le  point  de  vue  opposé ,  qu'il  eût  été 
impossible  de  suivre  primitivement. 

La  véritable  destination  générale  de  la  mécanique  rationnelle 
étant  ainsi  nettement  conçue  ^  considérons  maintenant  les  prin- 
cipes fondamentaux  sur  lesquels  elle  repose,  et  d'abord  exami- 
nons un  artifice  philosophique  de  la  plus  haute  importance  re- 
lativement à  la  manière  dont  les  corps  doivent  être  envisagés  en 
mécanique.  Cette  conception  mérite  d* autant  plus  notre  atten- 
tion qu'elle  est  encore  habituellement  entourée  d'un  épais  nuage 
métaphysique,  qui  en  fait  méconnaître  la  vraie  nature. 

Il  serait  entièrement  impossible  d'établir  aucune  proposition 
générale  sur  les  lois  abstraites  de  l'équilibre  ou  du  mouvement, 
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si  on  ne  commençait  par  regarder  les  corps  comme  absolument 
tiier£e5^  c'est-à-dire  comme  tout-à-fait  incapables  de  modifier 
spontanément  l'action  des  forces  qui  leur  sont  appliquées.  Mais 
la  manière  dont  cette  conception  fondamentale  est  ordinaire- 
ment présentée  me  semble  radicalement  vicieuse.  D'abord  cette 
notion  abstraite ,  qui  n'est  qu'un  simple  artifice  logique  ima- 
giné par  l'esprit  humain  pour  faciliter  la  formation  de  la  méca- 
nique rationnelle ,  ou  plutôt  pour  la  rendre  possible ,  est  souvent 
confondue  avec  ce  qu'on  appelle  fort  improprement  la  loi  d'i- 
nertie, qui  doit  être  regardée,  ainsi  que  nous  le  verrons  plus 
bas,  comme  un  résultat  général  de  l'observation.  En  second 
lieu ,  le  caractère  de  cette  idée  est  d'ordinaire  tellement  indé- 
cis,  qu'on  ne  sait  point  exactement  si  cet  état  passif  des  corps 
est  purement  hypothétique,  ou  s'il  représente  la  réalité  des 
phénomènes  naturels.  Enfin,  il  résulte  fréquemment  de  cette 
indétermination,  que  l'esprit  est  involontairement  porté  à  regar- 
der les  lois  générales  de  la  mécanique  rationnelle  comme  étant 
par  elles-mêmes  exclusivement  applicables  à  ce  que  nous  appe- 
lons les  corps  bruts,  tandis  qu'elles  se  vérifient  nécessairement , 
au  contraire ,  tout  aussi  bien  dans  les  corps  organisés,  quoique 
leur  application  précise  y  rencontre  de  bien  plus  grandes  diflOi- 
cultés.  Il  importe  beaucoup  de  rectifier  sous  ces  divers  rapports 
les  notions  habituelles. 

Nous  devons  nettement  reconnaître  avant  tout  que  cet  état 
passif  des  corps  est  une  pure  abstraction ,  directement  contraire 
à  leur  véritable  constitution. 

Dans  la  manière  de  philosopher  primitivement  employée  par 
l'esprit  humain,  on  concevait,  en  effet,  la  matière  comme  étant 
réellement  par  sa  nature  essentiellement  inerte  ou  passive, 
toute  activité  lui  venant  nécessairement  du  dehors ,  sous  Tin  - 
fluence  de  certains  être  surnaturels  ou  de  certaines  entités  mé- 
taphysiques. Mais  depuis  que  la  philosophie  positive  a  com- 
mencé à  prévaloir,  et  que  l'esprit  humain  s'est  borné  à  étudier 
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le  Yéritable  état  des  choses ,  sans  s'enquérir  des  causes  premières 
et  génératrices,  il  est  devenu  évident  pour  tout  observateur  qse 
les  divers  corps  naturels  nous  manifestent  tons  une  activité 
spontanée  plus  ou  moins  étendue.  U  n'y  a  sous  ce  rapport, 
entre  les  corps  bruts  et  ceux  que  nous  nommons  par  excellence 
animés^  que  de  simples  différences  de  degrés.  D'abord,  les  pro- 
grès de  la  philosophie  naturelle  ont  pleinement  démontré, 
comme  nous  le  constaterons  spécialement  plus  tard,  qu'il  n'existe 
point  de  matière  vivante  proprement  dite  sui  generis,  puisqu'on 
retrouve  dans  les  corps  animés  des  éléments  exactement  Iden- 
tiques à  ceux  que  présentent  les  corps  inanimés.  De  plus,  il  est 
aisé  de  reconnaître  dans  ces  derniers  une  activité  spontanée 
exactement  analogue  à  celle  des  corps  vivants ,  mais  seulement 
moins  variée.  N'y  eût-«il  dans  toutes  les  molécules  matérielles 
d'autre  propriété  que  la  pesanteur,  cela  suffirait  pour  interdire 
à  tout  physicien  de  les  regarder  comme  essentiellement  pas- 
sives. Ce  serait  vainement  qu'on  voudrait  présenter  les  corps 
sous  un  point  de  vue  entièrement  inerte  dans  l'acte  de  la  pe- 
santeur, en  disant  qu'ils  ne  font  alors  qu'obéir  à  l'attraction  do 
globe  terrestre.  Cette  considération  fût-elle  exacte,  on  n'au- 
rait fait  évidemment  que  déplacer  la  difficulté,  en  transportant 
à  la  masse  totale  de  la  terre  Tactivilé  refusée  aux  molécules  iso- 
lées. Mais ,  de  plus,  on  voit  clairement  que,  dans  sa  chute  vers 
le  centre  de  notre  giobe ,  un  corps  pesant  est  tout  aussi  actif 
que  la  terre  elle-*même,  puisqu'il  est  prouvé  que  chaque  molé- 
cule de  ce  corps  attire  une  partie  équivalente  de  la  terre  tout 
autant  qu'elle  en  est  attirée,  quoique  cette  dernière  attraction 
produise  seule  un  eifet  sensible,  à  raison  de  l'immense  inégalité 
des  deux  masses.  Enfin,  dans  une  foule  d'autres  phénomènes 
également  universels,  thermologiques,  électriques,  ou  chimi- 
ques ,  la  matière  nous  présente  évidemment  une  activité  spon- 
tanée très* variée ,  dont  nous  ne  saurions  plus  la  concevoir  en- 
tièrement privét\  Les  corps  vivanb  ue  nous  offrent  réellement 
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à  cet  égard  d'autre  caractère  particulier  que  de  manifester, 
outre  tous  ces  divers  genres  d'activité,  quelques-uns  qui  leur 
sont  propres,  et  que  les  physiologistes  tendent  d'ailleurs  de  plus 
en  plus  à  envisager  comme  une  simple  modification  des  précé- 
dents. Quoi  qu'il  en  soit,  il  est  incontestable  que  Fétat  purement 
passif  5  dans  lequel  les  corps  sont  considérés  en  mécanique  ra- 
tionnelle, présente,  sous  le  point  de  vue  piiysique,  une  véri- 
table absurdité. 

Examinons  maintenant  comment  il  est  possible  qu'une  telh; 
supposition  soit  employée  sans  aucun  inconvénient  dans  l'éta- 
blissement des  lois  abstraites  de  Téquilibre  et  du  mouvement , 
qui  n'en  seront  pas  moins  susceptibles  ensuite  d'être  convena- 
blement appliquées  aux  corps  réels.  Il  suffit ,  pour  cela ,  d'avoir 
^ard  à  l'importante  remarque  préliminaire  rappelée  ci* dessus, 
que  les  mouvements  sont  simplement  considérés  en  eux-mêmes 
dans  la  mécanique  rationnelle,  sans  aucun  égard  au  mode  quel- 
conque de  leur  production.  De  là  résulte  évidemment,  pour  me 
conformer  au  langage  adopté,  la  faculté  de  remplacer  à  volonté 
toute  force  par  une  autre  d'une  nature  quelconque ,  pourvu 
qu'elle  soit  capable  d'imprimer  au  corps  exactement  le  même 
mouvement.  D'après  cette  considération  évidente,  on  conçoit 
qu'il  est  possible  de  faire  abstraction  des  diverses  forces  qui  sont 
réellement  inhérentes  aux  corps,  et  de  regarder  ceux-ci  comme 
seulement  sollicités  par  des  forces  extérieures,  puisqu'on  pourra 
substituer  à  ces  forces  intérieures  des  forces  extérieures  méca- 
niquement équivalentes.  Ainsi,  par  exemple,  quoique  tout  corps 
soit  nécessairement  pesant,  et  que  nous  ne  puissions  même  con- 
cevoir réellement  un  corps  qui  ne  le  serait  pas,  les  géomètres 
considèrent,  dans  la  mécanique  abstraite,  les  corps  comme 
étant  d'abord  entièrement  dépouillés  de  cette  propriété,  qui  est 
implicitement  comprise  au  nombre  des  forces  extérieures,  si 
l'on  a  envisagé,  comme  il  convient,  un  système  de  forces  tont- 
à-fait  quelconque.  Que  le  corps,  dans  sa  chute,  soit  mû  par 
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une  attraction  interne  ^  ou  qu'il  obéisse  à  une  simple  impulsloo 
extérieure 5  cela  est  indifférent  pour  la  mécanique  rationnelle, 
si  le  mouvement  effectif  se  trouve  être  exactement  identique,  et 
Ton  pourra  par  conséquent  adopter  de  préférence  la  dernière 
conception.  Il  en  est  nécessairement  ainsi  relativement  à  tonte 
autre  propriété  naturelle,  qu'il  sera  toujours  possible  de  rem- 
placer par  la  supposition  d'une  action  externe,  construite  de 
manière  à  produire  le  même  mouvement,  ce  qui  permettra  de 
se  représenter  le  corps  comme  purement  passif;  seulement,  à 
mesure  que  l'observation  ou  l'expérience  feront  connaître  avec 
plus  de  précision  les  lois  de  ces  forces  intérieures,  il  faudra  tou- 
jours modifier  en  conséquence  le  système  des  forces  extérieures 
qu'on  leur  substitue  hypothétiquement,  cequi  conduira  souvent 
à  une  très-grande  complication.  Ainsi ,  par  exemple ,  l'observa- 
tion ayant  appris  que  le  mouvement  vertical  d'un  corps  en  verta 
de  sa  pesanteur  n'est  point  uniforme,  mais  continuellement  ac- 
céléré, on  ne  pourra  point  l'assimiler  à  celui  qu'imprimerait  ai 
corps  une  impulsion  unique  dont  l'action  ne  se  renouvellerait 
plus,  puisqu'il  en  résulterait  évidemment  une  vitesse  constante: 
on  sera  donc  obligé  de  concevoir  le  corps  comme  ayant  reça 
successivement ,  à  des  intervalles  de  temps  infiniment  petits,  ane 
série  infinie  de  chocs  infiniment  petits^  telle  que,  la  vitesse  pro- 
duite par  cliacun  s'ajoutant  d'une  manière  continue  à  celle  qui 
résulte  de  l'ensemble  des  précédents,  le  mouvement  effectif 
soit  indéfiniment  varié  ;  et  si  l'expérience  prouve  que  l'accélé- 
ration du  mouvement  est  uniforme ,  on  supposera  tous  ces  chocs 
successifs  constamment  égaux  entre  eux  :  dans  tout  autre  cas,  il 
faudra  leur  supposer,  soit  pour  la  direction,  soit  pour  l'inten- 
sité, une  relation  exactement  conforme  à  la  loi  réelle  de  la  va- 
riation du  mouvement;  mais,  à  ces  conditions,  il  est  clair  qœ 
la  substitution  sera  toujours  possible. 

Il  serait  inutile  d'insister  beaucoup  pour  faire  sentir  l'indis- 
pensable nécessité  de  supposer  les  corps  dans  cet  état  complète- 
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ment  passif,  où  Ton  n'a  plus  à  considérer  que  les  forces  exté- 
rieures qui  leur  sont  appliquées ,  afin  d'établir  les  lois  abstraites 
de  l'équilibre  et  du  mouvement.  On  conçoit  que  s'il  fallait  d'a- 
bord tenir  compte  de  la  modification  quelconque  que  le  corps 
peut  imprimer,  en  vertu  de  ses  forces  naturelles,  à  l'action  de 
chacune  de  ces  puissances  extérieures ,  on  ne  pourrait  établir, 
en  mécanique  rationnelle ,  la  moindre  proposition  générale , 
d'autant  plus  que  cette  modification  est  loin,  dans  la  plupart  des 
cas 5  d*étre  exactement  connue.  Ce  n'est  donc  qu'en  commen- 
çant par  en  faire  totalement  abstraction,  pour  ne  penser  qu'à  la 
réaction  des  forces  les  unes  sur  les  autres ,  qu'il  devient  possible 
de  fonder  une  mécanique  abstraite ,  de  laquelle  on  passera  en- 
suite à  la  mécanique  concrète ,  en  restituant  aux  corps  leurs  pro- 
priétés actives  naturelles ,  primitivement  écartées.  Cette  -restitu- 
tion constitue ,  en  effet ,  la  principale  difficulté  qu'on  éprouve 
pour  opérer  la  transition  de  l'abstrait  au  concret  en  mécanique, 
difficulté  qui  limite  singulièrement  dans  la  réalité  les  applica- 
tions importantes  de  cette  science,  dont  le  domaine  théorique 
est,  en  lui-même,  nécessairement  indéfini.  Afin  de  donner  une 
idée  de  la  portée  de  cet  obstacle  fondamental ,  ou  peut  dire 
que,  dans  l'état  actuel  de  la  science  mathématique,  il  n'y  a  vrai- 
ment qu'une  ^eule  propriété  naturelle  et  générale  des  corps 
dont  nous  sachions  tenir  compte  d'une  manière  convenable, 
c'est  la  pesanteur,  soit  terrestre,  soit  universelle;  et  encore 
faut-il  supposer,  dans  ce  dernier  cas^  que  la  forme  des  corps 
est  suffisamment  simple.  Mais  si  cette  propriété  se  complique  de 
quelques  autres  circonstances  physiques,  comme  la  résistance 
des  milieux,  les  frottements ,  etc. ,  si  même  les  corps  sont  seule- 
ment supposés  à  l'état  fluide ,  ce  n'est  encore  que  fort  imparfai- 
tement qu'on  est  parvenu  jusqu'ici  à  en  apprécier  Tinfluence 
dans  les  phénomènes  mécaniques.  A  plus  forte  raison  nous  est- 
il  impossible  de  prendre  en  considération  les  propriétés  élec- 
triques ou  chimiques,  et,  bien  moins  encore,  les  propriétés 
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physiologiques.  Aussi  les  grandes  applications  de  la  mécanique 
rationnelle  sont-elles  réellement  bornées  jusqu'ici  aux  seuls  phé- 
nomènes célestes^  et  même  à  ceux  de  notre  système  solaure,  où 
il  suffit  d'avoir  uniquement  égard  à  une  gravitation  générale, 
dont  la  loi  est  simple  et  bien  déterminée,  et  qui  présente  néan- 
moins des  difficultés  qu'on  ne  sait  point  encore  surmonter  com- 
plètement, lorsqu'on  veut  tenir  un  compte  exact  de  toutes  les 
actions  secondaires  susceptibles  d'effets  appréciables.  On  con- 
çoit par  là  à  quel  degré  les  questions  doivent  se  compliquer 
quand  on  passe  à  la  mécanique  terrestre,  dont  la  plupart  des 
phénomènes,  même  les  plus  simples,  ne  comporteront  proba- 
blement jamais,  vu  la  faiblesse  de  nos  moyens  réels,  une  étude 
purement  rationnelle  et  pourtant  exacte  d'après  les  lois  géné- 
rales de  la  mécanique  abstraite,  quoique  la  connaissance  de  ces 
lois,  d'ailleurs  évidemment  indispensable,  puisse  souvent con* 
duire  à  des  indications  importantes. 

Après  avoir  exjpliqué  la  véritable  nature  de  la  conception  fon- 
damentale relative  à  l'état  dans  lequel  les  corps  doivent  être 
supposés  en  mécanique  rationnelle ,  il  nous  reste  à  considérer 
les  faits  généraux  ou  les  lois  physiques  du  mouvement  qui  peu- 
vent fournir  une  base  réelle  aux  théories  dont  la  science  se  com- 
pose. Cette  importante  exposition  est  d*autant  plus  indispen- 
sable, que ,  comme  je  l'ai  indiqué  ci-dessus,  depuis  qu'on  s'est 
écarté  de  la  route  suivie  par  Newton,  on  a  complètement  mé- 
connu  le  vrai  caractère  de  ces  lois,  dont  la  notion  ordinaire  est 
encore  essentiellement  métaphysique. 

Les  lois  fondamentales  du  mouvement  me  semblent  pouvoir 
être  réduites  à  trois,  qui  doivent  être  envisagées  comme  de  sim- 
ples résultats  de  l'observation ,  dont  il  est  absurde  de  vouloir 
établir  à  priai'i  la  réalité,  bien  qu'on  l'ait  tenté  fréquemment 

La  première  loi  est  celle  qu'on  désigne  fort  mal  à  propos  soos 
le  nom  de  Loi  d'inertie.  Elle  a  été  découverte  par  Kepler.  Elle 
consiste  proprement  en  ce  que  tout  mouvement  est  naturelle* 
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ment  rectiligne  et  aniforme^  c'est-à-dire  qae  tout  corps  soumis 
à  Taction  d'une  force  unique  quelconque ,  qui  agit  sur  lui  ins- 
tantanément^ se  meut  constamment  en  ligne  droite  et  avec  une 
vitesse  invariable.  L'influence  de  l'esprit  métaphysique  se  mani- 
feste particulièrement  dans  la  manière  dont  cette  loi  est  com- 
munément présentée.  Au  lieu  de  se  borner  à  la  regarder  comme 
un  (ait  observé  9  on  a  prétendu  la  démontrer  abstraitement^  par 
une  application  du  principe  de  la  raison  suffisante  y  qui  n'a  pas 
la  moindre  solidité.  En  effet,  pour  expliquer,  par  exemple,  la 
nécessité  du  mouvement  rectiligne,  on  dit  que  le  corps  devait 
suivre  la  ligne  droite,  parce  qu'il  n'y  a  pas  de  raison  pour  qu'il 
s'écarte  d'un  côté  plutôt  que  d'un  autre  de  sa  direction  primi* 
tive.  n  est  aisé  de  constater  l'invalidité  radicale  et  même  l'insi- 
gnifiance complète  d'une  telle  argumentation.  D'abord,  com- 
ment pourrions-nous  être  assurés  qu'il  n'y  a  pas  de  raison  pour 
qne  le  corps  se  dévie?  que  pouvons-nous  savoir  à  cet  égard, 
autrement  que  par  l'expérience?  Les  considérations  à  priori 
fondées  sur  la  nature  des  choses  ne  nous  sont-elles  pas  complè- 
tement et  nécessairement  interdites  en  philosophie  positive  ?  D'ail- 
leurs un  tel  principe,  même  quand  on  l'admettrait,  ne  com- 
porte par  lui-même  qu'une  application  vague  et  arbitraire.  Car, 
àForigine  du  mouvement,  c'est-à-dire  à  l'instant  même  où  l'ar- 
gmnent  devrait  être  employé ,  il  est  clair  que  la  trajectoire  du 
corps  n'a  point  encore  de  caractère  géométrique  déterminé,  et 
que  c'est  seulement  après  que  le  corps  a  parcouru  un  certain 
espace  qu'on  peut  constater  quelle  ligne  il  décrit.  Il  est  évident, 
par  la  géométrie^  que  le  mouvement  initial,  au  lieu  d'être  re- 
gardé comme  rectiligne ,  pourrait  être  indifféremment  supposé 
circulaire,  parabolique,  ou  suivant  toute  autre  ligne  tangente  à 
la  trajectoire  effective,  en  sorte  que  la  même  argumentation  ré- 
pétée pour  chacune  de  ces  lignes,  ce  qui  serait  tout  aussi  légi- 
time, conduirait  à  une  conclusion  absolument  indéterminée. 
Pour  peu  qu'on  réfléchisse  sur  un  tel  raisonnement,  on  ne  tar- 
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dera  pas  à  reconnaître  que ,  comme  toutes  les  prétendues  expli- 
cations métaphysiques ,  il  se  réduit  réellement  à  répéter  eo 
termes  abstraits  le  fait  lui-même ,  et  à  dire  que  les  corps  ont 
une  tendance  naturelle  à  se  mouvoir  en  ligne  droite  ^  ce  qui 
était  précisément  la  proposition  à  établir.  L'insignifiance  de  ces 
considérations  vagues  et  arbitraires  finira  par  devenir  palpable 
si  Ton  remarque  que ,  par  suite  de  semblables  arguments,  les 
philosophes  de  Fantiquité^  et  particulièrement  Aristote,  avaient, 
au  contraire,  regardé  le  mouvement  circulaire  comme  naturel 
aux  astres,  en  ce  qu*il  est  le  plus  parfait  de  tous,  conception 
qui  n'est  également  que  renonciation  abstraite  d'un  phénomène 
mal  analysé. 

Je  me  suis  borné  à  indiquer  la  critique  des  raisonfiemeDts  or- 
dinaires relativement  à  la  première  partie  de  la  loi  d'inertie.  Oi 
peut  faire  des  remarques  parfaitement  analogues  au  sujet  de  la 
seconde  partie ,  qui  concerne  l'invariabilité  de  la  vitesse ,  et 
qu'on  prétend  aussi  pouvoir  démontrer  abstraitement,  en  se 
bornant  à  dire  qu'il  n'y  a  pas  de  raison  pour  que  le  corps  se 
meuve  jamais  plus  lentement  ou  plus  rapidement  qu'à  l'origine 
du  mouvement. 

Ce  n'est  donc  point  sur  de  telles  considérations  qu'on  peut 
solidement  établir  une  loi  aussi  importante ,  qui  est  un  des  fon- 
dements nécessaires  de  toute  la  mécanique  rationnelle.  Elle  ne 
saurait  avoir  de  réalité  qu'autant  qu'on  la  conçoit  comme  basée 
sur  l'observation.  Mais,  sous  ce  point  de  vue,  l'exactitude  en 
est  évidente  d'après  les  faits  les  plus  communs.  Nous  avons  con- 
tinuellement occasion  de  reconnaître  qu'un  corps  animé  d*one 
force  unique  se  meut  constamment  en  ligne  droite;  et,  s'il  se 
dévie,  nous  pouvons  aisément  constater  que  Cwtte  modification 
tient  à  l'action  simultanée  de  quelque  autre  force  ^  active  oo 
passive  :  enfin  les  mouvements  curvilignes  eux-mêmes  nous 
montrent  clairement ,  par  les  phénomènes  variés  dus  à  ce  qu'on 
appelle  la  fœxe  centrifuge ,  que  les  corps  conservent  constam- 
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ment  leur  tendance  naturelle  à  se  mouvoir  en  ligne  droite.  Il 
n'y  a  pour  ainsi  dire  aucun  phénomène  dans  la  nature  qui  ne 
puisse  nous  fournir  une  vérification  sensible  de  cette  loi,  sur  la- 
quelle est  en  partie  fondée  toute  l'économie  de  Tunivers.  Il  en 
est  de  même  relativement  à  Tuniformité  du  mouvement  Tous 
les  faits  nous  prouvent  que ,  si  le  mouvement  primitivement  im- 
primé se  ralentit  toujours  graduellement  et  finit  par  s'éteindre 
entièrement  9  cela  provient  des  résistances  que  les  corps  ren- 
contrent sans  cesse  9  et  sans  lesquelles  l'expérience  nous  porte  à 
penser   que  la  vitesse  demeurerait  indéfiniment  constante, 
puisque  nous  voyons  augmenter  sensiblement  la  durée  de  ce 
mouvement  à  mesure  que  nous  diminuons  l'intensité  de  ces  obs- 
tacles. On  sait  que  le  simple  mouvement  d'un  pendule  écarté  de 
la  verticale  9  qui ,  dans  les  circonstances  ordinaires ,  se  maintient 
à  peine  pendant  quelques  minutes,  a  pu  se  prolonger  jusqu'à 
plus  de  trente  heures^  en  diminuant  autant  que  possible  le  frot- 
tement au  point  de  la  suspension ,  et  faisant  osciller  le  corps 
dans  un  vide  très-approché ,  lors  des  expériences  de  Borda  à 
l'Observatoire  de  Paris  pour  déterminer  la  longueur  du  pendule 
à  secondes  par  rapport  au  mètre.  Les  géomètres  citent  aussi 
avec  beaucoup  de  raison  ^  comme  une  preuve  manifeste  de  la 
tendance  naturelle  des  corps  à  conserver  indéfiniment  leur  vi- 
tesse acquise  y  l'invariabilité  rigoureuse  qu'on  remarque  si  clai- 
rement dans  les  mouvements  célestes ,  qui,  s' exécutant  dans  un 
milieu  d'une  rareté  extrême  y  se  trouvent  dans  les  circonstances 
les  plus  favorables  à  une  parfaite  observation  de  la  loi  d'inertie, 
et  qui,  en  effet,  depuis  vingt  siècles  qu'on  les  étudie  avec 
quelque  exactitude ,  ne  nous  présentent  pohit  encore  la  moindre 
altération  certaine,  quant  à  la  durée  des  rotations,  ou  à  celle 
des  révolutions,  quoique  la  suite  des  temps  et  le  perfectionne- 
ment de  nos  moyens  d'appréciation  doivent  probablement  nous 
dévoiler  un  jour  quelques  variations  encore  inconnues. 
Nous  devons  donc  regarder  comme  une  grande  loi  de  la  na- 
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ture  cette  tendance  spontanée  de  tous  les  corps  à  se  mouvoir 
en  ligne  droite  et  avec  une  vitesse  constante.  Va  la  confuftioD 
extrême  des  idées  communes  relativement  à  ce  premier  prindpe 
fondamental  »  il  peut  être  utile  de  remarquer  expressémeal  ki 
que  cette  loi  naturelle  est  tout  aussi  applicable  aux  corps  vi- 
vants qu'aux  corps  inertes  pour  lesquels  on  la  croit  souvent  ex- 
clusivement établie.  Quelle  que  soit  l'origine  de  Timpuisloii 
qu'il  a  reçue ,  un  corps  vivant  tend  à  persister,  comme  oo  corps 
inerte,  dans  la  direction  de  son  mouvement,  et  à  conserver  sa 
vitesse  acquise  :  seulement  il  peut  se  développer  en  lui  des 
forces  susceptibles  de  modifier  ou  de  supprimer  ce  mouvement, 
tandis  que,  pour  les  autres  corps ^  ces  modifications  sont  exckh 
sivement  dues  à  des  agents  extérieurs.  Mais,  dans  ce  cas  mâne, 
nous  pouvons  acquérir  une  preuve  directe  et  personnelle  de 
Tuniversalité  de  la  loi  d'inertie,  en  considérant  l'effort  très* 
sensible  que  nous  sommes  obligés  de  faire  pour  changer  la  di- 
rection ou  la  vitesse  de  notre  mouvement  effectif,  à  tel  point, 
que  lorsque  ce  mouvement  est  très-rapide  «  il  nous  est  impos- 
sible de  le  modifier  ou  de  le  suspendre  à  l'instant  précis  où  non 
le  désirerions. 

La  seconde  loi  fondamentale  du  mouvement  est  due  à  New- 
ton. Elle  consiste  dans  le  principe  de  l'égalité  constante  et  né- 
cessaire entre  l'action  et  la  réaction;  c'est-à-dire,  que  toutes 
les  fois  qu'un  corps  est  mû  par  un  autre  d'une  manière  quel- 
conque, il  exerce  sur  lui,  en  sens  inverse,  une  réaction  telle, 
que  le  second  perd,  en  raison  des  masses,  une  quantité  de  mon* 
vemcnt  exactement  égale  à  celle  que  le  premier  a  reçue.  On  a 
essayé  quelquefois  d'établir  aussi  à  priori ,  ce  théorème  géttéral 
de  philosophie  naturelle,  qui  n'en  est  pas  plus  susceptible  que 
précédent  Mais  il  a  été  beaucoup  moins  le  sujet  de  considéra- 
tions sophistiques ,  et  presque  tous  les  géomètres  s';icoordent 
maintenant  à  le  regarder  d'après  Newton  comme  un  simple  ré- 
snltat  de  l'^^bservation .  ce  qui  me  dispense  id  de  toute  discus- 
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sion  analogue  à  celle  de  la  loi  d'inertie.  Cette  égalité  dans  Fac- 
tion réciproque  des  corps  se  manifeste  dans  tous  les  phénomènes 
naturels^  soit  que  les  corps  agissent  les  uns  sur  Les  autres  par 
impulsion^  soit  qu'ils  agissent  par  attraction  ;  il  serait  superflu 
d'en  citer  ici  des  exemples.  Nous  avons  même  tellement  occa- 
sion de  constater  cette  mutualité  dans  nos  observations  les  plus 
communes  9  que  nous  ne  saurions  plus  concevoir  un  corps  agis- 
sant sur  un  autre  9  sans  que  celui-ci  réagisse  sur  lui. 

Je  crois  devoir  seulement  indiquer,  dès  ce  moment ,  au  sujet 
de  cette  seconde  loi  du  mouvement,  une  remarque  qui  me 
semble  importante,  et  qui  d'ailleurs  sera  convenablement  dé- 
veloppée dans  la  dix*septième  leçon.  Elle  consiste  en  ce  que  le 
célèbre  principe  de  d' Alembert ,  d'après  lequel  on  parvient  à 
transformer  si  heureusement  toutes  les  questions  de  dynamique 
en  simples  questions  de  statique ,  n'est  vraiment  autre  chose 
que  la  généralisation  complète  de  la  loi  de  Newton,  étendue  à 
un  système  quelA)nque  de  forces.  Ce  principe  en  effet  coïncide 
évidemment  avec  celui  de  l'égalité  entre  l'action  et  la  réaction  ^ 
lorsqu'on  ne  considère  que  deux  forces.  Une  telle  corrélation 
permet  de  concevoir  désormais  la  proposition  générale  de  d'A- 
lembert  comme  ayant  une  base  expérimentale,  tandis  qu'elle 
n'est  communément  établie  jusqu'ici  que  sur  des  considérations 
abstraites  peu  satisfaisantes. 

La  troisième  loi  fondamentale  du  mouvement  me  parait  con- 
sbter  dans  ce  que  je  propose  d'appeler  le  principe  de  l'indé- 
pendance ou  de  la  coexistence  des  mouvements,  qui  conduit 
immédiatement  à  ce  qu'on  appelle  vulgairement  la  composition 
des  forces.  Galilée  est,  à  proprement  parler,  le  véritable  inven- 
teur de  cette  loi,  quoique  ne  l'ait  point  conçue  précisément 
sous  la  forme  que  je  crois  devoir  préférer  ici.  Considérée  sous 
le  point  de  vue  le  plus  simple ,  elle  se  réduit  à  ce  fait  général, 
que  tout  mouvement  exactement  commun  à  tous  les  corps  d'un 
système  quelconque  n'altère  point  les  mouvements  particuliers 
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de  ces  différents  corps  les  uns  à  Tégard  des  autres^  mouvements 
qui  continuent  à  s'exécuter  comme  si  l'ensemble  du  système 
était  immobile.  Pour  énoncer  cet  important  principe  avec  une 
précision  rigoureuse^  qui  n'exige  plus  aucune  restriction,  il  faut 
concevoir  que  tous  les  points  du  système  décrivent  à  la  fois  des 
droites  parallèles  et  égales,  et  considérer  que  ce  mouvement 
général,  avec  quelque  vitesse  et  dans  quelque  direction  qu'il 
puisse  avoir  lieu ,  n'affectera  nullement  les  mouvements  rela- 
tifs. 

Ce  serait  vainement  qu'on  tenterait  d'établir  par  aucune  idée 
à  priori  cette  grande  loi  fondamentale ,  qui  n'en  est  pas  plus 
susceptible  que  les  deux  précédentes.  On  pourrait,  tout  aa 
plus,  concevoir  que  si  les  corps  du  système  sont  entre  eux  à 
l'état  de  repos,  ce  déplacement  commun,  qui  ne  change  évi- 
demment ni  leurs  distances  ni  leurs  situations  respectives,  ne 
saurait  altérer  cette  immobilité  relative  :  encore  même ,  l'igno- 
rance absolue  où  nous  sommes  nécessairemenfde  la  nature  in- 
time des  corps  et  des  phénomènes,  ne  nous  permet  point  d'af- 
firmer rationnellement,  avec  une  sécurité  parfaite,  que  l'intro- 
duction de  cette  circonstance  nouvelle  ne  modifiera  pas  d'une 
manière  inconnue  les  conditions  primitives  du  système.  Mais 
l'insuffisance  d'une  telle  argumentation  devient  surtout  sensible 
quand  on  essaie  de  l'appliquer  au  cas  le  plus  étendu  et  le  plus 
important,  à  celui  où  les  différents  corps  du  système  sont  en 
mouvement  les  uns  à  l'égard  des  autres.  En  s'attachant  à  faire 
abstraction,  aussi  complètement  que  possible,  des  observations 
si  connues  et  si  variées  qui  nous  font  reconnaître  alors  l'exacli- 
tude  physique  de  ce  principe ,  il  sera  facile  de  constater  qu'au- 
cune considération  rationnelle  ne  nous  donne  le  droit  de  con- 
clure à  priori  que  le  mouvement  général  ne  fera  naître  aucun 
changement  dans  les  mouvements  particuliers.  Cela  est  telle- 
ment vrai,  que  lorsque  Galilée  a  exposé  pour  la  première  fois 
cette  grande  loi  de  la  nature ,  il  s'est  élevé  de  toutes  parts  une 
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foule  d'objections  à  priori  tendant  à  prouver  Timpossibilité  ra- 
tionnelle d'une  telle  proposilion^  qui  n'a  été  unanimement  ad- 
mise ^  qoe  lorsqu'on  a  abandonné  le  point  de  vue  logique  pour 
se  placer  au  point  de  vue  physique. 

C'est  donc  seulement  comme  un  simple  résultat  général  de 
l'observation  et  de  l'expérience  que  cette  loi  peut-être  en  effet 
solidement  établie.  Mais  ^  ainsi  considérée  y  il  est  évident  qu'au- 
cune proposition  de  philosophie  naturelle  n'est  fondée  sur  des 
observations  aussi  simples ,  aussi  diverses ,  aussi  multipliées , 
aussi  faciles  à  vérifier.  Il  ne  s'opère  point  dans  le  monde  réel 
un  seul  phénomène  dynamique  qui  n'en  puisse  offrir  une  preuve 
sensible;  et  toute  l'économie  de  Tunivers  serait  évidemment 
bouleversée  de  fond  en  comble ,  si  on  supposait  que  cette  loi 
n'existât  plus.  C'est  ainsi,  par  exemple ,  que  dans  le  mouvement 
général  d'un  vaisseau,  quelque  rapide  qu'il  puisse  être  et  sui- 
vant quelque  direction  qu'il  ait  lieu,  les  mouvements  relatifs 
continuent  à  s*exécuter,  sauf  les  altérations  provenant  du  roulis 
et  du  tangage,  exactement  comme  si  le  vaisseau  était  immobile, 
en  se  composant  avec  le  mouvement  total  pour  un  observateur 
qui  n'y  participerait  pas.  De  même,  nous  voyons  continuelle- 
ment le  déplacement  général  d'un  foyer  chimique ,  ou  d'un 
corps  vivant, n'affecter  en  aucune  manière  les  mouvements  in- 
ternes qui  s'y  exécutent.  C'est  ainsi  surtout,  pour  citer  l'exemple 
le  plus  important,  que  le  mouvement  du  globe  terrestre  ne 
trouble  nullement  les  phénomènes  mécaniques  qui  s'opèrent  à 
sa  surface  ou  dans  sou  intérieur.  Ou  sait  que  Tignorance  de  cette 
troisième  loi  du  mouvement  a  été  précisément  le  principal  obs- 
tacle scientifique  qui  s'e.^t  opposé  pendant  si  longtemps  à  l'éta- 
blissement de  la  théorie  de  Copernic,  contre  laquelle  une  telle 
considération  présentait  alors,  en  effet,  des  objections  insur- 
montables, dont  les  coperniciens  n'avaient  essayé  de  se  déga- 
ger que  par  de  vaines  subtilités  métaphysiques  avant  la  dé- 
couverte de  Galilée.  Mais,  depuis  que  le  mouvement  de  la 
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terre  a  été  universellement  reconnu  ^  les  géomètres  Font  pré- 
senté ,  avec  raison ,  comme  offrant  lui-même  une  confirmation 
essentielle  de  la  réalité  de  cette  loi.  Laplace  a  proposé  à  ce  su- 
jet une  considération  indirecte  fort  ingénieuse,  que  je  crois 
utile  d'indiquer  ici,  parce  qu'elle  nous  montre  le  principe  de 
l'indépendance  des  mouvements  sous  la  vérification  d'une  expé- 
rience continuelle  et  très-sensible.  Elle  consiste  à  remarquer 
que,  si  le  mouvement  général  de  la  terre  pouvait  altérer  en  au- 
cune manière  les  mouvements  particuliers  qui  s'ex^utent  à  sa 
surface ,  cette  altération  ne  saurait  évidemment  être  la  même 
pour  tous  ces  mouvements  quelle  que  fût  leur  directionnel 
qu'ils  en  seraient  nécessairement  diversement  affectés  suivant 
l'angle  plus  ou  moins  grand  que  ferait  cette  direction  avec  celle 
du  mouvement  du  globe.  Ainsi,  par  exemple^  le  mouvement 
oscillatoire  d'un  pendule  devrait  alors  nous  prést^nter  des  diffé- 
rences très-considérables  selon  l'azimutb  du  plan  vertical  dans 
lequel  il  s'exécute,  et  qui  lui  donne  une  direction  tantôt  con- 
forme ,  tantôt  contraire ,  et  fort  inégalement  contraire ,  à  celle 
du  mouvement  de  la  terre;  tandis  que  l'expérience  ne  nous  ma- 
nifeste jamais ,  à  cet  égard ,  la  moindre  variation,  même  en  me- 
surant le  phénomène  avec  Textrême  précision  que  comporte, 
sous  ce  rapport ,  l'état  actuel  de  nos  moyens  d'observation. 

Afin  de  prévenir  toute  interprétation  inexacte  et  toute  appli- 
cation vicieuse  de  la  troisième  loi  du  mouvement,  il  importe  de 
remarquer  que ,  par  sa  nature ,  elle  n'est  relative  qu'aux  mou- 
vements de  translation,  et  qu'on  ne  doit  jamais  l'étendre  à  au- 
cun mouvement  de  rotation.  Les  mouvements  de  translation 
sont  évidemment,  en  effet,  les  seuls  qui  puissent  être  rigoureo- 
sèment  communs ,  pour  le  degré  aussi  bien  que  pour  la  direc- 
tion, à  toutes  les  diverses  parties  d'un  système  quelconque. 
Cette  exacte  parité  ne  saurait  jamais  avoir  lieu  quand  il  s'agit 
d'un  mouvement  de  rotation ,  qui  présente  toujours  nécessaire- 
ment des  inégalités  entre  les  diverses  parties  du  système,  soi- 
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vant  qu'elles  sont  plus  ou  moins  éloignées  du  centre  de  la  ro- 
tation. C'est  pourquoi  tout  mouvement  de  ce  genre  tend  cons- 
tamment à  altérer  Tétat  du  système^  et  Taltère  en  effet  si  les 
conditions  de  liaison  entre  les  diverses  parties  ne  constituent 
pas  une  résistance  suffisante.  Ainsi ,  par  exemple ,  dans  le  cas 
d'an  vaisseau,  ce  n'est  pas  le  mouvement  général  de  progrès- 
don  qui  peut  troubler  les  mouvements  particuliers  ;  le  dérange- 
iceatn*est  dû  qu'aux  effets  secondaires  du  roulis  et  du  tangage, 
qui  sont  des  mouvements  de  rotation.  Qu'une  montre  soit  sim- 
plement transportée  dans  une  direction  quelconque  avec  autant 
de  rapidité  qu'on  voudra ,  mais  sans  tourner  nullement ,  elle 
n'en  sera  jamais  affectée  ;  tandis  qu'un  médiocre  mouvement  de 
rotation  suffira  seul  pour  déranger  promptement  sa  marche.  La 
différence  entre  ces  deux  effets  deviendrait  surtout  sensible ,  en 
répétant  l'expérience  sur  un  corps  vivant  Enfm^  c'est  par  suite 
d'une  telle  distinction ,  que  nous  ne  saurions  avoir  aucun  moyen 
de  constater,  par  des  phénomènes  purement  terrestres ,  la  réa- 
lité du  mouvement  de  translation  de  la  terre ,  qui  n'a  pu  être 
découvert  que  par  des  observations  célestes;  tandis  que,  rela- 
tivement à  sou  mouvement  de  rotation,  il  détermine  nécessai- 
rement à  la  surface  de  la  terre,  vu  Tinégaliié  de  force  centrifuge 
entre  les  différents  points  du  globe ,  des  phénomènes  très-sen- 
sililes,  quoique  peu  considérables,  dont  l'analyse  pourrait  suf- 
fire pour  démontrer,  indépendamment  de  toute  considération 
astronomique ,  l'existence  de  celte  rotation. 

Le  principe  de  l'indépendance  ou  de  la  coexistence  des  mou- 
vements étant  une  fois  établi ,  il  est  facile  de  concevoir  qu'il 
conduit  immédiatement  «^  la  règle  élémentaire  ordinairement 
usitée  pour  ce  qu'on  appelle  la  composition  des  forces ,  qui  n'est 
vraiment  autre  chose  qu'une  nouvelle  manière  de  considérer  et 
d'énoncer  la  troisième  loi  du  mouvement.  En  effet ,  la  proposi- 
tion du  parallélogramme  des  forces,  envisagée  sous  le  point  de 
vue  le  plus  positif,  consiste  proprement  en  ce  que,  lorsqu'un 
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corps  est  animé  à  la  fois  de  deax  mouvements  uniformes  dans  des 
directions  quelconques,  il  décrit,  en  vertu  de  leur  combinai- 
son,  la  diagonale  du  parallélogramme  dont  il  eût  dans  le  même 
temps  décrit  séparément  les  côtés  en  vertu  de  chaque  mouve- 
ment isolé.  Or  n'est-ce  pas  là  évidemment  une  simple  applica- 
tion directe  du  principe  de  Findépendance  des  mouvements,  d'a- 
près lequel  le  mouvement  particulier  du  corps  le  long  d'une 
certaine  droite  n'est  nullement  troublé  par  le  mouvement  géné- 
ral qui  entraîne  paraUèlement  à  elle-même  la  totalité  de  cette 
droite  le  long  d'une  autre  droite  quelconque  ?  Cette  considéra- 
tion conduit  sur  le-champ  à  la  construction  géométrique  énon- 
cée par  la  règle  du  parallélogramme  des  forces.  C'est  ainsi  que 
ce  théorème  fondamental  de  la  mécanique  rationnelle  me  pa- 
raît être  présenté  directement  comme  une  loi  naturelle ,  ou  du 
moins  comme  une  application  immédiate  d'une  des  plus  grandes 
lois  de  la  nature.  Telle  est,  à  mon  gré,  la  seule  manière  vrai- 
ment philosophique  d'établir  solidement  cette  importante  pro- 
position, pour  écarter  définivement  tous  les  nuages  métaphysi- 
ques dont  elle  est  encore  environnée  et  la  mettre  complètement 
à  l'abri  de  toute  objection  réelle.  Toutes  les  prétendues  dé- 
monstrations analytiques  qu'on  a  successivement  essayé  d'en 
donner  d'après  des  considérations  purement  abstraites,  outre 
qu'elles  reposent  ordinairement  sur  une  interprétation  vicieuse 
et  sur  une  fausse  application  du  principe  analytique  de  l'homo- 
généité, supposent  d'ailleurs  que  la  proposition  est  eriV/enrepar 
elle-même  dans  certains  cas  particuliers,  quand  les  deux  forces, 
par  exemple,  agissent  suivant  une  même  droite ,  évidence  qiii 
ne  peut  résulter  alors  que  de  l'observation  effective  de  la  loi 
naturelle  de  l'indépendance  des  mouvements,  dont  lindispen- 
sabilité  se  trouve  ainsi  irrécusablement  manifestée.  U  serait 
étrange,  en  effet,  pour  quiconque  envisage  directement  la 
question  sous  un  point  de  vue  philosophique ,  que ,  par  de  sim- 
ples combinaisons  logiques,  l'esprit  humain  pût  ainsi  découvrir 
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une  loi  réelle  de  la  nature  ^  sans  consulter  aucunement  le  monde 
extérieur. 

Cette  notion  étant  de  la  plus  haute  importance  quant  à  la  ma- 
nière de  concevoir  la  mécanique  rationnelle,  et  s'écartant  beau- 
coup de  la  marche  habituellement  adoptée  aujourd'hui.  Je  crois 
devoir  la  présenter  encore  sous  un  dernier  point  de  vue  qui 
achèvera  de  Téclaircir,  en  montrant  que ,  malgré  tous  les  ef- 
forts des  géomètres  pour  éluder  à  cet  égard  remploi  des  consi- 
dérations expérimentales,  la  loi  physique  de  Tindépendance 
des  mouvements  reste  implicitement ,  même  de  leur  aveu  una- 
nime ,  une  des  bases  essentielles  de  la  mécanique ,  quoique  pré- 
sentée sous  une  forme  différente  et  à  une  autre  époque  de  Tex- 
portion. 

n  suffit,  pour  cela,  de  reconnaître  que  cette  loi,  au  lieu 
d'être  exposée  directement  dans  Tétude  des  prolégomènes  de 
la  science ,  se  retrouve  plus  tard  admise  par  tous  les  géomètres, 
comme  établissant  le  principe  de  la  proportionnalité  des  vi- 
tesses aux  forces,  base  nécessaire  de  la  dynamique  ordinaire. 

Afin  de  saisir  convenablement  le  vrai  caractère  de  cette  ques- 
tion, il  faut  remarquer  que  les  rapports  des  forces  peuvent  être 
déterminés  de  deux  manières  différentes ,  soit  par  le  procédé 
statique ,  soit  par  le  procédé  dynamique.  En  effet,  nous  ne  ju- 
geons pas  toujours  du  rapport  de  deux  forces  d'après  Thitensité 
plus  ou  moins  grande  des  mouvements  qu'elles  peuvent  impri- 
mer à  un  même  corps.  Nous  l'apprécions  fréquemment  aussi 
d'après  de  simples  considérations  d'équilibre  mutuel,  en  regar- 
dant comme  égales  les  forces  qui ,  appliquées  en  sens  contraire, 
suivant  une  même  droite,  se  détruisent  réciproquement ,  et  en- 
suite comme  double,  triple,  etc.  d'une  autre ,  la  force  qui  fe- 
rait équilibre  à  deux,  trois,  etc.,  forces  égales  à  celle-ci,  et 
tontes  directement  opposées  à  la  seconde.  Ce  nouveau  moyen 
de  mesure  est,  en  réalité,  tout  aussi  usité  que  le  précédent. 
Gela  posé ,  la  question  consiste  essentiellement  à  savoir  si  les 
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deux  moyens  sont  toujours  et  nécessairement  équivalents^  c'est- 
à-dire  si,  les  rapports  des  forces  étant  d'abord  seulement  défi- 
nis par  la  considération  statique  9  il  s'ensuivra ,  sous  le  point  de 
vue  dynamique  9  qu'elles  imprimeront  à  une  même  masse  des 
vitesses  qui  leur  soient  exactement  proportionneUes.  Cette  cor- 
rélation n'est  nullement  évidente  par  elle-même  ;  tout  ao  plus 
peut-on  concevoir  à  priori  que  les  plus  grandes  forces  doivent 
nécessairement  donner  les  plus  grandes  vitesses.  Mais  l'obser* 
vation  seule  peut  décider  si  c'est  à  la  première  puissance  de  la 
force  ou  à  toute  autre  fonction  croissante  que  la  vitesse  est  pro- 
portionnelle. 

C'est  pour  déterminer  qu'elle  est,  à  cet  égard ,  la  véritable  loi 
de  la  nature,  que,  de  Taveu  de  tous  les  géomètres  et  pariica- 
lièrement  de  Laplace ,  il  faut  considérer  le  fait  général  de  l'in- 
dépendance ou  de  la  coexistence  des  mouvements.  Il  est  facile 
de  voir,  d'après  le  raisonnement  de  Laplace ,  que  la  tbéorie  de 
la  proportionnalité  des  vitesses  aux  forces  est  une  conséquence 
nécessaire  et  immédiate  de  ce  fait  général,  appliqué  à  deux 
forces  qui  agissent  dans  la  même  direction.  Car,  si  un  corps,  en 
vertu  d'une  certaine  force,  a  parcouru  un  espace  déterminé  sui- 
vant une  certaine  droite,  et  qu'on  vienne  à  ajouter,  selon  In 
même  direction,  une  seconde  force  égale  à  la  première;  d'a- 
près la  loi  de  l'indépendance  des  mouvements,  cette  nouvelle 
force  ne  fera  que  déplacer  la  totalité  de  la  droite  d'applicalioii 
d'une  égale  quantité  dans  le  même  temps ,  sans  altérer  le  mou- 
vement du  corps  le  long  de  cette  droite ,  en  sorte  que ,  par  h 
composition  des  deux  mouvements,  ce  corps  aura  effectivement 
parcouru  un  espace  double  de  celui  qui  correspondait  à  la  force 
primitive.  Telle  est  la  seule  manière  dont  on  puisse  réellement 
constater  la  proportionnalité  générale  des  vitesses  aux  forces, 
que  je  dois  ainsi  me  dispenser  de  regarder  comme  une  quatrièmo 
loi  fondamentale  du  mouvement ,  puisqu'elle  rentre  dans  la  troi- 
sième. 
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Il  est  donc  évident  que  ^  quand  on  a  cru  pouvoir  se  diiipenser 
en  mécanique  du  fait  général  de  Tindépendancc  des  mouve- 
ments pour  établir  la  loi  fondamentale  de  la  composition  des 
forces  9  la  nécessité  de  regarder  cette  proposition  de  philosophie 
naturelle  comme  une  des  bases  indispensables  de  la  science 
s'est  reproduite  inévitablement  pour  démontrer  la  loi  non  moins 
importante  des  forces  proportionnelles  aux  vitesses^  ce  qui  met 
cette  nécessité  hors  de  toute  contestation.  Ainsi  quel  a  été  le 
résultat  réel  de  tous  les  efforts  intellectuels  qui  ont  été  tentés 
pour  éviter  d'introduire  directement,  dans  les  prolégomènes  de 
la  mécanique,  cette  observation  fondamentale?  seulement  de 
paraître  s'en  dispenser  en  statique,  et  de  ne  la  prendre  évidem- 
ment en  considération  qu'aussitôt  qu'on  passe  à  la  dynamique. 
Tout  se  réduit  donc  effectivement  à  une  simple  transposition.  Il 
est  clair  qu'un  résultat  aussi  peu  important  n'est  nullement  pro- 
portionné à  la  complication  des  procédés  indirects  qui  ont  été 
employés  pour  y  parvenir,  quand  même  ces  procédés  seraient 
logiquement  irréprochables,  et  nous  avons  expressément  re- 
connu le  contraire.  11  est  donc,  sous  tous  les  rapports,  beau- 
coup plus  satisfaisant  de  se  conformer  franchement  et  directe- 
ment à  la  nécessité  philosophique  de  la  science,  et,  puisqu'elle 
ne  saurait  se  passer  d'une  base  expérioientale  ^i  de  reconnaître 
nettement  cette  base  dès  l'origine.  Aucune  autre  marche  ne 
peut  rendre  complètement  positive  une  science  qui ^  sans  de  tels 
fondements,  conserverait  encore  un  certain  caractère  métaphy- 
sique. 

Telles  sont  donc  les  trois  lois  physiques  du  mouvement  qui 
fournissent  à  la  mécanique  rationneUe  une  base  expérimentale 
suffisante,  sur  laquelle  l'esprit  humain,  par  de  simples  opéra- 
tions logiques ,  et  sans  consulter  davantage  le  monde  extérieur, 
peut  solidement  établir  l'édifice  systématique  de  la  science. 
Quoique  ces  trois  lois  me  semblent  pouvoir  suffire ,  Je  ne  vois  à 
priori  aucune  raison  de  n'en  point  augmenter  le  nombre ,  si  on 
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parvenait  effectivement  à  coDstater  qu'elles  ne  sont  pas  stricte- 
ment complètes.  Cette  augmentation  me  paraîtrait  un  fort  lé- 
ger inconvénient  pour  la  perfection  rationnelle  de  la  science , 
puisque  ces  lois  ne  sauraient  jamais  évidemment  être  très-mul- 
tipliées;  je  regarderais  comme  préférable ^  en  thèse  générale, 
d'en  établir  une  ou  deux  de  plus,  si,  pour  l'éviter,  il  fallait  re- 
courir à  des  considérations  trop  détournées,  qui  fussent  de  na- 
ture à  altérer  le  caractère  positif  de  la  science.  Mais  Tensemble 
des  trois  lois  ci-dessus  exposées  remplit  convenablement^  à  mes 
yeux  9  toutes  les  conditions  essentielles  réellement  imposées  par 
la  nature  des  théories  de  la  mécanique  rationnelle.  En  effet,  la 
première,  celle  de  Kepler,  détermine  complètement  Teffet  pro- 
duit par  une  force  unique  agissant  instantanément;  la  seconde, 
celle  de  Newton ,  établit  la  règle  fondamentale  pour  la  commu- 
nication du  mouvement  par  Faction  des  corps  les  uns  sur  les 
autres;  enfin  la  troisième,  celle  de  Galilée,  conduit  immédiate- 
ment au  tliéorème  général  relatif  à  la  composition  des  mouve- 
ments. On  conçoit,  d'après  cela,  que  toute  la  mécanique  des 
mouvements  uniformes  ou  des  forces  instantanées  peut  être  en- 
tièrement traitée  comme  une  conséquence  directe  de  la  combi- 
naison de  ces  trois  lois,  qui ,  étant  de  leur  nature  extrêmement 
précises,  sont  évidemment  susceptibles  d'être  aussitôt  exprimées 
par  des  équations  analytiques  faciles  à  obtenir.  Quant  à  la  par- 
tie la  plus  étendue  et  la  plus  importante  de  la  mécanique ,  celle 
qui  en  constitue  essentiellement  la  difficulté,  c'est-à-dire  la  mé- 
canique des  mouvements  variés  ou  des  forces  continues,  on  peut 
concevoir,  d'une  manière  générale ,  la  possibilité  de  la  ramener 
à  la  mécanique  élémentaire  dont  nous  venons  d'indiquer  le  ca- 
ractère, par  l'application  de  la  méthode  infinitésimale,  qui  per- 
mettra de  substituer,  pour  chaque  instant  infiniment  petite  un 
mouvement  uniforme  au  mouvement  varié ,  d'où  résulteront  im- 
médiatement les  équations  différentielles  relatives  à  cette  der- 
nière espèce  de  mouvements.  Il  sera  sans  doute  fort  important 
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d'établir  directement  et  avec  précision,  dans  les  leçons  sui- 
vantes, la  manière  générale  d'employer  une  telle  méthode  pour 
résoudre  les  deux  problèmes  essentiels  de  la  mécanique  ration- 
nelle, et  déconsidérer  soigneusement  les  principaux  résultats 
que  les  géomètres  ont  ainsi  obtenus  relativement  aux  lois  abs- 
traites de  l'équilibre  et  du  mouvement.  Mais  il  est^  dès  ce  mo- 
ment, évident  que  la  science  se  trouve  réellement  fondée  par 
l'ensemble  des  trois  lois  physiques  établies  ci-dessus,  et  que 
tout  le  travail  devient  désormais  purement  rationnel,  devant 
consister  seulement  dans  l'usage  à  faire  de  ces  lois  pour  la  so- 
lution des  différentes  questions  générales.  Eu  un  mot ,  la  sépa- 
ration entre  la  partie  nécessairement  physique  et  la  partie  sim- 
plement logique  de  la  science  me  semble  pouvoir  être  ainsi  net- 
tement effectuée  d'une  manière  exacte  et  définitive. 

Pour  terminer  cet  aperçu  général  du  caractère  philosophique 
de  la  mécanique  rationnelle ,  il  ne  nous  reste  plus  maintenant 
qu'à  considérer  sommairement  les  divisions  principales  de  cette 
science ,  les  divisions  secondaires  devant  être  envisagées  dans 
les  leçons  suivantes. 

La  première  et  la  plus  importante  division  naturelle  de  la  mé- 
canique consiste  à  distinguer  deux  ordres  de  questions,  suivant 
qu'on  se  propose  la  recherche  des  conditions  de  l'équilibre ,  ou 
l'étude  des  lois  du  mouvement,  d'où  la  statique ^  et  la  dyna- 
mique.  Il  suffit  d'indiquer  une  telle  division,  pour  en  faire  com- 
prendre directement  la  nécessité  générale.  Outre  la  différence 
effective  qui  existe  évidemment  entre  ces  deux  classes  fonda- 
mentales de  problèmes,  il  est  aisé  de  concevoir  à  priori  que  les 
questions  de  statique  doivent  être ,  en  général ,  par  leur  nature, 
bien  plus  faciles  à  traiter  que  les  questions  de  dynamique.  Gela 
résulte  essentiellement  de  ce  que,  dans  les  premières,  on  fait, 
comme  on  l'a  dit  avec  raison,  abstraction  du  temps;  c'est-à-dire 
que 9  le  phénomène  à  étudier  étant  nécessairement  instantané, 
on  n'a  pas  besoin  d'avoir  égard  aux  variations  que  les  forces  du 
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système  peuvent  éprouver  dans  les  divers  instants  succealCs. 
Cette  considération  qu'il  faut,  au  contraire,  introduire  dans 
toute  question  de  dynamique ,  y  constitue  un  élément  fonda- 
mental de  plus,  qui  en  fait  la  principale  difficulté.  Osnit^en 
thèse  générale ,  de  cette  différence  radicale ,  que  la  statique 
tout  entière ,  quand  on  la  traite  comme  un  cas  particulier  de  la 
dynamique,  correspond  seulement  à  la  partie  de  beaucoup  la 
plus  simple  de  la  dynamique ,  à  celle  qui  concerne  la  théorie 
des  mouvements  uniformes ,  comme  nous  rétablirons  spéciale- 
ment dans  la  leçon  suivante. 

L'importance  de  cette  division  est  bien  clairement  vérifiée 
par  Thistoire  générale  du  développement  effectif  de  l'esprit  hu- 
main. Nous  voyons,  en  effet,  que  les  anciens  avaient  acquis 
quelques  connaissances  fondamentales  très-essentielles  relative- 
ment à  l'équilibre,  soit  des  solides,  soit  des  fluides ,  conune  oo 
le  voit  surtout  par  les  belles  recherches  d'Archimède,  quoiqu'ils 
fussent  encore  fort  éloignés  de  posséder  une  statique  ration- 
nelle vraiment  complète.  Au  contraire,  ils  ignoraient  entièrement 
la  dynamique,  même  la  plus  élémentaire;  la  première  création 
de  cette  science  toute  moderne  est  due  à  Galilée. 

Après  cette  division  fondamentale ,  la  distinction  la  plus  im- 
portante tL  établir  en  mécanique  consiste  à  séparer,  soit  dans  la 
statique ,  soit  dans  la  dynamique ,  l'étude  des  solides  et  celle  des 
fluides.  Quelque  essentielle  que  soit  cette  division,  je  ne  la  place 
qu'en  seconde  ligne ,  et  subordonnée  à  la  précédente ,  solvant 
la  méthode  établie  par  Lagrange,  car  c'est,  ce  me  semble, 
s'exagérer  son  influence  que  de  la  constituer  division  principale, 
comme  on  le  fait  encore  dans  les  traités  ordinaires  de  méca- 
nique. Les  principes  essentiels  de  statique  ou  de  dynamique 
sont,  en  effet,  nécessairement  les  mêmes  pour  les  fluides  que 
pour  les  solides;  seulement  les  fluides  exigent  d'ajouter  aui 
conditions  caractéristiques  du  système  une  considération  de 
plus ,  celle  relative  à  la  variabilité  de  forme ,  qui  définit  gêné- 
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ralement  leur  constitution  mécanique  propre.  Mais,  tout  en 
plaçant  cette  distinction  au  rang  convenable  y  il  est  facile  de 
concevoir  à  priori  son  extrôme  importance ,  et  de  sentir,  en  gé- 
néral ,  combien  elle  doit  augmenter  la  difficulté  fondamentale 
des  questions,  soit  dans  la  statique,  soit  surtout  dans  la  dyna- 
mique. Car  cette  parfaite  indépendance  réciproque  des  molé- 
cules, qui  caractérise  les  fluides,  oblige  de  considérer  séparé- 
ment chaque  molécule^  et,  par  conséquent,  d'envisager  tou- 
jours^ même  dans  le  cas  le  plus  simple,  un  système  composé 
d'une  infinité  de  forces  distinctes.  Il  en  résulte,  pour  la  statique, 
l'introduction  d'un  nouvel  ordre  de  recherches,  relativement  à 
la  figure  du  système  dans  Tétat  d'équilibre,  question  très-difii- 
elle  par  sa  nature,  et  dont  la  solution  générale  est  encore  peu 
avancée,  même  pour  le  seul  cas  de  la  pesanteur  universelle. 
Mais  la  difficulté  est  encore  plus  sensible  dans  la  dynamique.  En 
effets  l'obligation  où  l'on  se  trouve  alors  strictement  de  consi- 
dérer à  part  le  mouvement  propre  de  chaque  molécule,  pour 
faire  une  étude  vraiment  complète  du  phénomène ,  introduit 
dans  la  question,  envisagée  sous  le  point  de  vue  analytique,  une 
complication  jusqu'à  présent  inextricable  en  général,  et  qu'on 
n'est  encore  parvenu  à  surmonter,  môme  dans  le  cas  très-simple 
d'un  fluide  uniquement  mû  par  sa  pesanteur  terrestre ,  qu'à  Taide 
d'hypothèses  fort  précaires,  comme  celle  de  Daniel  Bemouilli 
sur  le  parallélisme  des  tranches,  qui  altèrent  d'une  manière 
notable  la  réalité  des  phénomènes.  On  conçoit  donc ,  en  thèse 
générale,  la  plus  grande  difficulté  nécessaire  de  Thydrosta- 
tique,  et  surtout  de  l'hydrodynamique,  par  rapport  à  la  statique 
et  à  la  dynamique  proprement  dites,  qui  sont  en  effet  bien  plus 
avancées. 

Il  faut  ajouter  à  ce  qui  précède,  pour  se  faire  une  juste  idée 
générale  de  cette  différence  fondamentale,  que  la  définition  ca- 
ractéristique par  laquelle  les  géomètres  distinguent  les  solides 
et  les  fluides  en  mécanique  rationnelle,  n'est  véritablement,  à 
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regard  des  uns  comme  à  l'égard  des  autres,  qu'une  représen- 
tation exagérée^  et,  par  conséquent^  strictement  infidèle  de  la 
réalité.  En  effet ,  quant  aux  fluides  principalement ,  il  est  clair 
que  leurs  molécules  ne  sont  point  réellement  dans  cet  état  ri- 
goureux d'indépendance  mutuelle  où  nous  sommes  obligés  de 
les  supposer  en  mécanique,  en  les  assujettissant  seulement  à  con- 
server entre  elles  un  volume  constant  s'il  s'agit  d'un  liquide,  oa, 
s'il  s'agit  d'un  gaz ,  un  volume  variable  suivant  une  fonction 
donnée  de  la  pression ,  par  exemple,  en  raison  inverse  de  cette 
pression ,  d'après  la  loi  de  Mariotte.  Un  grand  nom])re  de  phé- 
nomènes naturels  sont,  au  contraire,  essentiellement  dus  à  l'ad- 
hérence mutuelle  des  molécules  d'un  fluide,  liaison  qui  est 
seulement  beaucoup  moindre  que  dans  les  solides.  Cette  adhé- 
sion ,  dont  on  fait  abstraction  pour  les  fluides  mathématiques,  et 
qu'il  semble,  en  effet,  presqu'impossible  de  prendre  convena- 
blement en  considération,  détermine ,  comme  on  sait^  des  dif- 
férences très-sensibles  entre  les  phénomènes  effectifs  et  ceux 
qui  résultent  de  la  théorie,  soit  pour  la  statique, soit  surtout, 
pour  la  dynamique ,  par  exemple  relativement  à  l'écoulement 
d'un  liquide  pesant  par  un  orifice  déterminé,  où  l'observation 
s'écarte  notablement  de  la  théorie  quant  à  la  dépense  de  liquide 
en  un  temps  donné. 

Quoique  la  définition  mathématique  des  solides  se  trouve  re- 
présenter beaucoup  plus  exactement  leur  état  réel,  on  a  cepen- 
dant plusieurs  occasions  de  reconnaître  la  nécessité  détenir 
compte  en  certains  cas  de  la  possibilité  de  séparation  mutuelle 
qui  existe  toujours  entre  les  molécules  d'un  solide,  si  les  forces 
qui  leur  sont  appliquées,  acquièrent  une  intensité  suffisante,  et 
dont  on  fait  complètement  abstraction  en  mécanique  ration- 
nelle. C'est  ce  qu'on  peut  aisément  constater  surtout  dans  la 
théorie  de  la  rupture  des  solid»»s,  qui,  à  peine  ébauchée  par 
Galilée,  par  Huyghens,  et  par  Leïbnitz,  se  trouve  aujourd'hui 
dans  un  état  fort  imparfait  et  même  très-précaire,  malgré  1» 
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travaux  de  plusieurs  autres  géomètres^  et  qui  Déanmoins  serait 
importante  pour  éclairer  plusieurs  questions  de  mécanique  ter- 
restre, principalement  de  mécanique  industrielle.  On  doit  pour- 
tant remarquer,  à  ce  sujet,  que  cette  imperfection  est  à  la  fois 
beaucoup  moins  sensible  et  bien  moins  importante  que  celle  ci- 
dessus  notée ,  relativement  à  la  mécanique  des  fluides.  Car  elle 
se  trouve  ne  pouvoir  nullement  influer  sur  les  questions  de  mé- 
canique céleste 5  qui  constituent  réellement,  comme  nous  avons 
eu  plusieurs  occasions  de  le  reconnaître,  la  principale  applica- 
tion, et  probablement  la  seule  qui  puisse  être  jamais  vraiment 
complète^  de  la  mécanique  rationnelle. 

Enfin  nous  devons  encore  signaler,  en  thèse  générale,  dans  la 
mécanique  actuelle,  une  lacune,  secondaire  il  est  vrai,  mais 
qui  n'est  pas  sans  importance,  relativement  à  la  théorie  d'une 
dasse  de  corps  qui  sont  dans  un  état  intermédiaire  entre  la  so- 
lidité et  la  fluidité  rigoureuses,  et  qu'on  pourrait  appeler  semi- 
fluides,  ou  semi-solides  :  tels  sont,  par  exemple,  d'une  part,  les 
sables 5  et,  d'une  autre  part,  les  fluides  à  l'état  gélatineux.  Il  a 
été  présenté  quelques  considérations  rationnelles  au  sujet  de 
ces  corps,  sous  le  nom  de  fluides  imparfaits^  surtout  relative- 
ment à  leurs  surfaces  d'équilibre.  Mais  leur  théorie  propre  n'a 
jamais  été  réellement  établie  d'une  manière  générale  et  di- 
recte. 

Tels  sont  les  principaux  aperçus  généraux  que  j'ai  cru  devoir 
indiquer  sommairement  pour  faire  apprécier  le  caractère  philo- 
sophique qui  distmgue  la  mécanique  rationnelle,  envisagée  dans 
son  ensemble.  Il  s'agit  maintenant,  en  considérant  sous  le  même 
point  de  vue  philosophique  la  composition  efi'ective  de  la  science, 
d'apprécier  comment,  par  les  importants  travaux  successifs  des 
plus  grands  géomètres,  celte  seconde  section  générale  si  éten- 
due, si  essentielle,  et  si  dilBcile  de  la  mathématique  concrète, 
a  pu  être  élevée  à  cet  éminent  degré  de  perfection  théorique 
qu'elle  a  atteint  de  nos  jours  dans  l'admirable  traité  de  La- 


600  PHILOSOPHIE  POSITIVE. 

grange  9  et  qui  nous  présente  toutes  les  questions  abstraites 
qu'elle  est  susceptible  d'offrir,  ramenées,  d'après  un  principe 
unique,  à  ne  plus  dépendre  que  de  recherches  purement  analy- 
tiques, comme  nous  l'avons  déjà  reconnu  pour  les  problèmes 
géométriques.  Ce  sera  l'objet  des  trois  leçons  suivantes;  la  pre- 
mière consacrée  à  la  statique ^  la  seconde  à  la  dynamique,  et  la 
troisième^  à  l'examen  des  théorèmes  généraux  de  la  mécanique 
rationnelle. 
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Voc  véDérale  de  la  statique. 

L'ensemble  de  la  mécanique  rationnelle  peut  être  traité  d'a- 
près deux  méthodes  générales  essentiellement  distinctes  et  iné- 
galement parfaites ,  suivant  que  la  statique  est  conçue  d'une 
manière  directe ,  ou  qu'elle  est  considérée  comme  un  cas  parti- 
culier de  la  dynamique.  Par  la  première  méthode,  on  s'occupe 
immédiatement  de  découvrir  un  principe  d'équilibre  suflîsam- 
ment  général ,  qu'on  applique  ensuite  à  la  détermination  des 
conditions  d'équilibre  de  tous  les  systèmes  de  forces  possibles. 
Par  la  seconde ,  au  contraire ,  on  cherche  d'abord  quel  serait  le 
mouvement  résultant  de  l'action  simultanée  des  diverses  forces 
quelconques  proposées ,  et  on  en  déduit  les  relations  qui  doi- 
vent exister  entre  ces  forces  pour  que  ce  mouvement  soit  nul. 

La  statique  étant  nécessairement  d'une  nature  plus  simple 
que  la  dynamique ,  la  première  méthode  a  pu  seule  être  em- 
ployée à  l'origine  de  la  mécanique  rationnelle.  C'est  ^  en  effet , 
la  seule  qui  fût  connue  des  anciens ,  entièrement  étrangers  à 
toute  idée  de  dynamique  9  même  la  plus  élémentaire.  Ârchi- 
mède  y  vrai  fondateur  de  la  statique ,  et  auquel  sont  dues  toutes 
les  notions  essentielles  que  Tantiquité  possédait  à  cet  égard , 
commence  à  établir  la  condition  d'équilibre  de  deux  poids  sus- 
pendus aux  deux  extrémités  d'un  levier  droit,  c'est-à-dire  la 
nécessité  que  ces  poids  soient  en  raison  inverse  de  leurs  dis- 
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tances  au  point  d'appui  du  levier  ;  et  il  s'efforce  ensuite  de  ra- 
mener autant  que  possible  à  ce  principe  unique  la  recherche 
des  relations  d'équilibre  propres  à  d'autres  systèmes  de  forces. 
Pareillement,  quant  à  la  statique  des  fluides,  il  pose  d'abord 
son  célèbre  principe ,  consistant  en  ce  que  tout  corps  plongé 
dans  un  fluide  perd  une  partie  de  son  poids  égale  au  poids^da 
fluide  déplacé;  et  ensuite  il  en  déduit, dans  un  grand  nombre 
de  cas,  la  théorie  de  la  stabilité  des  corps  flottants.  Mais  le  prin- 
cipe du  levier  n'avait  point  par  lui-même  une  assez  grande  gé- 
néralité pour  qu'il  fût  possible  de  l'appliquer  réellement  à  la 
détermination  des  conditions  d'équilibre  de  tous  les  systèmes  de 
forces.  Par  quelques  ingénieux  artifices  qu'on  ait  successivement 
essayé  d'en  étendre  l'usage ,  on  n'a  pu  effectivement  y  ramener 
que  les  systèmes  composés  de  forces  parallèles.  Quant  aux  forces 
dont  les  directions  concourent,  on  a  d'abord  essayé  de  suivre 
une  marche  analogue,  en  imaginant  de  nouveaux  principes  di- 
rects d'équilibre  spécialement  propres  à  ce  cas  plus  général,  et 
parmi  lesquels  il  faut  surtout  remarquer  l'heureuse  idée  de  Slé- 
vin,  relative  à  l'équilibre  du  système  de  deux  poids  posés  sur 
deux  plans  inclinés  adossés.  Cette  nouvelle  idée-mère  eût  peut- 
être  suffi  strictement  pour  combler  la  lacune  que  laissait  dans  la 
statique  le  principe  d'Archimède,  puisque  Stévin  était  parvenu 
à  en  déduire  les  rapports  d'équilibre  entre  trois  forces  appli- 
quées en  un  même  point ,  dans  le  cas  du  moins  ou  deux  de  ces 
forces  sont  à  angles  droits  ;  et  il  avait  même  remarqué  que  les 
trois  forces  sont  alors  entre  elles  comme  les  trois  côtés  d'an 
triangle  dont  les  angles  seraient  égaux  à  ceux  formés  par  ces 
trois  forces.  Mais,  la  dynamique  ayant  été  fondée  dans  le  même 
temps  par  Galilée ,  les  géomètres  cessèrent  de  suivre  l'ancienne 
marche  statique  directe ,  préférant  procéder  à  la  recherche  des 
conditions  d'équilibre  d'après  les  lois  dès-lors  connues  de  la 
composition  des  forces.  C'est  par  cette  dernière  méthode  que 
Varignon  découvrit  la  véritable  théorie  générale  de  l'équilibre 
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d'an  système  de  forces  appliquées  en  un  même  point  ^  et  que 
plus  tard  d'Alemberl  établit  enfin,  pour  la  première  fois,  les 
équations  d'équilibre  d'un  système  quelconque  de  forces  appli- 
quées aux  différents  points  d'un  corps  solide  de  forme  inva- 
riable. Cette  méthode  est  encore  aujourd'hui  la  plus  universelle- 
ment employée. 

Au  premier  abord,  elle  semble  peu  rationnelle^  puisque,  la 
dynamique  étant  plus  compliquée  que  la  statique ,  il  ne  parait 
nullement  convenable  de  faire  dépendre  celle-ci  de  l'autre.  Il 
serait^  en  effet,  plus  pliilosophique  de  ramener  au  contraire, 
s'il  est  possible,  la  dynamique  à  la  statique,  comme  on  y  est 
parvenu  depuis.  Mais  on  doit  néanmoins  reconoailre  que ,  pour 
traiter  complètement  la  statique  comme  un  cas  particulier  de  la 
dynamique^  il  suffit  d'avoir  formé  seulement  la  partie  la  plus 
élémentaire  de  celle-ci,  la  théorie  des  mouvements  uniformes, 
sans  avoir  aucun  besoin  de  la  théorie  des  mouvements  variés.  Il 
importe  d'expliquer  avec  précision  cette  distinction  fondamen- 
tale. 

A  cet  effets  observons  d'abord  qu'il  existe,  en  général,  deux 
sortes  de  forces  :  l*"  les  forces  que  j'appelle  instantanées,  comme 
les  impulsions,  qui  n'agissent  sur  un  corps  qu'à  l'origine  du 
mouvement ,  en  l'abandonnant  à  lui-même  aussitôt  qu'il  est  en 
marche  ;  2°  les  forces  qu'on  appelle  asssez  improprement  accé- 
lératrices ^  et  que  je  préfère  nommer  continues ,  comme  les  at- 
tractions^  qui  agissent  sans  cesse  sur  le  mobile  pendant  toute  la 
durée  du  mouvement.  Cette  distinction  équivaut  évidemment  à 
celle  des  mouvements  uniformes  et  des  mouvements  variés  ;  car 
il  est  clair^  en  vertu  de  la  première  des  trois  lois  fondamentales 
du  mouvement  exposées  dans  la  leçon  précédente,  que  toute 
force  Uistantanée  doit  nécessairement  produire  un  mouvement 
uniforme 5  tandis  que  toute  force  continue  doit,  au  contraire, 
par  sa  nature ,  imprimer  au  mobile  un  mouvement  indéfiniment 
varié.  Cela  posé,  on  conçoit  fort  aisément,  à  priori,  comme  je 
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rai  déjà  indiqué  plusieurs  fois ^  que  la  partie  de  la  dynamique  re- 
lative aux  forces  instantanées  ou  aux  mouvements  uniformes  doit 
étre^sans  aucune  comparaison  ^  infiniment  plus  simple  que  celle 
qui  concerne  les  forces  continues  ou  les  mouvements  variés^  et 
dans  laquelle  consiste  essentiellement  toute  la  difficulté  de  la 
dynamique.  La  première  partie  présente  une  telle  facilité,  qu'elle 
peut  être  traitée  dans  son  ensemble  comme  une  conséquence 
immédiate  des  trois  lois  fondamentales  du  mouvement ,  ainsi  que 
je  Fai  expressément  remarqué  à  la  fin  de  la  leçon  précédente. 
Or  il  est  maintenant  aisé  de  concevoir,  en  thèse  générale,  que 
c'est  seulement  de  cette  première  partie  de  la  dynamique  qu'on 
a  besoin  pour  constituer  la  statique  comme  un  cas  particulier  de 
la  dynamique. 

En  effet,  le  phénomène  d'équilibre,  dont  il  s'agit  alors  de  dé- 
couvrir les  lois,  est  évidemment,  par  sa  nature ,  on  phénomène 
instantané,  qui  doit  être  étudié  sans  aucun  égard  au  temps.  La 
considération  du  temps  ne  s'introduit  que  dans  les  recherches 
relatives  à  ce  qu'on  appelle  la  stabilité  de  l'équilibre;  mais  ces 
recherches  ne  font  plus,  à  proprement  parler,  partie  de  la  sta- 
tique, et  rentrent  essentiellement  dans  la  dynamique.  En  on 
mot,  suivant  l'aphorisme  ordinaire  déjà  cité,  on  fait  toujours, 
en  statique,  abstraction  du  temps.  Il  en  résulte  qu'on  y  peut  re- 
garder comme  instantanées  toutes  les  forces  que  Ton  considère, 
sans  que  les  théories  cessent  pour  cela  d'avoir  toute  la  généra- 
lité nécessaire.  Car,  à  chaque  époque  de  son  action,  une  force 
continue  peut  toujours  évidemment  être  remplacée  par  one 
force  instantanée  mécaniquement  équivalente^  c'est-à-dire  sus* 
ceptible  d'imprimer  au  mobile  une  vitesse  égale  à  celle  que  lui 
donne  effectivement  en  cet  instant  la  force  proposée  A  la  vé- 
rité ,  il  faudra ,  dans  le  moment  mfiniment  petit  suivant,  substi- 
tuer à  cette  force  instantanée  une  nouvelle  force  de  même  na- 
ture ,  pour  représenter  le  changement  effectif  de  la  vitesse,  de 
telle  sorte  que,  en  dynamique ,  où  l'on  doit  considérer  l'état  du 
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mobile  dans  les  divers  instants  successi£s,  on  retrouvera  néces- 
sairement par  la  variation  de  ces  forces  instantanées  la  difficulté 
fondamentale  inhérente  à  la  nature  des  forces  continues ,  et  qui 
n'aura  fait  que  changer  de  forme.  Mais ,  en  statique  ^  où  il  ne 
s'agit  d'envisager  les  forces  que  dans  un  instant  unique ,  on 
n'aura  point  à  tenir  compte  de  ces  variations ,  et  les  lois  géné- 
rales de  l'équilibre^  ainsi  établies  en  considérant  toutes  les 
forces  comme  instantanées  ^  n'en  seront  pas  moins  applicables  à 
des  forces  continues  ^  pourvu  qu'on  ait  soin^  dans  cette  applica- 
tion^ de  substituer  à  chaque  force  continue  la  force  instantanée 
qui  lui  correspond  en  ce  moment. 

On  conçoit  donc  nettement  par  là  comment  la  statique  abs- 
traite peut  être  traitée  avec  facilité  comme  une  simple  applica- 
tion de  la  partie  la  plus  élémentaire  de  la  dynamique ,  celle  qui 
se  rapporte  aux  mouvements  uniformes.  La  manière  la  plus  con- 
venable d'effectuer  cette  application  consiste  à  remarquer  que , 
lorsque  des  forces  quelconques  sont  en  équilibre,  chacune 
d'entre  elles ,  considérée  isolément,  peut  être  regardée  comme 
détruisant  l'effet  de  l'ensemble  de  toutes  les  autres.  Ainsi  la  re- 
cherche des  conditions  de  l'équilibre  se  réduit,  en  général,  à 
exprimer  que  l'une  quelconque  des  forces  du  système,  est  égale 
et  directement  opposée  à  la  résultante  de  toutes  les  autres.  La 
difficulté  ne  consiste  donc,  dans  cette  méthode ,  qu'à  déterminer 
cette  résultante ,  c'est  à-dire  à  composer  entre  elles  les  forces 
proposées.  Cette  composition  s'effectue  immédiatement  pour  le 
cas  de  deux  forces  d'après  la  troisième  loi  fondamentale  du 
mouvement ,  et  Ton  en  déduit  ensuite  la  composition  d'un  nom- 
bre quelconque  de  forces.  La  question  élémentaire  présente,, 
comme  on  sait,  deux  cas  essentiellement  distincts,  suivant  que 
les  deux  forces  à  composer  agissent  dans  des  directions  convei*- 
gentes  ou  dans  des  directions  parallèles.  Chacun  de  ces  deux 
cas  peut  être  traité  comme  dérivant  de  l'autre,  d'où  résulte 
parmi  les  géomètres  une  certaine  divergence  dans  la  maiiifre 
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d'établir  les  lois  élémentaires  de  la  composition  des  forces,  sui- 
vant le  cas  que  Ton  choisit  pourpoint  de  départ.  Mais,  sans 
contester  la  possibilité  rigoureuse  de  procéder  autrement,  il  me 
semble  plus  rationnel,  plus  philosophique  et  plus  strictement 
conforme  à  Tesprit  de  cette  manière  de  traiter  la  statique ,  de 
commencer  par  la  composition  des  forces  qui  concourent ,  d'où 
Ton  déduit  naturellement  celle  des  forces  parallèles  comme  cas 
particulier,  tandis  que  la  déduction  inverse  ne  peut  se  faire  qu'à 
Taide  de  considérations  indirectes,  qui,  quelques  ingénieuses 
qu'elles  puissent  être,  présentent  nécessairement  quelque  chose 
de  forcé. 

Après  avoir  établi  les  lois  élémentaires  de  la  composition  des 
forces,  les  géomètres,  avant  de  les  appliquer  à  la  recherche 
des  conditions  de  l'équilibre ,  leur  font  éprouver  ordinairement 
une  importante  transformation,  qui,  sans  être  complètement 
indispensable,  présente  néanmoins ,  sous  le  rapport  analytique, 
la  plus  haute  utilité ,  par  l'extrême  simplification  qu'elle  intro- 
duit dans  l'expression  algébrique  des  conditions  d'équilibre. 
Cette  transformation  consiste  dans  ce  qu'on  appelle  la  théorie 
des  moments,  dont  la  propriété  essentielle  est  de  réduire  analy- 
tiquement  toutes  les  lois  de  la  composition  des  forces  à  de  sim- 
ples additions  et  soustractions.  La  dénomination  de  moments , 
entièrement  détournée  aujourd'hui  de  sa  signification  première, 
ne  désigne  plus  maintenant  que  la  considération  abstraite  du 
produit  d'une  force  par  une  distance.  Il  faut  distinguer,  comme 
on  sait,  deux  sortes  de  moments,  les  moments  par  rapport  à  un 
point,  qui  indiquent  le  produit  d'une  force  par  la  perpendicu- 
laire abaissée  de  ce  point  sur  sa  direction ,  et  les  moments  par 
rapport  à  un  plan,  qui  désignent  le  produit  de  la  force  par  la 
distance  de  son  point  d'application  à  ce  plan.  Les  premiers  ne 
dépendent  évidemment  que  de  la  direction  de  la  force ,  et  nul- 
lement de  son  point  d'application  ;  ils  sont  spécialement  appro- 
priés par  leur  nature  à  la  théorie  des  forces  non  parallèles  :  les 
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seconds  9  au  contraire  ^  ne  dépendent  que  du  point  d'application 
de  la  force^  et  nullement.de  sa  direction;  ils  sont  donc  essen- 
tiellement destinés  à  la  théorie  des  forces  parallèles.  Nous  au- 
rons occasion  d'indiquer  plus  bas  par  quelle  heureuse  idée  fon- 
damentale M.  Poinsot  est  parvenu  à  attribuer  généralement^  et 
de  la  manière  la  plus  naturelle ,  une  signification  concrète  di- 
recte à  l'un  et  à  l'autre  genre  de  moments^  qui  n'avaient  réelle- 
ment avant  lui  qu'une  valeur  abstraite. 

La  notion  des  moments  une  fois  établie,  leur  théorie  élémen- 
taire consiste  essentiellement  dans  ces  deux  propriétés  générales 
très  remarquables^  qu'on  déduit  aisément  de  la  composition 
des  forces  :  l*"  si  l'on  considère  un  système  de  forces  toutes  si- 
tuées dans  un  même  plan,  et  disposées  d'ailleurs  d'une  manière 
quelconque  5  le  moment  de  leur  résultante  ^  par  rapport  à  un 
point  quelconque  de  ce  plan^  est  égal  à  la  somme  algébrique 
des  moments  de  toutes  les  composantes  par  rapport  à  ce  même 
points  en  attribuant  à  ces  divers  moments  le  signe  convenable , 
d'après  le  sens  suivant  lequel  chaque  force  tendrait  à  faire 
tourner  son  bras  de  levier  autour  de  l'origine  des  moments  sup- 
posée fixe  ;  2''  en  considérant  un  système  de  forces  parallèles 
disposées  d'une  manière  quelconque  dans  l'espace^  le  moment 
de  leur  résultante  par  rapport  à  un  plan  quelconque  est  égal  à 
la  somme  algébrique  des  moments  de  toutes  les  composantes 
par  rapport  à  ce  même  plan ,  le  signe  de  chaque  moment  étant 
alors  naturellement  déterminé  ^  conformément  aux  règles  ordi- 
naires ,  d'après  le  signe  propre  à  chacun  des  facteurs  dont  il 
se  compose.  Le  premier  de  ces  deux  théorèmes  fondamentaux 
a  été  découvert  par  un  géomètre  auquel  la  mécanique  ration- 
nelle doit  beaucoup ,  et  dont  la  mémoire  a  été  dignement  re- 
levée par  Lagrange  d'un  injuste  oubli ,  Varignon.  La  manière 
dont  Varignon  établit  ce  théorème  dans  le  cas  de  deux  compo- 
santes ,  d'oii  résulte  immédiatement  le  cas  général  ^  est  même 
spécialement  remarquable.  En  effet ,  regardant  le  moment  de 
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chaque  force  par  rapport  à  un  point  comme  évidemment  pro- 
portionnel à  Taire  du  triangle  qui  aurait  ce  point  pour  dommet 
et  pour  base  la  droite  qui  représente  la  force ^  Yarignon,  d'après 
la  loi  du  parallélogramme  des  forces,  présente  d*abord  le  théo- 
rème des  moments  sous  une  forme  géométrique  très-simple,  en 
démontrant  que  si,  dans  le  plan  d'un  parallélogramme,  od 
prend  un  point  quelconque,  et  que  Ton  considère  les  trois 
triangles  ayant  ce  point  pour  sommet  commun ,  et  pour  bases 
les  deux  côtés  contigus  du  parallélogramme  et  la  diagonale  cor- 
respondante ,  ie  triangle  construit  sur  la  diagonale  sera  cous* 
tamment  équivalent  à  la  somme  où  à  la  différence  des  triangles 
construits  sur  les  deux  côtés  ;  ce  qui  est  en  soi,  comme  Tobserve 
avec  raison  Lagrange,un  beau  théorème  de  géométrie ,  indé- 
pendamment de  son  utilité  en  mécanique. 

Â  Taide  de  cette  théorie  des  moments,  on  parvient  à  exprimer 
aisément  les  relations  analytiques  qui  doivent  exister  entre  les 
forces  dans  l'état  d'équilibre,  en  considérant  d'abord,  pour  plus 
de  facilité,  les  deux  cas  particuliers  d'un  système  de  fore  es  toutes 
situées  d'une  manière  quelconque  dans  un  même  plan ,  et  d'un 
système  quelconque  de  forces  parallèles.  Chacun  de  ces  deux 
systèmes  exige,  en  général,  trois  équations  d'équilibre,  qui  con- 
sistent :  1°  pour  le  premier,  en  ce  que  la  somme  algébrique  des 
produits  de  chaque  force ,  soit  par  le  cosinus  ^  soit  par  le  sinos 
de  l'angle  qu'elle  fait  avec  une  droite  fixe  prise  arbitrairement 
dans  le  plan  soit  séparément  nulle,  ainsi  que  la  somme  algé- 
brique des  moments  de  toutes  les  forces  par  rapport  à  un  point 
quelconque  de  ce  plan  ;  2*"  pour  le  second,  en  ce  que  la  somme 
algébrique  de  toutes  les  forces  proposées  soit  nulle ,  ainsi  que 
la  somme  algébrique  de  leurs  moments  pris  séparément  par 
rapport  à  deux  plans  différents  parallèles  à  la  direction  com- 
mune de  ces  forces.  Après  avoir  traité  ces  deux  cas  prélimi- 
naires, il  est  facile  d'en  déduire  celui  d'un  système  de  forcer 
tout-à-fait  quelconque.  II  suffit,  pour  cela,  de  concevoir  chaque 
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force  du  système  décomposée  en  deux.  Tune  située  dans  ud  plan 
fixe  quelconque  »  l'autre  perpendiculaire  à  ce  plan.  Le  système 
proposé  se  trouvera  dès-lors  remplacé  par  Tenseinble  de  deux 
systèmes  secondaires  plus  simples,  Tun  composé  de  forces  di- 
rigées toutes  dans  un  même  plan,  l'autre  de  forces  toutes  per- 
pendiculaires à  ce  plan  et  conséquemment  parallèles  entre  elles. 
Comme  ces  deux  systèmes  partiels  ne  sauraient  évidemment  se 
faire  équilibre  l'un  à  l'autre,  il  faudra  donc,  pour  que  l'équilibre 
puisse  avoir  lieu  dans  le  système  général  primitif,  qu'il  existe 
dans  chacun  d'eux  en  particulier,  ce  qui  ramène  la  question 
aux  deux  questions  préliminaires  déjà  traitées.  Telle  est  du  moius 
la  manière  la  plus  simple  de  concevoir,  eu  traitant  la  statique 
par  la  méthode  dynamique ,  la  recherche  générale  des  condi- 
tions analytiques  de  Téquilibre  pour  un  système  quelconque 
de  forces;  quoiqu*il  fût  d'ailleurs  possible  évidemment,  en  com- 
pliquant la  solution,  de  résoudre  directement  le  problème  dans 
son  entière  généralité,  de  façon  à  y  faire  rentrer  au  contraire  , 
comme  une  simple  application,  les  deux  cas  préliminaires. 
Quelque  marche  qu'on  juge  à  propos  d'adopter,  on  trouve  pour 
l'équilibre  d'un  système  quelconque  de  forces,  les  six  équations 
suivantes  : 

S  Pcos  u  =  Of   S  P  cos^  =  o,   S  Pcos  y  =  0, 

S  P  {y  cosa — X  cos^)  =:0y  S  P  {z  cos  a — x cos^)  =  0, 

S  P  (y  COS'/  —  z  cos  ê)  =  0; 

en  désignant  par  V  l'intensité  de  l'une  quelconque  des  forces  du 
système,  par  «^  6>  /^  les  angles  que  forme  sa  direction  avec  trois 
axes  fixes  rectangulaires  choisis  arbitrairement ,  et  par  x,  y^  z, 
les  coordonnées  de  son  point  d'application  relativement  à  ces 
trois  axes.  J'emploie  ici  la  caractéristique  5  pour  désigner  la 
somme  des  produits  semblables,  propres  à  toutes  les  forces  du 
système  l\  P\  P",  eU\ 
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Telle  est^  eu  substance,  la  mauièse  de  procéder  à  la  détenni- 
nation  des  conditions  générales  de  l'équilibre ,  en  concevant  la 
statique  comme  un  cas  particulier  de  la  dynamique  élémentaire. 
Mais,  quelque  simple  que  soit  en  effet  cette  méthode,  il  serait 
évidemment  plus  rationnel  et  plus  satisfaisant  de  revenir,  s'il 
est  possible,  à  la  méthode  des  anciens,  en  dégs^eant  la  sta- 
tique de  toute  considération  dynamique,  pour  procéder  di- 
rectement à  la  recherche  des  lois  de  l'équilibre  envisagé  en 
lui-même ,  à  l'aide  d'un  principe  d'équilibre  suffisamment  gé- 
néral ^  établi  immédiatement  C'est  effectivement  ce  que  les 
géomètres  ont  tenté ,  quand  une  fois  les  équations  générales  de 
l'équilibre  ont  été  découvertes  par  la  méthode  dynamique.  Mais 
ils  ont  surtout  été  déterminés  à  établir  une  méthode  statique 
directe ,  par  un  motif  philosophique  d'un  ordre  plus  élevé  et  ai 
même  temps  plus  pressant  que  le  besoin  de  présenter  la  sta- 
tique sous  un  point  de  vue  logique  plus  parfait  C'est  maintenant 
ce  qu'il  nous  importe  éminemment  d'expliquer,  puisque  telle 
est  la  marche  qui  a  conduit  Lagrange  à  imprimer  à  l'ensemble 
de  la  mécanique  rationnelle  cette  haute  perfection  philosophique 
qui  la  caractérise  désormais. 

Ce  motif  fondamental  résulte  de  la  nécessité  où  l'on  se  trouve 
pour  traiter,  en  général,  les  questions  les  plus  difficiles  et  les 
plus  importantes  de  la  dynamique,  de  les  faire  rentrer  dans  de 
de  simples  questions  de  statique.  Nous  examinerons  spéciale- 
ment, dans  la  leçon  suivante,  le  célèbre  principe  général  de  dy- 
namique découvert  par  d'Alembert,  et  à  l'aide  duquel  toute  re- 
cherclie  relative  au  mouvement  d'un  corps  ou  d'un  système 
quelconque,  peut  être  convertie  immédiatement  en  un  problème 
d'équilibre.  Ce  principe,  qui,  sous  le  point  de  vue  philosophique, 
n'est  vraiment,  comme  je  l'ai  déjà  indiqué  dans  la  leçon  précé- 
dente, que  la  plus  grande  généralisation  possible  de  la  seconde 
loi  fondamentale  du  mouvement,  sert  depuis  près  d'un  siècle  de 
base  permanente  à  la  solution  de  tous  les  grands  problèmes  de 
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dynamique,  et  doit  évidemment  désormais  recevoir  de  plus  en 
plus  une  telle  destination,  vu  l'admirable  simplification  qu'il  ap- 
porte dans  les  recherches  les  plus  difficiles.  Or  il  est  clair  qu'une 
semblable  manière  de  procéder  oblige  nécessairement  à  traiter 
à  son  tour  la  statique  par  une  méthode  directe,  sans  la  déduire 
de  la  dynamique,  qui  ainsi  est,  au  contraire,  entièrement  fondée 
sur  elle.  Ce  n'est  pas  qu'il  y  ait,  à  proprement  parler,  aucun 
véritable  cercle  vicieux  à  persister  encore  dans  la  marche  ordi- 
naire exposée  ci-dessus,  puisque  la  pariie  élémentaire  de  la  dy- 
namique, sur  laquelle  seule  on  a  fait  reposer  la  statique,  se 
trouve,  en  réalité,  être  complètement  distincte  de  celle  qu'on 
ne  peut  traiter  qu'en  la  réduisant  à  la  statique.  Mais  il  n'en  est 
pas  moins  évident  que  l'ensemble  de  la  mécanique  rationnelle 
ne  présente  alors,  en  procédant  ainsi,  qu'un  caractère  philoso- 
phique peu  satisfaisant,  à  cause  de  l'alternative  fréquente  entre 
le  point  de  vue  statique  et  le  point  de  vue  dynamique.  En  un 
mot^  la  science,  mal  coordonnée ,  se  trouve,  par  là,  manquer 
essentiellement  d'unité. 

L'adoption  définitive  et  l'usage  universel  du  principe  de  d'A- 
lembert  rendaient  donc  indispensable  aux  progrès  futurs  de 
l'esprit  humain  une  refonte  radicale  du  système  entier  de  la 
mécanique  rationnelle,  où,  la  statique  étant  traitée  directement 
d'après  une  loi  primitive  d'équilibre  suffisamment  générale ,  et 
la  dynamique  rappelée  à  la  statique ,  l'ensemble  de  la  science 
pût  acquérir  un  caractère  d'unité  désormais  irrévocable.  Telle 
est  la  révolution  éminemment  philosophique  exécutée  par  La- 
grange  dans  son  admirable  traité  de  Mécanique  analytique,  dont 
la  conception  fondamentale  servira  toujours  de  base  à  tous  les 
travaux  ultérieurs  des  géomètres  sur  les  lois  de  l'équilibre  et  du 
mouvement,  comme  nous  avons  vu  la  grande  idée-mère  de 
Descartes  devoir  diriger  indéfiniment  toutes  les  spéculations  géo- 
métriques. 
En  examinant  les  recherches  des  géomètres  antérieurs  sur  les 
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propriétés  de  Féquilibre ,  pour  y  puiser  un  principe  direct  de 
statique  qui  pût  offrir  toute  la  généralité  nécessaire ,  Lagrange 
s'est  arrêté  à  choisir  le  principe  des  vitesses  virtuelles ,  devenu 
désormais  si  célèbre  par  Fusage  immense  et  capital  qu'il  en  a 
fait.  Ce  principe,  découvert  primitivement  par  Galilée  dans  le 
cas  de  deux  forces,  comme  une  propriété  générale  que  mani- 
festait Féquilibre  de  toutes  les  machines,  avait  été,  plus  tard, 
étendu  par  Jean  Bernouilli  à  un  nombre  quelconque  de  forces^ 
constituant  un  système  quelconque  ;  et  Yarignon  avait  ensuite 
remarqué  expressément  Femploi  universel  qu'il  était  posdble 
d'en  faire  en  statique.  La  combinaison  de  ce  principe  avec  celui 
de  d'Alembert  a  conduit  Lagrange  à  concevoir  et  à  traiter  la 
mécanique  rationnelle  tout  entière  comme  déduite  d'un  seul 
théorème  fondamental,  et  à  lui  donner  ainsi  le  plus  haut  degré 
de  perfection  qu'une  science  puisse  acquérir  sous  le  rapport 
philosophique^  une  rigoureuse  unité. 

Pour  concevoir  nettement  avec  plus  de  facilité  le  principe  gé- 
néral des  vitesses  virtuelles ,  il  est  encore  utile  de  le  considérer 
d'abord  dans  le  simple  cas  de  deux  forces ,  comme  l'avait  fait 
Galilée.  Il  consiste  alors  en  ce  que,  deux  forces  se  faisant  équi- 
libre à  Faide  d'une  machine  quelconque ,  elles  sont  entre  elles 
en  raison  inverse  des  espcices  que  parcouraient  dans  le  sens  de 
leurs  directions  leurs  points  d'application,  si  on  supposait  que 
le  système  vînt  à  prendre  un  mouvement  infiniment  petit  :  ces 
espaces  portent  le  nom  de  vitesses  virtuelles ,  afin  de  les  dislin- 
guer  des  vitesses  réelles  qui  auraient  effectivement  lieu  si  Féqui- 
libre n'existait  pas.  Dans  cet  état  primitif,  ce  principe ,  qu'on 
peut  très-aisément  vérifier  relativement  à  toutes  les  machines 
connues,  présente  déjà  une  grande  utilité  pratique,  vu  Fextrême 
facilité  avec  laquelle  il  permet  d'obtenir  effectivement  la  condi- 
tion mathématique  d'équilibre  d'une  machine  quelconque,  dont 
la  constiiution  serait  même  entièrement  inconnue.  En  appelant 
moment  virtuel  ou  simplement  moment,  suivant  l'acception  pri- 
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iDitive  de  ce  terme  parmi  les  géomètres  ^  le  produit  de  chaque 
force  par  sa  vitesse  virtuelle^  produit  qui,  eu  effet,  mesure  alors 
l'effort  de  la  force  pour  mouvoir  la  machine,  on  peat  simplifier 
beaucoup  l'énoncé  du  principe  en  se  bornant  à  dire  que,  dans 
ce  cas,  les  moments  des  deux  forces  doivent  être  égaux  et  de 
signe  contraire  pour  qu'il  y  ait  équilibre  ;  le  signe  positif  ou  né- 
gatif de  chaque  moment  est  déterminé  d'après  celui  de  la  vitesse 
virtuelle,  qu'on  estimera ,  conformément  à  l'esprit  ordinaire  de 
la  théorie  mathématique  des  signes ,  positive  ou  négative  selon 
que,  par  le  mouvement  fictif  que  l'on  imagine,  la  projection  du 
point  d'application  se  trouverait  tomber  sur  la  direction  même 
de  la  force  ou  sur  son  prolongement.  Cette  expression  abrégée 
du  principe  des  vitesses  virtuelles  est  surtout  utile  pour  énoncer 
ce  principe  d'une  manière  générale,  relativement  à  un  système 
de  forces  tout-à-fait  quelconque.  Il  consiste  alors  en  ce  que  la 
somme  algébrique  des  moments  virtuels  de  toutes  les  forces, 
estimés  suivant  la  règle  précédente ,  doit  être  nulle  pour  qu'il  y 
ait  équilibre  ;  et  cette  condition  doit  avoir  lieu  distinctement  par 
rapport  à  tous  les  mouvements  élémentaires  que  le  système 
pourrait  prendre  en  venu  des  forces  dont  il  est  animé.  £n  ap- 
pelant Py  P'y  P",  etc. ,  les  forces  proposées,  et,  suivant  la  nota- 
lion  ordinaire  de  Lagrange,  5/),  5/)',  Sp",  etc., les  vitesses  vir- 
tuelles correspondantes ,  ce  principe  se  trouve  immédiatement 
exprimé  par  Téquation 

P  Bp+P'  $p'-\-  P"  S/,"+  etc.  =  0, 


ou,  plus  brièvement, 


rPBp  =  o 


dans  laquelle,  par  les  travaux  de  Lagrange,  la  mécanique  ration- 
nelle tout  entière  peut  être  regardc^e  comme  implicitement  ren 
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fermée.  Quant  à  la  statiqae,  la  difficulté  fondamentale  de  déve- 
lopper convenablement  cette  équation  générale  se  réduira  es- 
sentiellement, lorsque  toutes  les  forces  dont  il  faut  tenir  compte 
seront  bien  connues  ^  à  une  difficulté  purement  analytique,  qui 
consistera  à  rapporter,  dans  chaque  cas,  d'après  les  conditions 
de  liaison  caractéristiques  du  système  considéré,  toutes  les  va- 
riations infiniment  petites  9py9 p',  etc.,  au  plus  petit  nombre 
possible  de  variations  réellement  indépendantes  «  afin  d'annuler 
séparément  les  divers  groupes  de  termes  relatifs  à  chacune  de 
ces  dernières  variations,  ce  qui  fournit,  pour  l'équilibre ,  autant 
d'équations  distinctes  qu'il  pourrait  exister  de  mouvements  élé- 
mentaires vraiment  différents  par  la  nature  du  système  proposé. 
En  supposant  que  les  forces  soient  entièrement  quelconques, 
et  qu'elles  soient  appliquées  aux  divers  points  d'un  corps  so- 
lide, qui  ne  soit  d'ailleurs  assujetti  à  aucune  condition  partico- 
iière^  on  parvient  aussi  immédiatement  et  de  la  manière  la  j^ 
simple  aux  six  équations  générales  de  l'équilibre  rapportées  ci- 
dessus  d'après  la  méthode  dynamique.  Si  le  solide,  au  lieu  d'être 
complètement  libre,  doit  être  plus  ou  moins  gêné,  il  suffit  d'in- 
troduire  au  nombre  des  forces  du  système  les  résistances  qui 
en  résultent  après  les  avoir  convenablement  définies,  ce  qnioe 
fera  qu'ajouter  quelques  nouveaux  termes  à  l'équation  fonda- 
mentale. Il  eu  est  de  même  quand  la  forme  du  solide  n'est  point 
supposée  rigoureusement  invariable,  et  qu'on  vient,  par  exemple, 
à  considérer  son  élasticité.  De  semblables  modifications  n'ont 
d'autre  effet,  sous  le  point  de  vue  logique,  que  de  compliquer 
plus  ou  moins  l'équation  des  vitesses  virtuelles,  qui  ne  cesse 
point  pour  cela  de  conserver  nécessairement  son  entière  géné- 
ralité ,  quoique  ces  conditions  secondaires  puissent  quelquefois 
rendre  presqu'inextricables  les  difficultés  purement  analytiques 
que  présente  la  solution  effective  de  la  question  proposée. 

Tant  que  le  théorème  des  vitesses  virtuelles  n'avait  été  conç> 
que  comme  une  propriété  générale  de  Téquilibre ,  on  avait  po 
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se  borner  à  le  vérifler  par  sa  conformité  constante  avec  les  lois 
ordinaires  de  l'équilibre  déjà  obtenues  autrement,  et  dont  il 
présentait  ainsi  un  résumé  très- utile  par  sa  simplicité  et  son  uni- 
formité. Mais ,  pour  faire  de  ce  théorème  fondamental  la  base 
effective  de  toute  la  mécanique  rationnelle,  en  un  mot,  pour  la 
convertir  en  un  véritable  principe ,  il  était  indispensable  de  ré- 
tablir directement  sans  le  déduire  d'aucun  autre,  ou  du  moins 
en  ne  supposant  que  des  propositions  préliminaires  susceptibles 
par  leur  extrême  simplicité  d'être  présentées  comme  immédiates. 
C'est  ce  qu'a  si  heureusement  exécuté  Lagrange  par  son  ingé- 
nieuse démonstration  fondée  sur  le  principe  des  mouffles  et 
dans  laquelle  il  parvient  à  prouver  généralement  le  théorème 
des  vitesses  virtuelles  avec  une  extrême  facilité ,  en  imaginant 
un  poids  unique,  qui,  à  l'aide  de  mouilles  convenablement  con- 
struites, se  trouve  remplacer  simultanément  toutes  les  forces  du 
système.  On  a  successivement  proposé  depuis  quelques  autres 
démonstrations  directes  et  générales  du  principe  des  vitesses 
virtuelles,  mais  qui  ^beaucoup  plus  compliquées  que  celle  de 
Lagrange,  ne  lui  sont,  en  réalité,  nullement  supérieures  quant  à 
la  rigueur  logique.  Pour  nous,  sous  le  point  de  vue  philoso- 
phique, nous  devons  regarder  ce  théorème  général  comme  une 
conséquence  nécessaire  des  lois  fondamentales  du  mouvement, 
d'où  elle  peut  être  déduite  de  diverses  manières,  et  qui  devient 
ensuite  le  point  de  départ  effectif  de  la  mécanique  rationnelle 
tout  entière. 

L'emploi  d'un  tel  principe  ramenant  l'ensemble  de  la  science 
à  une  parfaite  unité,  il  devient  évidemment  fort  peu  intéressant 
désormais  de  connaître  d'autres  principes  plus  généraux  encore, 
en  supposant  qu'on  puisse  en  obtenir.  On  peut  donc  regarder 
comme  essentiellement  oiseuses  par  leur  nature  les  tentatives 
qui  pourraient  être  projetées  pour  substituer  quelque  nouveau 
principe  à  celui  des  vitesses  virtuelles.  Un  tel  travail  ne  saurait 
plus  perfectionner  nullement  le  caractère  philosophique  fonda- 
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mental  de  la  mécanique  rationnelle,  qui ^  dans  le  traité  de  La- 
grange  5  est  aussi  fortement  coordonnée  qu'elle  puisse  jamais 
l'être.  On  n'y  pourrait  réellement  avoir  en  vue  d'autre  utilité 
effective  que  de  simplifier  considérablement  lès  recherches  ana- 
lytiques auxquelles  la  science  est  maintenant  réduite,  ce  qui  doit 
paraître  presque  impossible  quand  on  envisage  avec  quelle  ad- 
mirable facilité  le  principe  des  vitesses  virtuelles  a  été  adapté 
par  Lagrange  à  l'application  uniforme  de  l'analyse  mathéma- 
tique. 

Telle  est  donc  la  manière  incomparablement  la  plus  parfaite 
de  concevoir  et  de  traiter  la  statique,  et  par  suite  Tensemble  de 
la  mécanique  rationnelle.  Dans  un  ouvrage  tel  que  celui-ci  sur- 
tout ,  nous  ne  pouvions  hésiter  un  seul  moment  à  accorder  à 
cette  méthode  une  préférence  éclatante  sur  tout  autre,  puisque 
son  principal  avantage  caractéristique  est  de  perfectionner  ao 
plus  haut  degré  la  philosophie  de  cette  science.  Cette  considé- 
ration doit  avoir  à  nos  yeux  bien  plus  d'importance  que  noosoe 
pouvons  en  attribuer  en  sens  inverse  aux  difficultés  propres 
qu'elle  présente  encore  fréquemment  dans  les  applications, et 
qui  consistent  essentiellement  dans  l'extrême  contention  intel- 
lectuelle qu'elle  exige  souvent,  ce  qui  peut  être  regardé  comme 
étant  jusqu'à  un  certain  point  inhérent  à  toute  méthode  très- 
générale  où  les  questions  quelconques  sont  constamment  rame- 
nées à  un  principe  unique.  Néanmoins  ces  difficultés  sont  asseï 
grandes  jusqu'ici  pour  qu'on  ne  puisse  point  encore  regarder  la 
méthode  de  Lagrange  comme  vraiment  élémentaire,  de  manière 
à  pouvoir  dispenser  entièrement  d'en  considérer  aucune,  autre 
dans  un  enseignement  dogmatique.  C'est  ce  qui  m'a  déterminé 
à  caractériser  d'abord  avec  quelques  développements  la  méthode 
dynamique  proprement  dite,  la  seule  encore  généralement  usi- 
tée. Mais  ces  considérations  ne  peuvent  être  évidemment  que 
provisoires;  les  principaux  embarras  qu'occasionne  l'emploi  delà 
conception  de  Lagrange  n'ayant  réellement  d'autre  cause  esseo- 
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tielle  que  sa  nouveauté.  Une  telle  méthode  n'est  point  indéfiniment  . 
destinée  sans  doute  à  Tusage  exclusif  d'un  très-petit  nombre  de 
géomètres ,  qui  en  ont  seuls  encore  une  connaissance  assez  fa- 
milière pour  utiliser  convenablement  les  admirables  propriétés 
qui  la  caractérisent  :  elle  doit  certainement  devenir  plus  tard 
aussi  populaire  dans  le  monde  mathématique  que  la  grande 
conception  géométrique  de  Descartes,  et  ce  progrès  général  se« 
rait  vraisemblablement  déjà  presqu'eflTectué  si  les  notions  fon- 
damentales de  l'analyse  transcendante  étaient  plus  universelle- 
ment répandues. 

Je  ne  croirais  pas  avoir  convenablement  caractérisé  toutes  les 
notions  philosophiques  essentielles  relatives  à  la  statique  ration- 
nelle, si  je  ne  faisais  maintenant  une  mention  distincte  d'une 
nouvelle  conception  fort  importante ,  introduite  dans  la  science 
par  M.  Poinsot^  et  que  je  regarde  comme  le  plus  grand  perfec- 
tionnement qu'ait  éprouvé,  sous  le  point  de  vue  philosophique, 
le  système  général  de  la  mécanique,  depuis  la  régénération  opé- 
rée par  Lagrange,  quoiqu'elle  ne  soit  pas  exactement  dans  la 
même  direction.  Il  s'agit,  comme  on  voit,  de  l'ingénieuse  et  lu- 
mineuse théorie  des  couples,  que  M.  Poinsot  a  si  heureusement 
créée  pour  perfectionner  directement  dans  ses  conceptions  fon- 
damentales la  mécanique  rationnelle^  et  dont  la  portée  ne  me 
parait  point  avoir  été  encore  suffisanunent  appréciée  par  la  plu- 
part des  géomètres.  On  sait  que  ces  couples ,  ou  systèmes  de 
forces  parallèles  égales  et  contraires,  avaient  à  peine  été  re- 
marqués avant  M.  Poinsot  comme  une  sorte  de  paradoxe  en  sta- 
Uque,  et  qu'il  s'est  emparé  de  cette  notion  isolée  pour  en  faire 
immédiatement  le  sujet  d'une  théorie  fort  étendue  et  entière- 
ment originale  relative  à  la  transformation ,  à  la  composition  et 
à  Fusage  de  ces  groupes  singuliers ,  qu'il  a  montrés  doués  de 
propriétés  si  remarquables  par  leur  généralité  et  leur  simplicité. 
Ces  propriétés  fondamentales  consistent  essentiellement  :  1**  sous 
le  rapport  de  la  direction,  en  ce  que  l'effet  d'un  couple  dépend 

27 


ûl8  PHILOSOPHIE  POSITIVE. 

seulement  de  la  direction  de  son  plan  oa  de  son  axe^  et  nulle- 
ment de  la  position  de  ce  plan ,  ni  de  celle  du  couple  dans  le 
plan;  2**  quant  à  Tintensité,  en  ce  que  l'effet  d'un  couple  ne  dé- 
pend proprement  ni  de  la  valeur  de  chacune  des  forces  égales 
qui  le  composent^  ni  du  bras  de  levier  sur  lequel  elles  agissent, 
mais  uniquement  du  produit  de  cette  force  par  cette  distance, 
auquel  M.  Poinsot  a  donné  avec  raison  le  nom  de  moment  da 
couple. 

En  adoptant  la  méthode  dynamique  proprement  dite  ponr 
procéder  à  la  recherche  des  conditions  générales  de  l'équilibre, 
M.  Poinsot  Fa  présentée  sous  un  point  de  vue  complètement 
neuf  à  Taide  de  sa  conception  des  couples,  qui  Fa  considérable- 
ment simpliûée  et  éclaircie.  Pour  caractériser  ici  sommairement 
cette  variété  de  la  méthode  dynamique ,  il  suffira  de  concevoir 
que,  en  ajoutant  en  un  point  quelconque  du  système  deux  forces 
égales  à  chacune  de  celles  que  Fon  considère  et  qui  agissent^  en 
sens  contraire  Fune  de  l'autre,  suivant  une  droite  parallèle  à  sa 
direction,  on  pourra  ainsi,  sans  jamais  altérer  évidemment  Fétat 
du  système  proposé ,  le  regarder  comme  remplacé  :  1**  par  on 
système  de  forces  égales  aux  forces  primitives  transportées 
toutes  parallèlement  à  leurs  dûrections  au  point  unique  que  Fon 
aura  choisi ,  et  qui ,  en  conséquence ,  seront  généralement  ré- 
ductibles en  une  seule;  2*'  par  un  système  de  couples  ayant poor 
mesure  de  leur  intensité  les  moments  des  forces  proposées  rela- 
tivement t^i  ce  même  point,  et  dont  les  plans,  passant  tous  en  ce 
même  point,  les  rendront  aussi  réductibles  généralement  à  u 
couple  unique.  On  voit,  d'après  cela,  avec  quelle  facilité  on 
pourra  procéder  ainsi  à  la  détermination  des  relations  d'équi- 
libre ,  puisqu'il  suffira  de  trouver,  par  les  lois  connues  de  la 
composition  des  forces  convergentes,  cette  résultante  unique, 
afin  d'exprimer  qu'elle  est  nulle;  et  ensuite,  par  les  lois  que 
M.  Poinsot  a  établies  pour  la  composition  des  couples,  obteiir 
également  ce  couple  résultant  «  et  Fannulei  aussi  séparément; 
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car  il  est  clair  qae^  la  force  et  le  couple  ne  pouvant  se  détruire 
mutuellement^  l'équilibre  ne  saurait  exister  qu'en  les  supposant 
individuellement  nuls. 

Il  faut,  sans  doute,  reconnaître  que  cette  nouvelle  manière  de 
procéder  n'est  point  indispensable  pour  appliquer  la  méthode 
dynamique  à  la  détermination  des  conditions  générales  de  l'é- 
quilibre. Mais,  outre  l'extrême  simplification  qu'elle  introduit 
dans  une  telle  recherche ,  nous  devons  surtout  apprécier,  quant 
aux  progrès  généraux  de  la  science,  la  clarté  inattendue  qu'elle 
y  apporte,  c'est-à-dire  l'aspect  éminemment  lucide  sous  lequel 
elle  présente  une  partie  essentielle  de  ces  conditions  d'équilibre, 
toutes  celles  qui  sont  relatives  aux  moments  des  forces  propo- 
sées^ et  qui  constituent  la  plus  importante  moitié  des  équations 
statiques.  Ces  moments ,  qui  n'indiquaient  jusqu'alors  qu'une 
considération  purement  abstraite,  artiflciellement  introduite 
dans  la  statique  pour  faciliter  l'expression  algébrique  des  lois 
de  l'équilibre,  ont  pris  désormais  une  signification  concrète  par- 
faitement distincte,  et  sont  entrés  aussi  naturellement  qne  les 
forces  elles-mêmes  dans  les  spéculations  statiques,  comme  étant 
la  mesure  directe  des  couples  auxquels  ces  forces  donnent  im- 
médiatement naissance.  On  conçoit  aisément  à  priori  quelle  fa- 
cilité cette  interprétation  générale  et  élémentaire  doit  nécessai- 
rement procurer  pour  la  combinaison  de  toutes  les  idées  rela- 
tives à  la  théorie  des  moments,  comme  on  en  voit  déjà  d'ailleurs 
la  preuve  effective  dans  l'extension  et  le  perfectionnement  de 
cette  importante  théorie,  par  les  travaux  de  M.  Poiusot  lui-même. 

Quelles  que  soient ,  en  réalité ,  les  qualités  fondamentales  de 
la  conception  de  M.  Pomsot  par  rapport  à  la  statique,  on  doit 
néanmoins  reconnaître,  ce  me  semble,  que  c'est  surtout  au  per- 
fectionnement de  la  dynamique  qu'elle  se  trouve,  par  sa  nature, 
essentiellement  destinée  ;  et  je  crois  pouvoir  assurer,  à  cet  égard, 
que  cette  conception  n'a  point  encore  exercé  jusqu'ici  son  in- 
fluence la  plus  capitale.  Il  faut  la  regarder,  en  effet,  comme  di- 
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rectement  propre  à  perfectionner  sous  un  rapport  très-important 
Tes  éléments  mêmes  de  la  dynamique  générale^  en  rendant  la  no- 
tion des  mouvements  de  rotation  aussi  naturelle^  aussi  familière, 
etpresqu'aus^  simple  que  celle  des  mouvements  de  translation. 
Car  le  couple  peut  être  envisagé  comme  l'élément  naturel  da 
mouvement  de  rotation,  aussi  bien  que  la  force  Test  du  mouve- 
ment de  translation.  Ce  n'est  pas  ici  le  lieu  d'indiquer  plus  dis- 
tinctement cette  considération,  qui  sera  convenablement  repro- 
duite dans  les  leçons  suivantes.  Nous  devons  seulement  coDce- 
voir,  en  thèse  générale,  qu'un  usage  bien  entendu  de  la  théorie 
des  couples  établit  la  possibilité  de  rendre  l'étude  des  mouve- 
ments de  rotation,  qui  constitue  jusqu'ici  la  partie  la  plus  com- 
pliquée et  la  plus  obscure  de  la  dynamique ,  aussi  élémentaire 
et  aussi  nette  que  l'étude  des  mouvements  de  translation.  Nous 
aurons  occasion  de  constater  effectivement  plus  tard  à  quel  de- 
gré de  simplicité  et  de  clarté  M.  Poinsot  est  parvenu  à  réduire 
ainsi  diverses  propositions  essentielles,  relatives  aux  mouvements 
de  rotation,  et  qui  n'étaient  établies  avant  lui  que  de  la  manière 
la  plus  pénible  et  la  plus  indirecte ,  principalement  en  ce  qui 
concerne  les  propriétés  des  aires ,  dont  il  a  même  sensiblement 
augmenté  l'étendue  et  régularisé  l'application  sous  divers  rap- 
ports importants,  surtout,  en  dernier  lieu,  quant  à  la  détermi- 
nation de  ce  qu'on  appelle  le  plan  invariable. 

Pour  compléter  ces  considérations  philosophiques  sur  l'en- 
semble de  la  statique,  je  crois  devoir  ajouter  ici  l'indication 
sommaire  d'une  dernière  notion  générale,  qu'il  me  parait  utile 
d'introduire  dans  la  théorie  de  l'équilibre,  de  quelque  manière 
qu'on  ait  d'ailleurs  jugé  convenable  de  l'établir. 

Quand  on  veut  se  faire  une  juste  idée  de  la  nature  des  di- 
verses équations  qui  expriment  les  conditions  de  l'équilibre  d'un 
système  quelconque  de  forces,  il  est,  ce  me  semble,  insuffisant 
de  se  borner  à  constater  que  l'ensemble  de  ces  équations  est 
indispensable  pour  l'équilibre ,  et  l'établit  inévitablement  U 
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faat^  de  plus^  pouvoir  assigner  nettemeDt  la  signification  statique 
distinctement  propre  à  chacune  de  ces  équations  envisagée  Iso- 
lément, c'est-à-dire  déterminer  avec  précision  en  quoi  chacune 
contribue  séparément  à  la  production  de  l'équilibre ,  analyse  à 
laquelle  on  ne  s'attache  point  ordinairement^  quoiqu'elle  soit, 
sans  doute,  importante.  Par  quelque  méthode  qu'on  procède  à 
rétablissement  des  équations  statiques,  il  est  clair  à  priori  que 
l'équilibre  ne  peut  résulter  que  de  la  destruction  de  tous  les 
mouvements  élémentaires  que  le  corps  pourrait  prendre  en 
vertu  des  forces  dont  il  est  animée  si  ces  forces  n'avaient  point 
entr'elles  les  relations  nécessaires  pour  se  contrebalancer  exac- 
tement Ainsi  chaque  équation  prise  à  part  doit  nécessairement 
anéantir  un  de  ces  mouvements,  en  sorte  que  l'ensemble  de  ces 
équations  produise  l'équilibre ,  par  l'impossibilité  où  se  trouve 
dès-lors  le  corps  de  se  mouvoir  d'aucune  manière.  Examinons 
maintenant  sommairement  le  principe  général  d'après  lequel 
une  telle  analyse  me  semble  pouvoir  s'opérer  dans  un  cas  quel- 
conque. 

En  considérant  le  mouvement  sous  le  point  de  vue  le  plus  po- 
sitif, comme  le  simple  transport  d*un  corps  d'un  lieu  dans  un 
autre,  indépendamment  du  mode  quelconque  suivant  lequel  il 
peut  être  produit,  il  est  évident  que  tout  mouvement  doit  être 
envisagé ,  dans  le  cas  le  plus  général,  comme  nécessairement 
composé  à  la  fois  de  translation  et  de  rotation.  Ce  n'est  pas , 
sans  doute,  qu'il  ne  puisse  réellement  exister  de  translation  sans 
rotation,  ou  de  rotation  sans  translation  ;  mais  on  doit  regarder 
Tun  et  l'autre  cas  comme  étant  d'exception ,  le  cas  normal  con- 
sistant en  effet  dans  la  coexistence  de  ^es  deux  sortes  de  mou- 
vements, qui  s'accompagnent  constamment  à  moins  de  condi- 
tions particulières  très-précises,  et  par  suite  fort  rares,  relative- 
ment aux  circonstances  du  phénomène.  Cela  est  tellement  vrai , 
que  la  seule  vérification  de  l'un  de  ces  mouvements  est  habituel- 
lement regardée  avec  raison  par  les  géomètres,  qui  connaissent 
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tonte  la  portée  de  cette  observation  élémentaire  ^  comme  on 
pnissant  motif ,  non  d'affirmer,  mais  de  présumer  très- vraisem- 
blablement l'existence  de  l'autre.  Ainsi,  par  exemple,  la  seule 
connaissance  du  mouvement  de  rotation  du  soleil  sur  son  axe, 
parfaitement  constaté  depuis  Galilée,  serait  à  priori  pour  un 
géomètre  une  preuve  presque  certaine  d'un  mouvement  de 
translation  de  cet  astre  accompagné  de  toutes  ses  planètes, 
quand  même  les  astronomes  n'auraient  point  commencé  déjà  à 
reconnaître  effectivement,  par  des  observations  directes,  la  réa- 
lité de  ce  transport,  dans  un  sens  encore  peu  déterminé.  Pareil- 
lement ,  c'est  d'après  une  semblable  considération  qu'on  admet 
communément,  avec  raison,  outre  le  motif  d'analogie,  l'existeDce 
d'un  mouvement  de  rotation  dans  les  planètes  même  à  Tégard 
desquelles  on  n'a  point  encore  pu  le  constater  directement,  par 
cela  seul  qu'elles  ont  un  mouvement  de  translation  bien  conna 
autour  du  soleil. 

Il  résulte  de  cette  première  analyse  que  les  équations  qui  ex- 
priment les  conditions  d'équilibre  d'un  corps,  sollicité  par  des 
forces  quelconques,  doivent  avoir  pour  objet,  les  unes  de  dé- 
truire tout  mouvement  de  translation,  les  autres  d'anéantir  tout 
mouvement  de  rotation.  Voyons  maintenant,  d'après  le  même 
point  de  vue,  afin  de  compléter  cet  aperçu  général,  quel  doit 
être  à  priori  le  nombre  des  équations  de  chaque  espèce. 

Quant  à  la  translation,  il  suffît  de  considérer  que,  pour  empê- 
cher un  corps  de  marcher  dans  un  sens  quelconque,  il  faut  évi- 
demment l'en  empêcher  selon  trois  axes  principaux  situés  dans 
des  plans  différents,  et  qu'on  suppose  d'ordinaire  perpendicu- 
laires entr'eux.  En  effet  .quelle  progression  serait  possible,  par 
exemple ,  dans  un  corps  qui  ne  pourrait  avancer  ni  de  l'est  à 
l'ouest  ou  de  l'ouest  à  l'est ,  ni  du  nord  au  sud  ou  du  sud  au 
nord,  ni  enfin  du  haut  en  bas  ou  du  bas  en  haut?  Toute  progres- 
sion dans  un  autre  sens  quelconque ,  pouvant  évidemment  se 
concevoir  comme  composée  de  progressions  partielles  corres- 
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pondantes  dans  ces  trois  sens  principaux ,  serait  dès-lors  de- 
venue nécessairement  impossible.  D'un  autre  côté  ^  il  est  clair 
qu'on  ne  doit  pas  considérer  moins  de  trois  mouvements  élé- 
mentaires indépendants  5  car  le  corps  pourrait  se  mouvoir  dans 
le  sens  d'un  des  axes,  sans  avoir  aucune  translation  dans  le  sens 
d'aucun  des  autres.  On  conçoit  ainsi  que^  en  général^  trois  équa- 
tions de  condition  seront  nécessaires  et  suffisantes  pour  établir, 
dans  un  système  quelconque ,  l'équilibre  de  translation;  et  cha- 
cune d'elles  sera  spécialement  destinée  à  détruire  un  des  trois 
mouvements  de  translation  élémentaires  que  le  corps  pourrait 
prendre. 

On  peut  présenter  une  considération  exactement  analogue 
relativement  à  la  rotation  :  il  n'y.  a  de  nouvelle  difficulté  que 
celle  d'apercevoir  distinctement  une  image  mécanique  plus  com- 
pliquée. La  rotation  d'un  corps  dans  un  plan  ou  autour  d'un 
axe  quelconque  5  pouvant  toujours  se  concevoir  décomposée  en 
trois  rotations  élémentaires  dans  les  trois  plans  coordonnés  ou 
autour  des  trois  axes^  il  est  clair  que  5  pour  empêcher  toute  ro- 
tation dans  un  corps ,  il  faut  aussi  l'empêcher  de  tourner  sépa- 
rément par  rapport  à  chacun  de  ces  trois  plans  ou  de  ces  trois 
axes.  Trois  équations  sont  donc,  pareillement^  nécessaires  et  suffi- 
santes pour  établir  l'équilibre  de  rotation  ;  et  l'on  aperçoit , 
avec  la  même  facilité  que  dans  le  cas  précédent,  la  destination 
mécanique  propre  à  chacune  d'elles. 

En  appliquant  l'analyse  précédente  à  l'ensemble  des  six  équa- 
tions générales  rapportées  au  commencement  de  cette  leçon . 
pour  l'équilibre  d'un  corps  solide  animé  de  forces  quelconques, 
il  est  aisé  de  reconnaître  que  les  trois  premières  sont  relatives 
à  l'équilibre  de  translation ,  et  les  trois  autres  à  l'équilibre  de 
rotation.  Dans  le  premier  groupe  «la  première  équation  em- 
pêche la  translation  suivant  l'axe  des  x^  la  seconde  suivant 
l'axe  des  y,  et  la  troisième  suivant  l'axe  des  z.  Dans  le  se- 
cond groupe,  la  première  équation  empêche  le  corps  de  tourner 
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suivant  le  plan  des  x^  y^  la  seconde  suivant  le  plan  des  x^  z,  et 
la  troisième  suivant  le  plan  des  y,  z.  On  conçoit  nettement  par 
là  comment  la  coexistence  de  toutes  ces  équations  établit  né- 
cessairement l'équilibre. 

Cette  décomposition  serait  encore  utile  pour  réduire ,  dans 
chaque  cas^  les  équations  d'équilibre  au  nombre  strictement 
nécessaire^  quand  on  vient  à  particulariser  plus  ou  moins  le  sys- 
tème de  forces  considéré ,  au  lieu  de  le  supposer  entièrement 
quelconque.   Sans  entrer  ici  dans  aucun  détail  spécial  à  ce 
sujet,  il  suffira  de  dire,  conformément  au  point  de  vue  précé- 
dent, que,  la  particularisation  du  système  proposé  restreignant 
plus  ou  moins  les  mouvements  possibles ,  soit  quant  à  la  trans- 
lation, soit  quant  à  la  rotation,  après  avoir  d'abord  exactement 
déterminé  dans  chaque  cas,  ce  qui  sera  toujours  facile,  en  quoi 
consiste  cette  restriction,  il  faudra  supprimer,  comme  superflues, 
les  équations  d'équilibre  relatives  aux  translations  ou  aux  rota- 
tions qui  ne  peuvent  avoir  lieu ,  et  conserver  seulement  celles 
qui  se  rapportent  aux  mouvements  restés  possibles.  (Test  ainsi 
que,  suivant  la  limitation  plus  ou  moins  grande  du  système  de 
forces  particulier  que  Ton  considère ,  il  peut ,  au  lieu  de  six 
équations  nécessaires  en  général  pour  l'équilibre,  n'en  plus  sub- 
sister que  trois ^  ou  deux,  ou  même  une  seule ,  qu'il  sera  par  là 
facile  d'obtenir  dans  chaque  cas. 

On  doit  faire  des  remarques  parfaitement  analogues  quant 
aux  restrictions  de  mouvements  qui  résulteraient,  non  de  la 
constitution  spéciale  du  système  des  forces,  mais  des  gênes  plus 
ou  moins  étroites  auxquelles  le  corps  pourrait  être  assujetti 
dans  certains  cas,  et  qui  produiraient  des  effets  semblables.  Il 
suffirait  également  alors  de  voir  nettement  quels  mouvements 
sont  rendus  impossibles  par  la  nature  des  conditions  imposées, 
et  de  supprimer  les  équations  d'équilibre  qui  s'y  rapportent,  co 
conservant  celles  relatives  aux  mouvements  restés  libres.  C'est 
ainsi,  par  exemple,  que,  dans  le  cas  d'un  système  quelconque 
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de  forces  9  on  trouverait  que  les  trois  dernières  équations  suf- 
fisent pour  l'équilibre,  si  le  corps  est  retenu  par  un  point  fixe 
autour  duquel  il  peut  tourner  librement  en  tous  sens,  tout  mou  • 
vement  de  translation  étant  alors  devenu  impossible  ;  de  même 
on  verrait  les  équations  d'équilibre  être  au  nombre  de  deux,  ou 
même  se  réduire  à  une  seule ,  s'il  y  avait  à  la  fois  deux  points 
fixes,  suivant  que  le  corps  pourrait  ou  non  glisser  le  long  do 
Taxe  qui  les  joint;  et  enfin  on  arriverait  à  reconnaître  que  l'é- 
quilibre existe  nécessairement  sans  aucune  condition ,  quelles 
que  soient  les  forces  du  système,  si  le  corps  solide  présente  trois 
points  fixes  non  en  ligne  droite.  Enfin  on  pourrait  encore  em- 
ployer le  même  ordre  de  considérations  lorsque  les  points,  au 
lieu  d'être  rigoureusement  fixes,  seraient  seulement  astreints  à 
demeurer  sur  des  courbes  ou  des  surfaces  données. 

L'esprit  de  l'analyse  que  je  viens  d'esquisser  est,  comme  on 
le  voit,  entièrement  indépendant  de  la  méthode  quelconque 
d'après  laquelle  auront  été  obtenues  les  équations  de  l'équi- 
libre. Mais  les  diverses  méthodes  générales  sont  loin  cependant 
de  se  prêter  avec  la  même  facilité  à  l'application  de  cette  règle. 
Celle  qui  s'y  adapte  le  mieux,  c'est  incontestablement  la  mé- 
thode statique  proprement  dite,  fondée,  comme  nous  l'avons 
vu,  sur  le  principe  des  vitesses  virtuelles.  On  doit  mettre,  en 
effet,  au  nombre  des  propriétés  caractéristiques  de  ce  principe, 
la  netteté  parfaite  avec  laquelle  il  analyse  naturellement  le  phé- 
nomène de  l'équilibre,  en  considérant  distinctement  chacun  des 
mouvements  élémentaires  que  permettent  les  forces  du  système, 
et  fournissant  aussitôt  une  équation  d'équilibre  spécialement  re- 
lative à  ce  mouvement  La  méthode  dynamique  ne  présente 
point  cet  avantage  important.  Il  faut  reconnaître  toutefois  que, 
dans  la  manière  dont  M.  Poinsot  l'a  conçue,  elle  se  trouve  à  cet 
égard  considérablement  améliorée ,  puisque  la  seule  distinction 
des  conditions  d'équilibre  relatives  aux  forces  et  de  celles  qui 
concernent  les  couples,  distinction  qui  s'établit  alors  nécessai- 
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rement  5  réalise  par  elle-même  la  détermination  séparée  entre 
l'équilibre  de  translation  et  l'équilibre  de  rotation.  Mais  la  mé- 
thode dynamique  ordinaire  5  exclusivement  usitée  en  statique 
avant  la  réforme  de  M.  Poinsot^  et  que  j'ai  caractérisée  dans  son 
ensemble  au  commencement  de  cette  leçon,  ne  remplit  nulle- 
ment cette  condition  essentielle ,  sans  laquelle  néanmoins  il  me 
parait  impossible  de  concevoir  nettement  l'expression  analy- 
tique des  lois  générales  de  l'équilibre. 

Après  avoir  considéré  les  diverses  manières  principales  de 
parvenir  aux  lois  exactes  de  l'équilibre  abstrait  pour  un  système 
quelconque  des  forces,  en  supposant  les  corps  dans  cet  état 
complètement  passif  que  nous  avions  d'abord  reconnu,  quoique 
purement  hypothétique,  être  strictement  indispensable  à  l'éta- 
blissement des  principes  fondamentaux  de  la  mécanique  ration- 
nelle ;  nous  devons  maintenant  examiner  comment  les  géomètres 
ont  pu  tenir  compte  des  propriétés  générales  naturelles  aux 
corps  réels ,  et  auxquelles  il  faut  nécessairement  avoir  égard 
dans  toute  application  effective  de  la  mécanique  abstraite.  La 
seule  que  Ton  sache  jusqu'ici  prendre  en  considération  d'une 
manière  vraiment  complète,  c'est  la  pesanteur  terrestre.  Voyons 
comment  on  a  pu  Fintroduire ,  en  effet ,  dans  les  équations  sta- 
tiques. Cet  important  examen  constitue^  sans  doute,  dans  l'ordre 
strictement  logique  de  nos  études  philosophiques,  une  antici- 
pation vicieuse  sur  la  partie  de  ce  cours  relative  à  la  physique 
proprement  dite ,  où  nous  envisagerons  spécialement  la  science 
de  la  pesanteur.  Mais  la  théorie  des  centres  de  gravité,  à  laquelle 
se  réduit  essentiellement  cette  étude  statique  de  la  pesanteur 
terrestre,  joue  un  rôle  trop  étendu  et  trop  important  dans  tontes 
les  parties  de  la  mécanique  rationnelle,  pour  que  nous  puissions 
nous  dispenser  de  l'indiquer  ici ,  à  l'exemple  de  ton»  les  géo- 
mètres, quoique  ce  ne  soit  pas  strictement  régulier.  Du  reste,  je 
dois  faire  observer  à  ce  sujet  qu'on  éviterait  presqu' entièrement 
tout  ce  qu'il  y  a  vraiment  d'irrationnel  dans  cette  disposition 
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scientifique ,  sans  se  priver  néanmoins  des  avantages  capitaux 
que  présente  la  résolution  préalable  d*une  telle  question ,  si  on 
contractait  Thabitude  de  classer  la  théorie  des  centres  de  gra- 
vité parmi  les  recherches  de  pure  géométrie  y  comme  je  Tai 
proposé  à  la  fin  de  la  treizième  leçon. 

Pour  tenir  compte  de  la  pesanteur  terrestre ,  dans  les  ques- 
tions statiques,  il  suffit ,  comme  on  sait^  de  se  représenter,  sous 
ce  rapport,  chaque  corps  homogène  comme  un  système  de 
forces  parallèles  et  égales,  appliquées  à  toutes  les  molécules  du 
corps, et  dont  il  faut  déterminer  complètement  la  résultante, 
qu'on  introduira  dès-lors  sans  aucune  difficulté  parmi  les  forces 
extérieures  primitives.  En  réalité  «  ce  parallélisme  et  cette  éga- 
lité des  pesanteurs  moléculaires  ne  sont  efiectivement  que  des 
approximations,  puisque,  de  fait,  toutes  ces  forces  concourraient 
au  centre  de  la  terre  si  cette  planète  était  rigoureusement  sphé- 
rique>  et  que  leur  intensité  absolue,  indépendamment  des  iné- 
galités qui  tiennent  à  la  force  centrifuge  produite  par  le  mou- 
vement de  rotation  de  la  terre ,  varie  en  raison  inverse  des 
carrés  des  distances  des  molécules  correspondantes  au  centre 
de  notre  globe.  Mais ,  quand  il  ne  s'agit  que  des  masses  ter- 
restres à  notre  disposition ,  auxquelles  sont  ordinairement  des- 
tinées ces  applications  de  la  statique,  les  dimensions  n'en  sont 
jamais  assez  grandes  pour  que  le  défaut  de  parallélisme  et  d'é- 
galité entre  les  pesanteurs  des  diverses  molécules  de  chaque 
masse ,  doive  être  réellement  pris  en  considération.  On  suppose 
donc  alors,  avec  raison ,  toutes  ces  forces  rigoureusement  pa- 
rallèles et  égales,  ce  qui  simplifie  extrêmement  la  question  de 
leur  composition.  En  effet,  leur  résultante  est,  dès  ce  moment, 
égale  à  leur  somme,  et  agit  suivant  une  droite  parallèle  à  leur 
direction  tommune ,  en  sorte  que  son  intensité  et  sa  direction 
sont  immédiatement  connues.  Toute  la  difficulté  se  réduit  donc 
à  trouver  son  point  d'application ,  c'est-à-dire  ce  qu'on  appelle 
le  centre  de  gravité  du  corps.  D'après  les  propriétés  générales 
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du  point  d'appHcation  de  la  résultante  dans  un  système  quel- 
conque de  forces  parallèles,  la  distance  de  ce  point  à  un  plan 
quelconque  est  égale  à  la  somme  des  moments  de  toutes  les 
forces  du  système  par  rapport  à  ce  même  plan ,  divisée  par  la 
somme  de  ces  forces  elles-mêmes.  En  appliquant  cette  formule 
au  centre  de  gravité,  et  ayant  égard  à  la  simpliûcation  que  pro- 
duit alors  Tégalité  de  toutes  les  forces  proposées^  on  trouve  que 
la  distance  du  centre  de  gravité  à  un  plan  quelconque  est  égale 
à  la  somme  des  distances  de  tous  les  points  du  corps  considéré, 
divisée  par  le  nombre  de  ces  points;  c'est-à-dire,  que  cette  dis- 
tance est,  ce  qu'on  appelle  proprement  la  moyenne  arithmé- 
tique entre  les  distances  de  tous  les  points  proposés.  Cette  con- 
sidération fondamentale  réduit  évidemment  la  notion  du  centre 
de  gravité  à  être  purement  géométrique,  puisqu'en  le  cherchant 
ainsi  comme  centre  des  moyennes  distances^  suivant  la  dénomi- 
nation  très-rationnelle  des  anciens  géomètres,  la  question  ne 
conserve  plus  aucune  trace  de  son  origine  mécanique,  et  con- 
siste seulement  dans  ce  problème  de  géométrie  générale  :  Étant 
donné  un  système  quelconque  de  points  disposés  entr'eux  d'une 
manière  déterminée^  trouver  un  point  dont  la  distance  à  un  plan 
quelconque  soit  moyenne  entre  les  distances  de  tous  les  points 
donnés  à  ce  même  plan.  Il  y  aurait,  comme  je  l'ai  déjà  indiqué, 
des  avantages  importants  à  concevoir  habituellement  ainsi  la 
notion  générale  du  centre  de  gravité,  en  faisant  complètement 
abstraction  de  toute  considération  de  pesanteur,  car  cette  idée 
simple  et  purement  géométrique  est  précisément  celle  qu'on 
doit  s'en  former  dans  la  plupart  des  théories  principales  de  la 
mécanique  rationnelle ,  surtout  quand  on  envisage  les  grandes 
propriétés  dynamiques  du  centre  des  moyennes  distances,  où 
ridée  hétérogène  et  surabondante  de  la  gravité  introduit  ordi- 
nairement une  complication  et  une  obscurité  vicieuses.  Cette 
manière  de  concevoir  la  question  conduit  naturellement,  il  est 
vrai,  à  l'exclure  de  la  mécanique  pour  la  faire  rentrer  dans  la 
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géométrie,  comme  je  Tai  proposé.  Si  je  ne  l*ai  pas  ainsi  classée 
effectivement,  c'est  uniquement  afin  de  ne  m'écarter  que  le 
moins  possible  des  habitudes  universellement  reçues,  quoique  je 
fusse  très-convaincu  qu'une  telle  transposition  serait  la  seule 
disposition  vraiment  rationnelle.  Quoiqu'il  en  soit  de  cette  dis- 
cussion d'ordre,  ce  qui  importe  essentiellement  c'est  de  ne  point 
se  méprendre  sur  la  véritable  nature  de  la  question,  à  quelqu'é* 
poque  et  sous  quelque  dénomination  qu'on  juge  convenable  de 
la  traiter. 

La  seule  définition  géométrique  du  centre  de  gravité  donne- 
rait immédiatement  le  moyen  de  le  déterminer,  si  le  système 
des  points  que  l'on  considère  n'était  composé  que  d'un  nombre 
fini  de  points  isolés,  car  il  en  résulterait  directement  alors  des 
formules  très-simples  et  qui  n'auraient  nullement  besoin  d'être 
transformées  pour  exprimer  les  coordonnées  du  point  clierché, 
relativement  à  trois  axes  rectangulaires  fixes  arbitrairement. 
Mais  ces  formules  fondamentales  ne  peuvent  plus  être  employées 
sans  transformation  ,  aussitôt  qu'il  s'agit  d'un  système  composé 
d'une  infinité  de  points  formant  un  véritable  corps  continu,  ce 
qui  est  le  cas  ordinaire.  Car  le  numérateur  et  le  dénominateur 
de  chaque  formule  devenant  dès -lors  simultanément  infinis^  ces 
formules  n'offrent  plus  aucune  signification  distincte ,  et  ne  sau- 
raient être  appliquées  qu'après  avoir  été  convenablement  trans- 
formées. C'est  dans  cette  transformation  générale  que  consiste, 
sous  le  rapport  analytique ,  toute  la  dlificulté  fondamentale  de 
la  question  du  centre  de  gravité  envisagée  sous  le  point  de  vue 
le  plus  étendu.  Or  il  est  clair  que  le  calcul  intégral  donne  im- 
médiatement les  moyens  de  la  surmonter,  puisque  ces  deux 
sommes  infinies  qui  constituent  les  deux  termes  de  chaque  for- 
mule, sont  évidemment  par  elles-mêmes  de  véritables  intégrales, 
dont  celle  qui  exprime  le  dénominateur  commun  des  trois  for- 
mules se  rapporte  aux  éléments  géométriques  infiniment  petits 
de  la  masse  considérée,  et  celle  qui  représente  le  numérateur 
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propre  à  chaque  formule  se  rapporte  aux  produits  de  ces  élé- 
ments par  leurs  coordonnées  correspondantes.  Il  suit  de  là, 
pour  ne  considérer  ici  que  le  cas  le  plus  général^  qu'en  décom- 
posant le  corps  seulement  en  éléments  infiniment  petits  dans 
deux  sens  par  deux  séries  de  plans  infiniment  rapprochés  paral- 
lèles les  uns  au  plan  des  x^  z^  les  autres  au  plan  des  y,  Zy  on 
trouvera  aussitôt  les  formules  fondamentales  5 


jj  xzdxdy  j I  yzdxdy  1 1  ^^dxdy 

Il  zdxdy  II  zdxdy  j  j  zdydx 


qui  feront  connaître  les  trois  coordonnées  du  centre  de  gravité 
du  volume  d'un  corps  homogène  de  forme  quelconque  ^Umité 
par  une  surface  dont  l'équation  en  x,  y,  et  z,  est  supposée 
donnée.  On  obtiendra  de  la  même  manière^  pour  le  centre  de 
gravité  de  la  surface  seule  de  ce  corps  5  les  formules 


La  détermination  des  centres  de  gravité  sera  donc  réduite  ainsi, 
dans  chaque  cas  particulier,  à  des  recherches  purement  analf- 
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tiques^  tout-à-fait  analogues  à  celles  qu'exigent 5  comme  nous 
Tavons  vu,  les  quadratures  et  les  cubatures.  Seulement 5  ces 
intégrations  étant,  en  général,  plus  compliquées, Tétat  d'ex- 
trême imperfection  dans  lequel  se  trouve  jusqu'ici  le  calcul  in- 
tégral permettra  bien  plus  rarement  encore  de  parvenir  à  une 
solution  définitive.  Mais  ces  formules  générales  n'en  ont  pas 
moins,  par  elles-mêmes ,  une  importance  capitale,  pour  intro- 
duire la  considération  du  centre  de  gravité  dans  les  théories  gé- 
nérales de  la  mécanique  analytique,  ainsi  que  nous  aurons  spé- 
cialement occasion  de  le  reconnaître  bientôt  II  faut  d'ailleurs 
considérer,  quant  à  la  question  même,  que  ces  formules  éprou- 
vent de  très-grandes  simplifications,  quand  on  vient  à  supposer 
que  la  surface  qui  termine  le  corps  proposé  est  une  surface  de 
révolution ,  ce  qui  heureusement  a  lieu  dans  la  plupart  des  ap- 
plications vraiment  importantes. 

Telle  est  donc  essentiellement  la  manière  de  tenir  compte  de 
la  pesanteur  terrestre  dans  les  applications  de  la  statique  abs- 
traite. Quant  à  la  pesanteur  universelle ,  on  peut  dire  que  jus- 
qu'ici elle  n'a  été  prise  en  considération  d'une  manière  vrai- 
ment complète,  que  relativement  aux  corps  sphériques.  Ce  n'est 
pas  que,  lorsque  la  loi  de  la  gravitation  est  supposée  connue,  et 
surtout  en  la  concevant  inversement  proportionnelle  au  carré  de 
la  distance ,  comme  dans  la  véritable  pesanteur  universelle,  on 
ne  puisse  aisément  construire,  à  l'aide  d'intégrales  convenables^ 
des  formules  qui  expriment  l'attraction  d'un  corps  de  figure  et 
de  constitution  quelconques  sur  un  point  donné ,  et  même  sur 
un  autre  corps.  Mais  ces  expressions  symboliques  générales  sont 
demeurées  jusqu'ici  le  plus  souvent  inapplicables,  faute  de  pou- 
voir effectuer  les  intégrations  qu'elles  indiquent,  même  quand 
on  suppose ,  pour  simplifier  la  question ,  que  chaque  corps  est 
homogène.  Ce  n'est  encore  que  par  une  approximation  fort  im- 
parfaite qu'on  a  pu  parvenir  à  la  détermination  définitive  dans 
le  cas  très- simple  de  l'attraction  de  deux  ellipsoïdes,  et  les  ap- 


432  PHILOSOPHIE  POSITIVE. 

proximations  D'ont  pu  être  conduites  jusqu'au  degré  de  préci- 
sion convenable ,  qu'en  supposant  ces  ellipsoïdes  très-peu  dif- 
férents de  la  splière^  ce  qui  a  lieu  heureusement  pour  toutes  nos 
planètes.  Il  faut  d'ailleurs  considérer  que ,  dans  la  réalité,  ces 
formules  supposent  la  connaissance  préalable  de  la  loi  de  la 
densité  à  l'intérieur  de  chaque  corps  proposé,  ce  que  nous  igno- 
rons jusqu'ici  complètement 

Dans  l'état  présent  de  cette  importante  et  difficile  théorie ,  on 
peut  dire  que  les  théorèmes  primitifs  de  Newton  sur  l'attractioD 
des  corps  sphériques  constituent  effectivement  encore  la  partie 
la  plus  utile  de  cet  ordre  de  notions.  Ces  propriétés  si  remar- 
quables, et  que  Newton  a  si  simplement  établies,  consistent, 
comme  on  sait,  en  ce  que  ITattraction  d'une  sphère  dont  toutes 
les  molécules  attirent  en  raison  inverse  du  carré  de  la  distance, 
est  la  même,  sur  un  point  extérieur  quelconque^  que  si  la  masse 
entière  de  cette  sphère  était  toute  condensée  à  son  centre; 
2"*  quand  un  point  est  placé  dans  Fintérieur  d'une  sphère  dont 
les  molécules  agissent  sur  lui  suivant  cette  même  loi,  il  n'éprouve 
absolument  aucune  attraction  de  la  part  de  toute  la  portion  do 
globe  qui  se  trouve  à  une  plus  grande  distance  que  lui  du 
centre,  du  moins,  en  supposant,  si  le  globe  n'est  pas  homogène, 
que  chacune  de  ses  couches  sphériques  concentriques  présente 
en  tous  ses  points  la  même  densité. 

La  pesanteur  est  la  seule  force  naturelle  dont  nous  sachions 
réellement  tenir  compte  en  statique  rationnelle  :  encore  voit-on 
combien  cette  étude  est  peu  avancée  par  rapport  à  la  gravité 
universelle.  Quant  aux  circonstances  extérieures  générales, 
dont  on  a  dû  également  faire  d'abord  complètement  abstrac- 
tion pour  établir  les  lois  rationnelles  de  la  mécanique ,  comme 
le  frottement,  la  résistance  des  milieux,  etc.,  on  peut  dire  que 
nous  ne  connaissons  encore  nullement  la  manière  de  les  intro- 
duire dans  les  relations  fondamentales  données  par  la  méca- 
nique analytique,  car  on  n'y  est  parvenu  jusqu'ici  qu'à  l'aide 
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d^hypothèses  fort  précaires,  et  même  évidemment  inexactes,  qui 
ne  peuvent  être  réellement  considérées ,  dans  le  plus  grand 
nombre  des  cas,  que  comme  propres  à  fournir  des  exercices  de 
calcuL  Du  reste ,  nous  devrons  naturellement  revenir  sur  ce 
sujet  dans  la  partie  de  ce  cours  relative  à  la  physique  propre- 
ment dite. 

Pour  compléter  Texamen  philosophique  de  l'ensemble  de  la 
statique ,  il  nous  reste  enfm  à  considérer  sommairement  la  ma- 
nière générale  d'établir  la  théorie  de  l'équilibre ,  lorsque  le 
corps  auquel  les  forces  sont  appliquées  est  supposé  se  trouver 
li  l'état  fluide,  soit  liquide,  soit  gazeux. 

L'hydrostatique  peut  être  complètement  traitée  d'après  deux 
méthodes  générales  parfaitement  distinctes,  suivant  qu'on 
cherche  directement  les  lois  de  l'équilibre  des  fluides  d'après 
des  considérations  statiques  exclusivement  propres  à  cette 
classe  de  corps ,  ou  qu'on  se  borne  à  les  déduire  simplement 
des  principes  fondamentaux  qui  ont  déjà  fourni  les  équations 
statiques  des  corps  solides ,  en  ayant  seulement  égard ,  comme 
il  convient ,  aux  nouvelles  conditions  caractéristiques  qui  ré  - 
sultent  de  la  fluidité. 

La  première  méthode  a  dû  naturellement  commencer  par 
être  la  seule  employée ,  comme  étant  primitivement  la  plus  fa- 
cile ,  sinon  la  plus  rationnelle.  Tel  a  été  effectivement  le  carac- 
tère des  travaux  des  géomètres  du  dix-septième  et  du  dix-hui- 
tième siècle  sur  cette  importante  section  de  la  mécanique  gé- 
nérale. Divers  principes  statiques  particuliers  aux  fluides ,  et 
plus  ou  moins  satisfaisants,  ont  été  successivement  proposés, 
principalement  à  l'occasion  de  la  célèbre  question  dans  laquelle 
les  géomètres  se  proposaient  de  déterminer  à  ^non  la  véritable 
ûgure  de  la  terre,  supposée  originairement  toute  fluide,  question 
capitale  qui,  envisagée  dans  son  ensemble,  se  rattache  en  eflel, 
directement  ou  indirectement ,  à  toutes  les  théories  essenlielles 
de  rbydrostalique.  On  sait  que  Iluyghens  avait  d'abord  essayé 

28 
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de  la  résoudre^  en  prenant  pour  principe  d'équilibre  la  perpen- 
dicularité  évidemment  nécessaire  de  la  pesanteur  à  la  surface 
libre  du  fluide.  Newton  de  son  côté  avait  ^  à  la  même  époque , 
cboisi  pour  considération  fondamentale  la  nécessité  non  moins 
évidente  de  Tégalité  de  poids  entre  les  deux  colonnes  fluides 
allant  du  centre ,  Tune  au  pôle^  Tautre  à  un  point  quelconque 
de  l'équateur.  Bouguer^  en  discutant  plus  tard  cette  importante 
question^  montra  clairement  que  ces  deux  manières  de  procéder 
étaient  également  vicieuses ,  eu  ce  que  le  principe  d*Huygbens 
et  celui  de  Newton,  bien  que  tous  deux  incontestables,  ne  s'ac- 
cordaient point,  dans  un  grand  nombre  de  cas,  à  donner  la 
même  force  à  la  masse  fluide  en  équilibre^  ce  qui  mettait  plei- 
nement en  évidence  leur  insuffisance  commune.  Mais  Bouguer 
se  trompa  gravement  à  son  tour,  en  croyant  que  la  réunion  de 
ces  deux  principes,  lorsqu'ils  s'accordaient  à  indiquer  une  méine 
figure,  était  entièrement  suffisante  pour  l'équilibre.  Glairaut, 
dans  son  immortel  traité  de  la  figure  de  la  terre ^  découvrit,  le 
premier,  les  véritables  lois  générales  de  l'équilibre  d'une  masse 
fluide ,  en  partant  de  la  considération  évidente  de  l'équilibre 
isolé  d'un  canal  quelconque  infiniment  petit;  et,  d'après  ce  cri- 
térium infaillible ,  il  montra  qu'il  pouvait  exister  une  infinité  de 
cas  dans  lesquels  la  combinaison  exigée  par  Bouguer  se  troa- 
vait  observée  sans  que  cependant  l'équilibre  eût  lien.  Depuis 
que  l'ouvrage  de  Glairaut  eut  fondé  dans  son  ensemble  l'hydros- 
tatique rationnelle ,  plusieurs  grands  géomètres ,  continuant  à 
adopter  la  même  manière  générale  de  procéder,  s'occupèrent 
d'établir  la  théorie  mathématique  de  l'équilibre  des  fluides  sur 
des  considérations  plus  naturelles  et  plus  distinctes  que  celle  em- 
ployée par  son  illustre  inventeur.  On  doit  principalement  distin- 
guer, à  cet  égard,  les  travaux  de  Maclaurin  et  surtout  ceux  d'Ea- 
1er,  qui  ont  donné  à  cette  théorie  fondamentale  la  forme  simple 
et  régulière  qu'elle  a  maintenant  dans  tous  les  traités  ordinaires, 
en  la  fondant  sur  le  principe  de  l'égalité  de  pression  en  tout  seos^ 
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qu*OD  peut  regarder  comme  une  loi  générale  indiquée  par  l'ob- 
servation relativement  à  la  constitution  statique  des  fluides.  Ce 
principe  est  incontestablement^  en  effets  le  plus  convenable  qu'on 
puisse  employer  dans  une  telle  recherche ,  lorsqu'on  veut  trai- 
ter directement  par  quelque  considération  propre  aux  fluides 
la  théorie  de  leur  équilibre,  dont  il  fournit  immédiatement  les 
équations  générales  avec  une  extrême  facilité.  Il  suffit  alors , 
pour  les  obtenir  le  plus  simplement  possible,  après  avoir  conçu 
la  masse  fluide  partagée  en  molécules  cubiques  par  trois  séries 
de  plans  ûifiniment  rapprochés,  parallèles  aux  trois  plans  coor- 
donnés, d'exprimer  que  chaque  molécule  est  également  pressée 
suivant  les  trois  axes  perpendiculaires  à  ses  faces  par  l'ensemble 
des  forces  du  système,  la  pression  de  la  molécule  en  chaque 
sens  étant  égale  à  la  dUTéreuce  des  pressions  exercées  sur  les 
deux  faces  opposées  correspondantes.  On  trouve  ainsi  que  la 
loi  mathématique  de  Téquilibre  d'un  fluide  quelconque,  par 
quelques  forces  qu'il  soit  sollicité,  est  exprimée  par  les  trois 
équations  : 

dP         „  dP        ^dP        ^ 

où  P  exprime  la  pression  supportée  par  la  molécule  dont  les 
coordonnées  sont  a;,  y,  z,  et  la  densité  ou  pesanteur  spécifique 
Py  et  X,  Y,  Z,  désignent  les  composantes  totales  des  forces  dont 
le  fluide  est  animé  suivant  les  trois  axes  coordonnés.  Gomme  on 
peut  évidemment  déduire,  de  l'ensemble  de  ces  trois  équations, 
la  formule 

P=  fp  (Xdx  +  Ydy  +  Zdz) 

pour  la  détermination  de  la  pression  en  chaque  point,  quand 
les  forces  seront  connues  ainsi  que  la  loi  de  la  densité,  il  est  pos- 
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sible  de  donner  une  autre  forme  analytique  à  la  loi  générale  de 
l'équilibre  des  fluides,  en  se  bornant  à  dire  que  la  fonction  dif- 
férentielle,  placée  ici  sous  le  signe  S ,  doit  satisfaire  aux  condi- 
tions connues  d'intégrabilité  relativement  aux  trois  variables  in- 
dépendantes X,  y  y  z,  ce  qui  est  précisément  Texpression  très- 
simple  trouvée  primitivement  par  Glairaul  quant  à  la  théorie 
mathématique  de  l'hydrostatique. 

L'étude  de  l'équilibre  des  fluides  donne  constamment  lieu  à 
une  nouvelle  question  générale  fort  importante  qui  leur  est 
propre,  celle  qui  consiste  à  déterminer,  dans  le  cas  d'équilibre, 
la  figure  de  la  surface  qui  limite  la  masse  fluide.  La  solution  abs- 
traite de  cette  question  est  implicitement  comprise  dans  la  for- 
mule fondamentale  précédente ,  puisqu'il  suffît  évidemment  de 
supposer  que  la  pression  est  nulle  ou  du  moins  constante,  pour 
caractériser  les  points  de  la  surface  «  ce  qui  donne  indistincte- 
ment 

Xdx  +  Ydy  -|-  Zdz=o 

quant  à  l'équation  différentielle  générale  de  cette  surface.  Toute 
la  difficulté  concrète  se  réduit  donc  essentiellement^  en  chaque 
cas,  à  connaître  la  loi  réelle  relative  à  la  variation  de  la  densité 
dans  rintérieur  de  la  masse  fluide  proposée,  à  moins  qu'elle  ne 
soit  homogène ,  détermination  qui  présente  des  obstacles  toal- 
à-fait  insurmontables  dans  les  applications  les  plus  importantes. 
Si  Ton  en  fait  abstraction,  la  question  ne  présente  dès-lors 
qu'une  recherche  analytique  plus  ou  moins  compliquée,  consis- 
tant dans  l'intégration,  le  plus  souvent  encore  inconnue,  de  l'é- 
quation précédente.  On  doit  remarquer  d'ailleurs  que  cette 
équation  est ,  par  sa  nature ,  assez  générale  pour  qu'on  puisse 
l'appliquer  même  à  l'équilibre  d'une  masse  fluide  qui  serait  ani- 
mée d'un  mouvement  de  rotation  déterminé,  comme  l'exige  sur- 
tout la  grande  question  de  la  figure  des  planètes.  Il  suffît  alors 
en  effet  de  comprendre ,  parmi  les  forces  du  système  proposé, 
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les  forces  centrifuges  qui  résultent  de  ce  mouvement  de  rota- 
tion. 

Telle  est,  par  aperçu^  la  manière  générale  d'établir  la  Uiéorie 
mathématique  de  l'équilibre  des  fluides  «  en  la  fondant  directe- 
ment sur  des  principes  statiques  particuliers  à  ce  genre  de  corps. 
On  conçoit,  comme  je  l'ai  déjà  indiqué^  que  cette  méthode  ait 
dû  d'abord  être  seule  employée  ;  car,  à  l'époque  des  premières 
recherches,  les  différences  caractéristiques  entre  les  solides  et 
les  fluides  devaient  nécessairement  paraître  trop  considérables 
pour  qu'aucun  géomètre  pût  alors  se  proposer  d'appliquer  à 
ceux-ci  les  principes  généraux  uniquement  destinés  aux  autres, 
en  ayant  seulement  égard, dans  cette  déduction, à  quelques 
nouvelles  conditions  spéciales.  Mais,  quand  les  lois  fondamen- 
tales de  l'hydrostatique  ont  enfin  été  obtenues ,  et  que  l'esprit 
humain ,  cessant  d'être  préoccupé  de  la  difficulté  de  leur  éta- 
blissement,  a  pu  mesurer  avec  justesse  la  diversité  réelle  qui 
existe  entre  la  théorie  des  fluides  et  celle  des  solides ,  il  était 
impossible  qu'il  ne  cherchât  point  à  les  ramener  toutes  deux  aux 
mêmes  principes  essentiels,  et  qu'il  ne  reconnût  pas,  en  thèse 
générale,  l'applicabilité  nécessaire  des  règles  fondamentales  de 
la  statique  à  l'équilibre  des  fluides ,  pourvu  qu'on  tint  compte 
convenablement  de  la  variabilité  de  forme  qui  les  caractérise. 
En  un  mot,  la  science  ne  pouvait  rester  sous  ce  rapport  dans 
son  état  primitif,  où  l'on  accordait  une  importance  évidemment 
exagérée  aux  conditions  propres  aux  fluides.  Mais,  pour  subor- 
donner l'hydrostatique  à  la  statique  proprement  dite,  et  aug- 
menter ainsi  par  une  plus  grande  unité  la  perfection  rationnelle 
de  la  science,  il  était  indispensable  que  la  théorie  abstraite  de 
Téquilibre  fût  préalablement  traitée  d'après  un  principe  statique 
suflSsamment  général,  qui  seul  pouvait  être  directement  appliqué 
aux  fluides  aussi  bien  qu'aux  solides,  car  on  ne  pouvait  point 
recourir,  à  cet  eflet,  aux  équations  d'équilibre  proprement  dites, 
dans  la  formation  desquelles  on  avait  toujours  eu,  nécessaire- 
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ment ,  plus  ou  moins  égard  à  rinvariabilité  da  système.  Cette 
condition  inévitable  a  été  remplie,  lorsque  Lagrange  a  conçu  la 
manière  de  fonder  la  statique ,  et  par  suite  toute  la  mécanique 
rationnelle ,  sur  le  seul  principe  des  vitesses  virtuelles.  Ce  prin- 
cipe est  évidemment,  en  eflety  pa  r  sa  nature,  tout  aussi  directe- 
ment applicable  aux  fluides  qu'aux  solides,  et  c'est  là  une  de  ses 
propriétés  les  plus  précieuses.  Dès-lors  l'hydrostatique,  philo- 
sophiquement classée  à  son  rang  naturel ,  n'a  plus  été,  dans  le 
traité  de  Lagrange,  qu'une  division  secondaire  de  la  statique. 
Quoique  cette  manière  de  la  concevoir  n'ait  pas  encore  pu  de- 
venir suffisamment  familière ,  et  que  la  méthode  hydrostatique 
directe  soit  restée  jusqu'ici  la  seule  usuelle,  il  n'est  pas  douteux 
que  la  méthode  de  Lagrange  finira  par  être  habituellement  et 
exclusivement  adoptée ,  comme  étant  celle  qui  imprime  à  la 
science  son  véritable  caractère  définitif,  en  la  faisant  dériver  toil 
entière  d'un  principe  unique. 

Pour  se  représenter  nettement^  en  général^  comment  le  prin- 
cipe des  vitesses  virtuelles  peut  conduire  aux  équations  fonda- 
mentales, de  l'équilibre  des  fluides^  il  suffit  de  considérer  que 
tout  ce  qu'une  telle  application  exige  de  particulier  consiste 
seulement  à  comprendre  parmi  les  forces  quelconques  du  sys- 
tème une  force  nouvelle ,  la  pression  exercée  sur  chaque  molé- 
cule, qui  introduira  un  terme  de  plus  dans  l'équation  générale, 
ou,  plus  exactement,  qui  donnera  lieu  à  trois  nouveaux  momei  ts 
virtuels  «  si  l'on  dislingue ,  comme  il  convient,  les  variations  sé- 
parément relatives  à  chacun  des  trois  axes  coordonnés.  En  pro- 
cédant ainsi ,  on  parviendra  immédiatement  aux  trois  équatious 
générales  de  l'équilibre  des  fluides ,  qui  ont  été  rapportées  ci- 
dessus  d'après  la  méthode  hydrostatique  proprement  dite.  Si  le 
fluide  considéré  est  liquide,  il  faudra  concevoir  le  système  assu- 
jetti à  cette  condition  caractéristique  de  pouvoir  changer  de 
forme,  sans  cependant  jamais  changer  de  volume.  Cette  condi- 
tion d'incompressibilité  s'introduira  d'autant  plus  naturellement 
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dans  réquation  générale  des  Titesses  virtuelles^  qu'elle  peut  s'ex- 
primer immédiatement,  comme  l'a  fait  Lagrange,  par  une  for- 
mule analytique  analogue  à  celle  des  termes  de  cette  équation» 
en  exprimant  que  la  variation  du  volume  est  nulle,  ce  qui  même 
a  permis  à  Lagrange  de  se  représenter  abstraitement  cette  in- 
compressibilité comme  l'effet  d'une  certaine  force  nouvelle» 
dont  il  suffit  d'ajouter  le  moment  virtuel  à  ceux  des  forces  du 
système.  Si  l'on  veut  établir,  au  contraire ,  la  théorie  de  l'équi* 
libre  pour  les  fluides  gazeux ,  il  faudra  remplacer  la  condition 
de  l'iocompressibilité  par  celle  qui  assujettit  le  volume  du  fluide 
à  varier  solvant  une  fonction  déterminée  de  la  pression ,  par 
exemple  en  raison  inverse  de  cette  pression,  conformément  à  la 
loi  fihy^que  sur  laquelle  Mariotte  a  fondé  toute  la  mécanique 
des  ga&  Cette  nouvelle  circonstance  donnera  lieu  à  une  équation 
analogue  à  ceUe  des  liquides,  quoique  plus  cpmpliquée.  Seule- 
ment cette  dernière  section  de  la  théorie  générale  de  l'équilibre, 
outre  les  grandes  difficultés  analytiques  qui  lui  sont  propres,  se 
ressentira  nécessairement,  dans  les  applications,  de  l'incertitude 
où  Ton  est  encore  sur  la  véritable  loi  des  gaz  relativement  à  la 
fonction  de  la  pression  qui  exprime  réellement  la  densité,  car  la 
loi  de  Mariotte,  si  précieuse  par  son  extrême  simplicité,  ne  peut 
malheureusement  être  regardée  que  comme  une  approxima- 
tion, qui,  suffisamment  exacte  pour  des  circonstances  moyennes, 
ne  saurait  être  étendue  rigoureusement  à  un  cas  quelconque. 

Tel  est  le  caractère  fondamental  de  la  méthode  incontesta- 
blement la  plus  rationnelle  qu'on  puisse  employer  pour  former 
la  théorie  abstraite  de  Téquilibre  des  fluides,  et  que  nous  devons 
regarder,  surtout  dans  cet  ouvrage ,  comme  constituant  désor- 
mais la  conception  définitive  de  Thydrostatique.  Cette  concep- 
tion paraîtra  d'autant  plus  philosophique  que ,  dans  la  statique 
ainsi  traitée,  on  trouve  une  suite  de  cas  en  quelque  sorte  inter- 
médiaires entre  les  solides  et  les  fluides,  lorsqu'on  considère  les 
questions  relatives  aux  corps  solides  susceptibles  de  changer  de 
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forme  jusqu'à  un  certain  degré  d'après  des  lois  déterminées , 
c'est-à-dire  quand  on  tient  compte  de  la  flexibilité  et  de  l'élas- 
ticité,  ce  qui  établit,  sous  le  rapport  analytique,  une  filiation  na- 
turelle qui  fait  passer^  par  une  succession  de  recherches  près- 
qu'insensible ,  des  systèmes  dont  la  forme  est  rigoureusement 
invariable  à  ceux  où  elle  est  au  contraire  éminemment  variable. 
Après  avoir  examiné  sommairement  comment  la  statique  ra- 
tionnelle, envisagée  dans  son  ensemble ,  a  pu  être  élevée  enfin 
à  ce  haut  degré  de  perfection  spéculative  où  toutes  les  questions 
qu'elle  est  susceptible  de  présenter,  constamment  traitées  d'a- 
près un  principe  unique  directement  établi,  sont  uniformément 
réduites  à  de  simples  problèmes  d'analyse  mathématique,  noas 
devons  maintenant  entreprendre  la  même  étude  relativement  à 
la  dernière  branche  de  la  mécanique  générale^  nécessairement 
plus  étendue  ^  plus  compliquée  ^  et  par  suite  plus  difficile ,  celle 
qui  a  pour  objet  la  théorie  du  mouvement.  Ce  sera  le  sujet  de 
de  la  leçon  suivante. 
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DIX-SKPTIÈMK  LEÇON 


¥ae  générale  de  la  dynamlqae. 

L'objet  essentiel  de  la  dynamique  consiste ,  comme  nous  Ta- 
▼ODS  vu ,  dans  Tétude  des  mouvements  variés  produits  par  les 
forces  continues,  la  théorie  des  mouvements  uniformes  dus  aux 
forces  instantanées  n'étant  entièrement  qu'une  simple  consé- 
quence immédiate  des  trois  lois  fondamentales  du  mouvement 
Dans  cette  dynamique  des  mouvements  variés  ou  des  forces  con- 
tinues on  distingue  ordinairement  et  avec  raison  deux  cas  géné- 
raux, suivant  qu'on  considère  le  mouvement  d'un  point  ou  celui 
d'un  corps.  Sous  le  point  de  vue  le  plus 'positif ,  cette  distinc- 
tion revient  à  concevoir  que,  dans  certains  cas,  toutes  les  par- 
ties du  corps  prennent  exactement  le  même  mouvement,  en 
sorte  qu'il  suffit  alors  en  effet  de  déterminer  le  mouvement  d'une 
seule  molécule ,  chacune  se  mouvant  comme  si  elle  était  isolée , 
sans  aucun  égard  aux  conditions  de  liaison  du  système  ;  tandis 
que,  dans  le  cas  le  plus  général,  chaque  portion  du  corps  ou 
chaque  corps  du  système  prenant  un  mouvement  distinct,  il  faut 
examiner  ces  divers  effets  et  connaître  l'influence  qu'exercent 
sur  eux  les  relations  qui  caractérisent  le  système  considéré.  La 
seconde  théorie  étant  évidemment  plus  compliquée  que  la  pre- 
mière, c*estpar  celle-ci  qu'il  convient  nécessairement  de  com- 
mencer l'étude  spéciale  de  la  dynamique,  même  quand  on  les 
déduit  toutes  deux  de  principes  uniformes.  Tel  est  aussi  l'ordre 
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que  nous  adopterons  ici  dans  l'indication  de  nos  considérations 
philosophiques. 

Relatiyement  au  mouvement  d'un  point ,  nous  savons  déjà 
que  la  question  générale  consiste  à  déterminer  exactement 
toutes  les  circonstances  du  mouvement  curviligne  composé ,  ré- 
sultant de  l'action  simultanée  de  diverses  forces  continues  quel- 
conques, en  supposant  entièrement  connu  le  mouvement  recti- 
ligne  que  prendrait  le  mobile  sous  l'hifluence  exclusive  de 
chaque  force  envisagée  isolément.  Nous  avons  également  cons- 
taté que  ce  problème  était  susceptible ,  comme  tout  autre,  d'être 
considéré  en  sens  inverse^  lorsqu'on  se  proposait,  au  contraire, 
de  découvrir  par  quelles  forces  le  corps  est  sollicité,  d'après  les 
circonstances  caractéristiques  directement  connues  du  mouve- 
ment composé. 

Mais,  avant  d'entrer  dans  l'examen  philosophique  de  ces  deux 
questions  générales ,  nous  devons  d'abord  arrêter  notre  atten- 
tion sur  une  théorie  préliminaire  fort  importante ,  celle  du  mou- 
vement varié  envisagé  en  lui-même,  c'est-à-dire  conformément 
à  l'expression  ordinaire ,  la  théorie  du  mouvement  rectilig^e 
produit  par  une  seule*  force  continue ,  agissant  indéfiniment  se- 
lon la  même  direction.  Cette  théorie  élémentaire  est  indispen- 
sable pour  établir  les  notions  fondamentales  qui  se  reproduisent 
sans  cesse  dans  toutes  les  parties  de  la  dynamique.  Voici  en 
quoi  elle  consiste  essentiellement,  d'après  notre  manière  de 
concevoir  la  mécanique  rationnelle. 

Nous  avons  précédemment  remarqué  que ,  dans  la  question 
dynamique  directe ,  il  fallait  nécessairement  supposer  connu 
l'effet  de  chaque  force  unique ,  la  véritable  inconnue  du  pro- 
blème général  étant  l'effet  déterminé  par  le  concours  de  toutes 
les  forces.  Cette  observation  est  incontestable.  Mais,  d'après 
cela ,  quel  peut  être  l'objet  de  cette  partie  préliminaire  de  la 
dynamique  qu'on  desthie  à  l'étude  du  mouvement  résultant  de 
Taction  d'une  seule  force  continue?  La  contradîctioH  apparente 
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le  ûaA  qii^an  eipressioiB  pea  «actes  qa'oii  eniAoie  ordtei- 
BBCBt ,  et  d'après  lesquelles  ose  telle  qwstloB  seiablerait  as» 
HtlBcte  et  aosHi  dûede  qw  les  véritables  qaesUoas  dyoaai- 
■esy  taadis  qn^elle  n'ett  rédtaBeat  qif  on  prânnaircL  Pour 
■  cmteroir  nettencat  le  irai  caractère ,  Il  faut  «Aserrer  qœ 
?  flMMTeiMiit  Tarie  prodât  par  âne  seule  force  coatinae  peat 
Ire  défini  de  plnews  maaières,  qui  dépendent  les  nnes  des 
■ires,  Kqniy  par  oonséqoent^  ne  sanndent  janais  être  don- 
écs  snoltaoément,  qnoiqoe  cbacnne  puisse  être  séparément  la 
hB  conrenabie.  d'oà  résuit?  la  nécessité  de  saroir  passer,  en 
énénl«  de  roue  quelconque  «rentre  elles  à  toutes  les  autres  : 
'est  dans  ct?s  transformations  que  consiste  proprement  la  tfaéo- 
ie  générale  préliminaire  du  mouTement  rarié,  dési^pnée  iMt 
Besactement  «ous  le  nom  d'étude  de  Faction  d'une  force  uniqae. 
esdirer^es  définitions  équiralentes  d'un  même  mourement  Ta- 
ie résottent  de  la  considération  simultanée  des  trois  fonctions 
ladamentales  distinctes  ^  quoique  co-relatires.  qu'on  jpent 
Bfisager.  Fespace,  la  ritesse  et  la  force ,  conçus  comme  dépen- 
du temps  écoQlé.  La  loi  du  mourement  peut  être  immédia'- 
nt  donnée  par  la  relatiott  entre  Fespace  parcouru  et  le 
sps  écoulé ,  et  alors  il  importe  d'en  déduire  la  rii^sse  acquise 
vie  KobQe à  chaque  instant,  c'est-à-dire  celle  du  moure- 
lent  uniforme  qui  aurait  Heu  si ,  la  force  continue  cessant  tout- 
•coup  d'agir^  le  corps  ne  se  mourait  plus  qu'en  Tertu  de  Fim- 
dsion  naturelle  résultant ,  d'après  !a  loi  dlnertie ,  du  moulé- 
es déf  à  eflectué  :  H  est  également  intéressant  de  déterminer 
■sbI  quelle  est ,  à  duupie  Instant,  Fintensité  de  la  force  conti- 
■e,  comparée  à  celle  d'une  force  accélératrice  constante  bien 
Mone,  telle,  par  eiemple,  que  la  grarité  terrestre, la  seule 
«ce  de  ce  genre  qui  nous  soit  assez  Camnlère  pour  serrir  babi- 
cBement  de  tjpe  conrenable.  Dans  d'antres  occasions,  au 
miraire ,  le  mourement  pourra  être  naturellement  défini  par 
M  qui  règle  la  Tariation  f!e  la  ritesse  en  raison  du  temps,  et 
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d'où  il  faadra  conclure  celle  relative  à  l'espace,  ainsi  qne 
celle  qoi  concerne  la  force.  Il  en  serait  de  même  si  la  définition 
primitive  da  moavement  consistait  dans  la  loi  de  la  force  oonti- 
nne,  qnf  pourrait  n'être  pas  toujours  immédiatement  donnée  en 
fonction  da  temps,  mais  quelquefois  par  rapport  à  Tenace, 
comme  par  exemple  lorsqu'il  s'agit  de  la  gravitation  univer- 
selle, ou  d'autres  fois  relativement  à  la  vitesse ,  ainsi  qu'on  le 
voit  pour  la  résistance  des  milieux.  Enfin,  si  l'on  considère  cet 
ordre  de  questions  sous  le  point  de  vue  le  plus  étendu ,  il  fant 
concevoir,  en  général ,  que  la  définition  d'un  mouvement  varié 
peut  être  donnée  par  une  équation  quelconque ,  pouvant  conte- 
nir à  la  fois  ces  quatre  variables  dont  une  seule  est  indépen- 
dante ,  le  temps ,  l'espace ,  la  vitesse ,  et  la  force  ;  le  problème 
consistera  à  déduire  de  cette  équation  la  détermination  distincte 
des  trois  lois  caractéristiques  relatives  à  l'espace ,  à  la  vitesse  et 
à  la  force,  en  fonction  du  temps,  et,  par  suite,  en  corrélation 
mutuelle.  Ce  problème  général  se  réduit  constamment  à  une 
recherche  purement  analytique,  à  l'aide  des  deux  formules  dy- 
namiques fondamentales  qui  expriment ,  en  fonction  du  temps , 
la  vitesse  et  la  force ,  quand  on  suppose  connue  la  loi  relative  à 
l'espace. 

La  méthode  infinitésimale  conduit  à  ces  deux  formules  avec 
la  plus  grande  facilité.  Il  suffit  en  effet,  pour  les  obtenir,  de 
considérer,  suivant  l'esprit  de  cette  méthode,  le  mouvement 
comme  uniforme  pendant  la  durée  d'un  même  intervalle  de 
temps  infiniment  petit ,  et  comme  uniformément  accéléré  pen- 
dant deux  intervalles  consécutifs.  Dès  lors ,  la  vitesse ,  supposée 
momentanément  constante^  d'après  la  première  considération, 
sera  naturellement  exprimée  par  la  différentielle  de  l'espace 
divisée  par  celle  du  temps;  et,  de  même,  la  force  continue, 
d'après  la  seconde  considération,  sera  évidemment  mesurée  par 
le  rapport  entre  l'accroissement  infiniment  petit  de  la  vitesse , 
et  le  temps  employé  à  produire  cet  accroissement  Ainsi ,  en 
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appelant  t  le  temps  écoulé ,  e  l'espace  parcoura,  v  la  vitesse  ac- 
quise et  f  l'intensité  de  la  force  continue  à  cbaqne  in:itant,  la 
corrélation  générale  et  nécessaire  de  ces  quatre  variables  sîmol- 
fanées  sera  exprimée  analytiqnement  par  les  deux  formoles  fmi- 
damentales, 

de  dv d^e 

""""di        "^^dt^W 

D'après  ces  formules,  toutes  les  questions  relatires  à  cette 
tbéorie  préliminaire  du  mouvement  varié  se  réduiront  immédia- 
tement à  de  simples  recherches  analytiques,  qui  consisteront  ou 
dans  des  différentiations,  ou ,  le  plus  souvent ,  dans  des  intégra- 
tionsu  En  considérant  le  cas  le  plus  général ,  où  la  définition  pri- 
mitive du  mouvement  proposé  serait  donnée  seulement  par  une 
équation  entre  les  quatre  variables ,  le  problème  analytique 
consistera  dans  l'intégration  d'une  équation  diflerentielle  du  se- 
cond ordre,  relative  à  la  fonction  e,  et  qui  pourra  être  fré- 
cpKmment  inexécutable ,  vu  l'extrême  imperfection  actuelle  du 
caknl  intégraL 

La  conception  fondamentale  de  Lagrai^e ,  relativement  à  l'a- 
nalyse transcendante,  l'ayant  nécessairement  obUgé  à  se  priver 
des  facilités  qu'offre  l'emploi  de  la  méthode  infinitésimale  pour 
rétablissement  des  deux  formules  dynamiques  précédentes,  il  a 
été  conduit  à  présenter  cette  tbéorie  sous  un  nouveau  point  de 
voe,  dont  on  n'a  pas  communément,  ce  me  semble,  assez  ap- 
précié Fimportance ,  et  qui  me  parait  singulièrement  propre  à 
édairdr  la  véritable  nature  de  ces  notioos  élémentaires,  f^a- 
grange  a  montré  dans  sa  Théorie  des  fonctions  analytiques  que 
cette  considération  dynamique  consistait  réellement  à  concevoir 
m  mouvement  varié  quelconque  comme  composé  à  chaque 
instant  d'un  certain  mouvement  uniforme  et  d'an  autre  mou  ve- 
nant uniformément  varié ,  en  l'assimilant  au  mouvement  verti- 
cal d'on  corps  pesant  lancé  avec  une  impulsion  initiale.  Mais, 
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pour  donner  à  cette  lumineuse  conception  toute  sa  valeur  phi- 
losophique, je  crois  devoir  la  présenter  sous  un  point  de  vue 
plus  étendu  que  ne  Ta  fait  Lagrange ,  comme  donnant  lieu  à 
une  théorie  complète  de  rassimiiation  des  mouvements,  exacte- 
ment semblable  à  la  théorie  générale  des  contacts  des  courbes 
et  des  surfaces ,  exposée  dans  les  treisdème  et  quatorzième  le- 
çons. 

A  cet  effet,  supposons  deux  mouvements  rectilignes  quelcon- 
ques, déHnis  par  les  équations  e=/(i),  E=F{t)  ;  que  les  deux 
mobiles  soient  parvenus  au  bout  du  temps  t  à  une  même  sitoa- 
Uon;  et  considérons  leur  distance  mutuelle  après  un  certain 
temps  t-^-h.  Cette  distance,  qui  sera  égale  à  la  différence  des 
valeurs  correspondantes  des  deux  fonctions  fei  F  aura  évidem- 
ment pour  expression,  d'après  la  formule  de  Taylor,  la  série 


(/•'(0~F(0)A  +  (f'(r)~F'(0);^  + 


^pn  (,)  _  pn  (0  )  ^  +  etc. 


A  l'aide  de  cette  série,  on  pourra,  par  des  considérations  enlière- 
ment  analogues  à  celles  employées  dans  la  théorie  des  courbes, 
se  faire  une  idée  nette  de  l'assimilation  plus  ou  moins  parfaitedes 
deux  mouvements,  suivant  les  relations  analytiques  plus  ou  moins 
étendues  des  deux  fonctions  primitives  fei  F.  Si  leurs  dérivées 
du  premier  ordre  ont  une  même  valeur,  il  existera  entre  les 
deux  mouvements  ce  qu'on  pourrait  appeler  une  assimilation  du 
premier  ordre  ^  semblable  au  contact  du  premier  ordre  dans  les 
courbes ,  et  qu'on  pourra  caractériser,  sous  le  rapport  concret, 
en  disant  alors  que  le  mouvement  des  deux  corps  sera  le  même 
pendant  un  instant  infiniment  petit  Si,  en  outre ,  les  deux  dé* 
rivées  du  second  ordre  prennent  encore  la  même  valeur,  l'assi- 
milation des  mouvements  deviendra  plus  intime ,  et  s'élèvera  an 
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second  ordre;  elle  consistera  physiquement  alors  en  ce  que  les 
deux  mobiles  auront  le  même  mouvement  pendant  deux  ins- 
tants infiniment  petits  consécutifs.  Pareillement ,  en  ajoutant  à 
ces  deux  premières  relations  Tégalilé  des  troisièmes  dérivées , 
on  établira 5  entre  les  mouvements  considérés,  une  assimiUuion 
du  troisième  ordre ,  qui  les  fera  coïncider  pendant  trois  instants 
consécutifs,  et  ainsi  de  suite  indéfiniment.  Le  degré  de  simili- 
tude des  deux  mouvements ,  déterminé  analytiquement  par  le 
nombre  de  fonctions  dérivées  successives  qui  auront  respec- 
tivement la  même  valeur,  aura  toujours  pour  interprétation 
concrète  la  coïncidence  des  deux  mobiles  pendant  un  nombre 
égal  d'instants  consécutifs  ;  comme  nous  avons  vu  Tordre  du 
contact  des  courbes  mesuré  géométriquement  par  la  commu- 
nauté d'un  nombre  correspondant  d'éléments  successifs.  Si  la 
loi  caractéristique  de  l'un  des  mouvements  proposés  contient , 
dans  son  expression  analytique,  quelques  constantes  arbi- 
traires, on  pourra  Vassimxler  à  un  autre  mouvement  quel- 
conque jusqu'à  un  ordre  marqué  par  le  nombre  de  ces  cons- 
tantes, qui  seront  alors  déterminées  d'après  les  équations  desti- 
nées à  établir,  suivant  la  théorie  précédente,  ce  degré  d'intimité 
entre  les  deux  mouvements. 

Cette  conception  fondamentale  conduit  à  apercevoir  la  possi- 
bilité, du  moins  sous  le  point  de  vue  abstrait,  d'acquérir  une 
connaissance  de  plus  en  plus  approfondie  d'un  mouvement  varié 
quelconque,  en  le  comparant  successivement  à  une  suite  de 
mouvements  connus,  dont  la  loi  analytique  dépende  d'un  nom- 
bre de  plus  en  plus  grand  de  constantes  arbitraires ,  et  qui 
pourront,  par  conséquent ,  avoir  avec  lui  une  coïncidence  de 
plus  en  plus  prolongée.  Mais^  de  même  que  nous  avons  vu  la 
théorie  générale  des  contacts  des  lignes ,  appliquée  à  la  mesure 
de  la  courbure  les  unes  par  les  autres ,  devoir  se  réduire  effec- 
tivement à  la  comparaison  d'une  courbe  quelconque  d'abord 
avec  une  ligne  droite  et  ensuite  avec  un  cercle ,  ces  deux  lignes 
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étant  les  seules  qu'on  puisse  regarder  comme  assez  comiues 
pour  servir  utilement  de  type  à  l'égard  des  autres,  pareillement 
la  théorie  dynamique  relative  à  la  mesure  des  mouvements  les 
uns  par  les  autres  doit  être  réellement  limitée  à  la  comparaison 
effective  de  tout  mouvement  varié ,  d'abord  avec  un  mouvement 
uniforme  où  l'espace  est  proportionnel  au  temps,  et  ensuite  avec 
uu  mouvement  uniformément  varié  où  l'espace  croit  en  raison 
du  carré  du  temps  ;  ou  bien,  afin  de  tout  embrasser  en  une  seule 
considération,  avec  un  mouvement  composé  d'un  mouvement 
uniforme ,  et  d'un  autre  uniformément  varié ,  tel  que  celui  d'an 
corps  pesant  animé  d'une  impulsion  initiale.  Ces  deux  mouve- 
ments élémentaires  sont,  en  effet,  comme  le  remarque  La- 
grange,  les  seuls  dont  nous  ayons  réellement  une  notion  asseï 
familière  pour  que  nous  puissions  les  appliquer  avec  succès  à  la 
mesure  de  tous  les  autres.  £n  établissant  cette  assimilation,  on 
trouve,  d'après  la  théorie  précédente,  que  tout  mouvement  va- 
rié peut  être  à  chaque  instant  comparé  à  celui  d'un  corps  pe- 
sant qui  aurait  reçu  une  vitesse  initiale  égale  à  la  première  dé- 
rivée de  l'espace  parcouru  envisagé  comme  une  fonction  du 
temps  écoulé,  et  qui  serait  animé  d'une  gravité  mesurée  par  la 
seconde  dérivée  de  celte  même  fonction ,  ce  qui  nous  fait  ren- 
trer dans  les  deux  formules  fondamentales  obtenues  ci-dessus 
par  la  méthode  infinitésimale.  Le  mouvement  proposé  coïnci- 
dera pendant  un  instant  infiniment  petit  avec  le  mouvement  uni- 
forme exprimé  dans  la  première  partie  de  cette  comparaison, 
et  pendant  deux  instants  consécutifs  avec  le  mouvemeut  unifor- 
mément accéléré  qui  correspond  à  la  seconde  partie.  On  se  for- 
mera donc  ainsi  une  idée  nette  du  mouvement  du  mobile  à 
chaque  moment ,  et  de  la  manière  dont  il  varie  d*un  moment  à 
l'autre,  ce  qui  est  strictement  sufiisant 

Quoique  la  conception  de  Lagrange,  telle  que  je  l'ai  généra- 
lisée ,  conduise  finalement  aux  mêmes  résultats  que  la  théorie 
ordinaire ,  il  est  aisé  de  sentir  ctpendant  sa  supériorité  ralion- 
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nelle,  puisque  ces  deux  théorèmes  fondamentaux ,  dans  lesquels 
on  avait  vu  Jusqu'alors  le  terme  absolu  des  efforts  de  l'esprit  hu- 
main^ relativement  à  Tétude  des  mouvements  variés^  peuvent 
être  envisagés  maintenant  comme  une  simple  application  parti- 
culière d'une  méthode  très-générale ,  qui  nous  permet  abstrai- 
.  tement  d'entrevoir  une  mesure  beaucoup  plus  parfaite  de  tout 
mouvement  varié ,  quoique  de  puissants  motifs  de  convenance 
nous  obligent  à  considérer  seulement  la  mesure  primitivement 
adoptée.  On  conçoit,  d'après  ce  qui  précède,  que  si  la  nature 
nous  offrait  un  exemple  simple  et  familier  d'un  mouvement  rec- 
tiligne  dans  lequel  l'espace  croîtrait  proportionnellement  au 
cube  du  temps ,  en  ajoutant  à  nos  notions  dynamiques  ordi- 
naires la  considération  habituelle  de  ce  mouvement,  nous  ob- 
tiendrions une  connaissance  plus  approfondie  de  la  nature  d'un 
mouvement  varié  quelconque ,  qui  pourrait  alors  avoir  avec  le 
triple  mouvement  ainsi  composé  une  assimilation  du  troisième 
ordre,  ce  qui  nous  permettrait  d'envisager  directement,  par 
une  seule  vue  de  l'esprit,  l'état  du  mobile  pendant  trois  ins- 
tants consécutifs^  tandis  que  nous  sommes  maintenant  forcés  de 
nous  arrêter  à  deux  instants.  Sous  le  rapport  analytique,  au  lieu 
de  nous  borner  aux  deux  premières  fonctions  dérivées  de  l'es- 
pace relativement  au  temps ,  cette  méthode  reviendrait  à  consi- 
dérer simultanément  la  troisième  dérivée,  qui  aurait  dès  lors 
aussi  une  signification  dynamique,  dont  elle  est  actuellement 
dépourvue.  Dans  cette  supposition ,  de  même  que  nous  conce- 
vons habituellement  la  force  accélératrice  pour  nous  représen- 
ter les  changements  de  la  vitesse ,  nous  aurions  pareUlement 
une  considération  dynamique  propre  à  nous  figurer  les  varia- 
tions de  la  force  continue.  Notre  étude  générale  des  mouvements 
variés  deviendrait  encore  plus  parfaite  si,  étendant  cette  hypo- 
thèse ,  il  existait  en  outre  un  mouvement  connu  dans  lequel  l'es- 
pace fût  proportionnel  à  la  quatrième  puissance  du  temps ,  et 
ainsi  de  suite.  Mais  en  réalité,  parmi  les  mouvements  simples 
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ail  l'espaqie  parcouru  se  trouve  croître  proportioDDellement  à 
une  puissance  entière  et  positive  du  temps  écoulé  >  l'observa- 
tion ne  nous  faisant  connaître  que  le  mouvement  uniforme  pro- 
duit par  une  impulsion  unique  et  le  mouvement  uniformément 
accéléré  qui  résulte  de  la  pesanteur  terrestre  suivant  la  décou- 
verte de  Galilée^  nous  sommes  contraints  de  nous  arrêter  aux 
deux  premiers  degrés  de  la  théorie  précédente  pour  la  mesure 
générale  des  mouvements  variés  quelconques.  Telle  est  la  véri- 
table  explication  philosophique  de  la  méthode  universellement 
adoptée ,  estimée  à  sa  valeur  réelle. 

J'ai  cru  devoir  insister  sur  cette  explication,  parce  que  cette 
conception  fondamentale  me  semble  n'être  pas  encore  appré- 
ciée d'une  manière  convenable,  quoiqu'elle  soit  la  base  delà 
dynamique  tout  entière. 

Après  Texamen  général  de  cette  importante  théorie  prélimi* 
naire ,  je  passe  maintenant  à  considérer  sommairement  le  carac- 
tère philosophique  de  la  véritable  dynamique  rationnelle  directe, 
c'est-à-dire  de  l'étude  du  mouvement  curviligne  produit  par  l'ac- 
tion simultanée  de  diverses  forces  continues  quelconques,  en 
continuant  à  supposer  d'abord  que  le  mobile  soit  regardé  comme 
un  point,  ou,  ce  qui  revient  au  même ,  que  toutes  les  molécula 
du  corps  prenant  exactement  le  même  mouvement,  chacune  se 
meuve  isolément  sans  être  affectée  par  sa  liaison  avec  les  autres. 

On  doit  distinguer,  en  général,  dans  le  mouvement  curviligne 
d'une  molécule  soumise  à  Taction  de  forces  quelconques,  deux 
cas  très-différents,  suivant  qu'elle  est  d'ailleurs  entièrement  libre> 
de  manière  à  devoir  décrire  la  trajectoire  qui  résultera  naturel- 
lement de  la  combinaison  des  forces  proposées,  ou  que,  au  con- 
traire ,  elle  est  astreinte  à  se  mouvoir  sur  une  seule  courbe  ou 
sur  une  surface  donnée.  La  théorie  fondamentale  du  mouvement 
curviligne  peut  être  établie  dans  son  ensemble  suivant  deux 
modes  fort  distincts ,  en  prenant  pour  base  l'un  ou  l'autre  de 
ces  deux  cas,  car  chacun  d'eux  peut  être  traité  directement  et 
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se  trouye  en  même  temps  susceptible  de  se  rattacher  à  Tautre , 
les  deux  considérations  étant  presqu' également  naturelles  selon 
le  point  de  vue  où  l'esprit  se  place.  En  partant  du  premier  cas, 
il  suffira ,  pour  en  déduire  le  second ,  de  regarder  la  résistance, 
tant  active  que  passive,  de  la  courbe  ou  de  la  surface  sur  la- 
quelle le  corps  est  assujetti  à  rester,  comme  une  nouvelle  force 
à  joindre  à  celles  du  système  proposé ,  ainsi  que  nous  avons  vu 
qu'on  a  coutume  de  le  faire  en  statique.  Si,  au  contraire,  on 
préfère  d'établir  d'abord  la  théorie  du  second  cas,  on  y  ramè- 
nera ensuite  le  premier,  en  considérant  le  mobile  comme  forcé 
k  décrire  la  courbe  qu'il  doit  effectivement  parcourir,  ce  qui 
suffira  entièrement  pour  former  les  équations  fondamentales, 
malgré  que  cette  courbe  soit  alors  primilivement  inconnue. 
Quoique  cette  dernière  méthode  ne  soit  point  ordinairement 
employée,  il  convient,  je  crois,  de  les  caractériser  ici  toutes 
deux ,  pour  donner  le  plus  complètement  possible  une  juste  idée 
de  la  théorie  générale  du  mouvement  curviligne,  car  chacune 
d'elles  a,  ce  me  semble,  des  avantages  importants  qui  lui  sont 
propres.  Considérons  d'abord  la  première. 

Examinant,  en  premier  lieu ,  le  mouvement  curviligne  d'une 
molécule  entièrement  libre  soumise  à  l'action  de  forces  conti- 
nues quelconques,  on  peut  former  de  deux  manières  distinctes 
les  équations  fondamentales  de  ce  mouvement,  en  les  dédui- 
sant par  deux  modes  différents  de  la  théorie  du  mouvement 
rectiligne.  Le  premier  mode,  qui  a  d'abord  été  le  plus  employé 
par  les  géomètres,  quoique,  sous  le  rapport  analytique,  il  ne 
soit  pas  le  plus  ^mple^  consiste  à  décomposer  à  chaque  instant 
la  résultante  totale  des  forces  continues  qui  agissent  sur  le  mo- 
bile en  deux  forces,  l'une  dirigée  selon  la  tangente  à  la  trajec- 
toire qu'il  décrit,  l'autre  suivant  la  normale.  Considérons  alors 
pendant  un  instant  infmiment  petit,  le  mouvement  comme  rec- 
tiligne  et  ayant  lieu  dans  la  direction  de  la  tangente,  d'après  la 
première  loi  fondamentale  du  mouvement,  r^a  progression  du 
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corps  en  ce  sens  ne  sera  évidemment  due  qu'à  la  première  de 
ces  deux  composantes ,  à  laquelle ,  par  conséquent ,  on  pourra 
appliquer  la  formule  élémentaire  rapportée  ci-dessus  par  le 
mouvement  rectiligne.  Cette  composante^  qui  est  d'ailleurs  égale 
à  la  force  accélératrice  totale  multipliée  par  le  cosinus  de  son 
inclinaison  sur  la  tangente  ,  sera  donc  exprimée  par  la  seconde 
fonction  dérivée  de  Tare  de  la  courbe  relativement  au  temps. 
En  développant  cette  équation  par  les  formules  géométriques 
connues,  et  introduisant  dans  le  calcul  les  composantes  de  la 
force  accélératrice  totale  parallèlement  aux  trois  axes  coordon- 
nés rectangulaires  9  on  parvient  finalement  aux  trois  équations 
fondamentales  ordinaires  du  mouvement  curviligne.  Le  second 
mode  y  plus  simple  et  plus  régulier,  dû  à  Euler,  et  depuis  géné- 
ralement adopté  9  consiste  à  obtenir  immédiatement  ces  équa- 
tions en  décomposant  directement  le  mouvement  du  corps  à 
chaque  instant ,  ainsi  que  la  force  continue  totale  dont  il  est 
animé  9  en  trois  autres  dans  le  sens  des  trois  axes  coordonnés. 
D'après  la  troisième  loi  fondamentale  dumouvement^le  mouve- 
ment selon  chaque  axe  étant  indépendant  des  mouvements  sui- 
vant les  deux  autres  n'est  dû  qu'à  la  composante  totale  des  forces 
accélératrices  parallèlement  à  cet  axe ,  en  sorte  que  le  mouve- 
ment curviligne  se  trouve  ainsi  continuellement  remplacé  par  le 
système  de  trois  mouvements  rectilignes^  à  chacun  desquels  od 
peut  aussitôt  appliquer  la  théorie  dynamique  préliminaire  hidi- 
quée  ci-dessus.  En  nommant  X,  T,  Z,  les  composantes  totales, 
parallèlement  aux  trois  axes  des  x,  des  y,  et  des  z,  des  forces 
continues  qui  agissent  à  chaque  instant  d  t  sur  la  molécule  dont 
les  coordonnées  sont  x,  y,  z^  on  obtient  ainsi  immédiatement  les 
équations 

auxquelles  on  ne  parvient  que  par  un  assez  long  calcul  en  sui- 
vant le  premier  mode. 
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Telles  sont  les  équations  différentielles  fondamentaiesdu  mou- 
vement curviligne^  d'après  lesquelles  les  questions  quelconques 
de  dynamique  relatives  à  un  corps  dont  toutes  les  molécules  pren- 
nent exactement  le  même  mouvement  se  réduisent  immédiate- 
ment à  des  problèmes  purement  analytiques^  lorsque  les  données 
ont  été  convenablement  exprimées.  En  considérant  d'abord  la 
question  générale  directe,  qui  est  la  plus  importante  5  on  se  pro- 
pose, connaissant  la  loi  des  forces  continues  dont  le  corps  est  ani- 
mé, de  déterminer  toutes  les  circonstances  de  son  mouvement 
effectif.  Pour  cela^  de  quelque  manière  que  cette  loi  soit  donnée, 
ou  en  fonction  du  temps ,  ou  en  fonction  des  coordonnées^  ou  en 
fonction  de  la  vitesse ,  il  suffira  en  général  d'intégrer  ces  trois 
équations  du  second  ordre ,  ce  qui  donnera  lieu  à  des  difficultés 
analytiques  plus  ou  moins  élevées ,  que  rûBperfection  du  calcul 
intégral  pourra  rendre  fréquemment  insurmontables.  Les  six 
constantes  arbitraires  successivement  introduites  par  cette  in- 
tégration se  détermineront  d'ailleurs  en  ayant  égard  aux  cir- 
constances de  l'état  initial  du  mobile ,  dont  les  équations  diffé- 
rentielles n'ont  pu  conserver  aucune  trace.  On  obtiendra  ainsi 
les  trois  coordonnées  du  corps  en  fonction  du  temps,  de  manière 
à  pouvoir  assigner  exactement  sa  position  à  chaque  instant;  et 
on  trouvera  ensuite  les  deux  équations  caractéristiques  de  la 
courbe  qu'il  décrit,  en  éliminant  le  temps  entre  ces  trois  expres- 
sions. Quant  à  la  vitesse  acquise  par  le  mobile  à  une  époque 
quelconque,  on  pourra  dès-lors  la  déterminer  aussi  d'après  les  va- 

dx  dy  dz 
leurs  de  ses  trois  composantes,  dans  le  sens  des  axes,-; — r  -7- 

dtydtydt' 

Il  est  d'ailleurs  utile  de  remarquer^  à  cet  égards  que  cette  vi- 
tesse V  sera  souvent  susceptible  d'être  immédiatement  calculée 
par  une  combinaison  fort  simple  des  trois  équations  différen- 
tielles fondamentales^  qui  donne  évidemment  la  formule  générale 

y«  =  2  piXdx-^-Ydy-^Zdz), 
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à  l'aide  de  laquelle  une  seule  lutégraticm  suffira  pour  la  déter- 
mination directe  de  la  vitesse ,  lorsque  Texpressiou  placée  sous 
le  signe  /  satisfera  aux  conditions  connues  dlntégrabilité  rela- 
tlTementaut  trois  variables  «,  y^  z^  envisagées  comme  indépen- 
dantes. Cett«  propriété  n'a  pas  lieu>  sans  doute,  relativement  à 
toutes  les  forces  continues  possibles  ^  ni  même  par  rapport  à 
toutes  celles  que  nous  présentent  en  effet  les  phénomènes  natu- 
rels, puisque 9  par  exemple,  elle  ne  saurait  se  vérifier  pour  les 
forces  qui  représentent  la  résistance  des  milieux,  ou  les  frotte- 
ments, ou,  en  général ,  quant  à  toutes  celles  dont  la  loi  priiaf- 
tive  dépend  du  temps  ou  de  la  vitesse  elle-même.  La  remarque 
précédente  n'en  est  pas  moins  regardée  avec  raison  par  les  géo- 
mètres comme  ayant  une  extrême  importance  pour  simplifier 
les  recherches  analytiques  auxquelles  se  réduisent  les  problèmes 
de  dynamique,  car  la  condition  énoncée  se  vérifie  constamment, 
ain^  qu'il  est  aisé  de  le  prouver,  dans  un  cas  particulier  fort 
étendu ,  qui  comprend  tou<es  les  grandes  applications  de  la  dy- 
mamique  rationnelle  à  la  mécanique  céleste ,  c'est-à-dire  celui 
où  toutes  les  forces  continues  dont  le  corps  est  animé  sont  des 
tendances  vers  des  centres  fixes ,  agissant  suiviint  une  fonction 
quelconque  de  la  distance  du  corps  à  chaque  centre,  mais  indé- 
pendamment de  la  direction. 

Si,  prenant  maintenant  en  sens  inverse  la  théorie  générale  du 
mouvement  curviligne  d'une  molécule  libre ,  on  se  propose  de 
déterminer^  au  contraire,  d'après  les  circonstances  caractéris- 
tiques du  mouvement  effectif,  la  loi  des  forces  accélératrices 
qui  ont  pu  le  produire,  la  question  sera  nécessairement  beau- 
coup plus  simple  sous  le  rapport  analytique,  puisqu'elle  ne  con- 
sistera essentiellement  qu'en  des  différentiations.  Car  il  sera 
toujours  possible  alors,  par  des  recherches  préliminaires  plus 
ou  moins  compliquées,  qui  ne  pourront  porter  que  sur  des  con- 
sidérations purement  géométriques,  de  déduire,  de  la  définition 
primitive  du  mouvement  proposé,  les  valeurs  des  trois  coordon- 
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nées  du  mobile  à  chaque  instant  en  fonction  du  temps  écoulé  ; 
et  dès-lors^  en  difiérentiant  deux  fois  ces  trois  expressions,  on 
obtiendra  les  composantes  des  forces  continues  suiyant  les  trois 
axes,  d'où  Ton  pourra  conclure  immédiatement  la  loi  de  la  force 
accélératrice  totale^  de  quelque  nature  qu'elle  soit  C'est  ainsi 
que  nous  Terrons,  dans  la  seconde  section  de  ce  cours,  les  trois 
lois  géométriques  fondamentales  trouTées  par  Kepler  pour  les 
mouvements  des  corps  célestes  qui  composent  notre  système 
solaire,  nous  conduire  nécessairement  à  la  loi  de  gravitation 
universelle,  qui  devient  ensuite  la  base  de  toute  la  mécanique 
générale  de  l'univers. 

Après  avoir  établi  la  tiiéorie  du  mouvement  curviligne  d'une 
molécule  libre,  il  est  aisé  d'y  faire  rentrer  le  cas  où  cette  molé- 
cule est  assujettie,  au  contraire^  à  rester  sur  une  courbe  donnée, 
n  suffit,  comme  je  l'ai  indiqué,  de  comprendre  alors ,  parmi  les 
forces  continues  auxquelles  la  molécule  est  primitivement  sou- 
mise,  la  résistance  totale  exercée  par  la  courbe  proposée,  ce 
qui  permettra  évidemment  de  considérer  le  mobile  comme  en- 
tièrement libre.  Toute  la  difficiidté  propre  à  ce  second  cas  se  ré- 
duit donc  essentiellement  à  analyser  avec  exactitude  cette  résis- 
tance. Or  il  faut ,  h  cet  effet,  distinguer  d'abord ,  dans  la  résis- 
tance de  la  courbe,  deux  parties  très-différentes  qu'on  pourrait 
appeler,  pour  les  caractériser  nettement,  l'une  statique ^  l'autre 
dynamique.  La  résistance  statique  est  celle  qui  aurait  lieu  lors 
même  que  le  corps  serait  immobile  ;  elle  provient  de  ia  pres- 
sion exercée  sur  la  courbe  proposée  par  les  forces  accéléra- 
trices dont  il  est  animé;  ainsi  on  l'obtiendra  en  déterminant  la 
composante  de  la  force  continue  totale  suivant  la  normale  à  la 
courbe  donnée  au  point  que  l'on  considère.  La  résistance  dyna- 
mique  a  une  origine  toute  différente;  elle  n'est  engendrée  que 
par  le  mouvement,  et  résulte  de  la  tendance  perpétuelle  du 
corps  à  abandonner  ia  courbe  qu'il  est  forcé  de  décrire ,  pour 
continuer  à  suivre,  en  vertu  de  la  première  loi  fondamentale  du 
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mouvement,  la  direction  de  la  tangente.  Cette  seconde  résis- 
tance »  qui  se  manifeste  dans  le  passage  du  corps  d'un  élément 
de  la  courbe  à  l'élément  suivant,  est  évidemment  dirigée  à  chaque 
instant  selon  la  normale  à  la  courbe  située  dans  le  plan  oscula- 
teur,  et  pourra ,  par  conséquent,  n'avoir  pas  la  même  direction 
que  la  résistance  statique ,  si  le  plan  osculateur  ne  contient  pas 
la  droite  suivant  laquelle  agit  la  force  accélératrice  totale.  C'est 
à  cette  résistance  dynamique  qu'on  donne ,  en  général ,  le  nom 
de  force  centrifuge ,  tenant  à  ce  que  les  seules  forces  accéléra- 
trices considérées  d'abord  par  les  géomètres  étaient  des  forces 
centripètes f  ou  des  tendances  vers  des  centres  fixes.  Quant  à  son 
intensité ,  en  concevant  cette  force  centrifuge  comme  une  non- 
velle  force  accélératrice,  elle  sera  mesurée  par  la  composante 
normale  que  produit,  dans  chaque  instant  infiniment  petit,  la 
vitesse  du  mobile ,  lorsqu'il  passe  d'un  élément  de  la  courbe  à 
un  autre.  On  trouve  aisément  ainsi,  après  avoir  éliminé  les  hiG- 
nitésimales  auxiliaires  introduites  d'abord  naturellement  par 
cette  considération,  que  la  force  centrifuge  est  continuellement 
égale  au  carré  de  la  vitesse  effective  du  mobile  divisé  par  le 
rayon  de  courbure  correspondant  de  la  courbe  proposée.  Da 
reste,  cette  expression  fondamentale,  aussi  bien  que  la  direction 
même  de  la  force  centrifuge ,  pourraient  être  entièrement  ob- 
tenues par  le  calcul ,  en  introduisant  préalablement  cette  force, 
d'une  manière  complètement  indéterminée,  dans  les  trois  équa- 
tions différentielles  générales  du  mouvement  curviligne  rap- 
portées ci-dessus.  Quoi  qu'il  en  soit,  après  avoir  déterminé  la 
résistance  dynamique ,  on  la  composera  convenablement  avec 
la  résistance  statique ,  et ,  en  faisant  entrer  la  résistance  totale 
parmi  les  forces  proposées,  le  problème  sera  immédiatement 
ramené  au  cas  précédent  La  question  la  plus  remarquable  de 
ce  genre  consiste  dans  l'étude  du  mouvement  oscillatoire  d'un 
corps  pesant  sur  une  courbe  quelconque  (et  particulièrement 
sur  un  cercle  ou  sur  une  cyclolde),  dont  l'examen  philoso- 
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phique  doit  naturellement  être  renvoyé  à  la  partie  de  ce  cours 
qui  concerne  la  physique  proprement  dite. 

Il  serait  superflu  de  considérer  distinctement  ici  le  cas  où  le 
mobile,  au  lieu  de  devoir  décrire  une  courbe  donnée,  serait  seu- 
lement assujetti  à  rester  sur  une  certaine  surface.  C'est  essentiel- 
lement par  les  mêmes  considérations  qu*on  ramène  ce  nouveau 
cas,  d'ailleurs  peu  important  dans  les  applications,  à  celui  d'un 
corps  libre.  Il  n'y  a  d'autre  différence  réelle  qu'en  ce  qu'alors 
la  trajectoire  du  mobile  n'est  pas  d'abord  entièrement  déter- 
minée, et  qu'on  est  obligé,  pour  la  connaître,  de  joindre  à  l'é- 
quation de  la  surface  proposée  une  autre  équation  fournie  par 
l'étude  dynamique  du  problème. 

Considérons  maintenant,  par  aperçu,  le  second  mode  général 
distingué  précédemment  pour  construire  la  théorie  fondamen- 
tale du  mouvement  curviligne  d'une  molécule  isolée,  en  partant, 
au  contraire,  du  cas  où  la  molécule  est  préalablement  assujettie 
à  décrire  une  courbe  donnée. 

Toute  la  difiiculté  réelle  consiste  alors  à  établir  directement 
le  théorème  fondamental  relatif  à  la  mesure  de  la  force  centri- 
fuge. Or  c'est  ce  qu'on  peut  faire  aisément,  en  considérant  d'a- 
bord le  mouvement  uniforme  du  corps  dans  un  cercle,  en  vertu 
d'une  impulsion  initiale,  et  sans  aucune  force  accélératrice,  ainsi 
que  l'a  supposé  Huyghens,  auquel  est  due  la  base  de  cette 
théorie.  La  force  centrifuge  est  dès -lors  évidemment  propor- 
tionnelle au  sinus- verse  de  l'arc  de  cercle  décrit  dans  un  instant 
infiniment  petit,  convenablement  comparé  au  temps  correspon- 
dant, d'où  il  est  facile  de  conclure,  comme  l'a  fait  Huyghens, 
qu'elle  a  pour  expression  le  carré  de  la  vitesse  constante  avec 
laquelle  le  mobile  décrit  le  cercle  divisé  par  le  rayon  de  ce 
cercle.  Ce  résultat  une  fois  obtenu ,  en  le  combinant  avec  une 
autre  notion  fondamentale  due  à  Huyghens,  on  en  déduit  immé- 
diatement la  valeur  de  la  force  centrifuge  dans  une  courbe 
quelconque.  Il  suffit,  pour  cela,  de  concevoir  que  la  détermina- 
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tion  de  cette  force  exigeant  seulement  la  considération  simul- 
tanée de  deux  éléments  consécutifs  de  la  courbe  proposée ,  le 
mouvement  peut  être  continuellement  envisagé  comme  ayant 
lieu  dans  le  cercle  osculateur  correspondant ,  puisque  ce  cercle 
présente  relativement  à  la  courbe  deux  éléments  successifs  com- 
muns. On  peut  donc  directement  transporter  à  une  conrbe  quel- 
conque l'expression  de  la  force  centrifuge  trouvée  primitive- 
ment pour  le  cas  du  cercle^  et  établir,  comme  dans  la  première 
méthode» mais  bien  plus  simplement,  qu'elle  est  généralement 
égale  au  carré  de  la  vitesse  divisé  par  le  rayon  du  cercle  oscu- 
lateur. Cette  manière  de  procéder  présente  l'avantage  de  don* 
ner  une  idée  plus  nette  de  la  force  centrifuge. 

Le  cas  du  mouvement  dans  une  courbe  déterminée  étant  ainsi 
traité  préalablement  avec  toute  la  généralité  convenable  »  il  est 
aisé  d'y  ramener  celui  d'un  corps  entièrement  libre  »  décrivant 
la  trajectoire  qui  doit  naturellement  résulter  de  l'action  simul- 
tanée de  certaines  forces  accélératrices  quelconques.  Il  suffit, 
en  effet,  suivant  Findication  précédemment  exprimée,  de  conce- 
voir le  corps  comme  assujetti  à  rester  sur  la  courbe  qu'il  décrira 
réellement^  ce  qui  revient  évidemment  au  même ,  puisqu'il  im- 
porte peu ,  en  dynamique ,  le  corps  ne  pouvant  point  véritable- 
ment parcourir  toute  autre  courbe,  qu'il  y  soit  contraint  par  la 
nature  des  forces  dont  il  est  animé ,  ou  par  des  conditions  de 
liaison  spéciales.  Dès-  lors  ce  mouvement  donnera  naissance  ï 
une  véritable  force  centrifuge,  exprimée  par  la  formule  générale 
trouvée  ci-dessus.  Maintenant  il  est  clair  que,  si  la  force  continue 
totale  dont  le  mobile  est  animé  a  été  d'abord  conçue  comme  dé« 
composée  à  chaque  instant  en  deux  autres^  l'une  dirigée  suivant 
la  tangente  à  la  trajectohre ,  et  l'autre  selon  la  normale  située 
dans  le  plan  osculateur,  celte  dernière  doit  nécessairement  être 
égale  et  directement  opposée  à  la  force  centrifuge.  Or,  celle 
composante  normale  ayant  pour  expression  la  force  continue 
totale  multipliée  par  le  cosinus  de  l'angle  que  sa  direction  forme 
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avec  la  normale,  en  égalant  cette  valeur  à  celle  de  la  force  cen- 
trifuge, on  formera  une  équation  fondamentale  d'où  Ton  pourra 
déduire  les  équations  générales  du  mouvenieiït  curviligne  pré- 
cédemment obtenues  par  une  autre  méthode.  On  n'aura ,  pour 
cela,  d'autre  transformation  à  faire  que  d'introduire  dans  cette 
équation»  au  lieu  de  la  force  continue  totale  et  de  sa  direction, 
ses  composantes  selon  les  trois  axes  coordonnés,  et  de  rempla- 
cer, dans  la  formule  qui  exprime  la  force  centrifuge,  la  vitesse 
«t  le  rayon  de  courbure  par  leurs  valeurs  générales  en  fonction 
des  coordonnées.  L'équation  ainsi  obtenue  se  décomposera  na- 
turellement en  trois, si  Ton  considère  que, devant  avoir  lieu 
pour  quelque  système  que  ce  soit  de  forces  accélératrices  et 
pour  une  trajectoire  quelconque,  elle  doit  se  vérifier  séparément 
par  rapport  à  chacime  des  trois  coordonnées,  envisagées  momen- 
taBément  comme  trois  variables  entièrement  indépendantes.  Ces 
trois  équations  se  trouveront  être  exactement  identiques  k  celles 
rapportées  d-dessus.  Quoique  cette  manière  de  les  obtenir  soit 
bien  moins  directe,  et  qu'elle  exige  un  plus  grand  appareil  analy- 
tique ,  j'ai  cependant  cru  nécessaire  de  l'indiquer  distinctement, 
parce  qu'elle  me  semble  propre  à  éclairer,  sous  un  rapport  fort 
important,  la  théorie  ordinaire  du  mouvement  curviligne,  en 
rendant  sensible  l'existence  de  la  force  centrifuge  même  dans 
le  cas  d'un  corps  lii>re,  notion  sur  laquelle  la  méthode  habituel- 
lement adoptée  aujourd'hui  laisse  communément  beaucoup  d'in- 
certitude et  d'obscurité. 

lAyant  suffisamment  étudié ,  dans  ce  qui  précède,  le  caractère 
général  de  la  partie  de  la  dynamique  relative  au  mouvement  d'un 
point,  ou,  ce  qui  revient  au  même,  d'un  corps  dont  toutes  les 
mc^écules  se  meuvent  identiquement,  nous  devons  maintenant 
examiner,  sous  un  semblable  point  de  vue ,  la  partie  de  la  dy- 
namique la  plus  difficile  et  la  plus  étendue,  celle  qui  se  rapporte 
a«  cas  plus  réel  du  mouvement  d'un  système  de  corps  liés  entre 
eux  d'une  manière  quelconque,  et  dont  les  mouvements  propres 
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sont  altérés  par  les  coDditioDS  dépendantes  de  leur  liaison.  Je 
considérerai  soigneusement,  dans  la  leçon  suivante,  les  résultats 
généraux  obtenus  jusqu'ici  par  les  géomètres»  relativement  à 
cet  ordre  de  recherches.  Je  dois  donc  me  borner  strictement  ici 
à  caractériser  la  méthode  générale  d'après  laquelle  on  est  par- 
venu à  convertir  tous  les  problèmes  de  cette  nature  en  de  pores 
questions  d'analyse. 

Dans  cette  dernière  partie  de  la  dynamique ,  il  faut  préala- 
blement établir  une  nouvelle  notion  élémentaire,  relativement 
à  la  mesure  des  forces.  En  effet,  les  forces  considérées  jusqu'ici 
étant  toujours  appliquées  à  une  molécule  unique ,  ou  do  moins 
agissant  toutes  sur  un  même  corps,  leur  intensité  se  trouvait  être 
suffisamment  mesurée ,  en  ayant  seulement  égard  à  la  vitesse 
plus  ou  moins  grande  qu'elles  pouvaient  imprimer  au  mobile  à 
chaque  instant.  Mais^  quand  on  vient  à  envisager  simultanément 
les  mouvements  de  plusieurs  corps  différents ,  cette  manière  de 
mesurer  les  forces  devient  évidemment  insuffisante ,  puisqu'on 
ne  saurait  se  dispenser  de  tenir  compte  de  la  masse  de  chaque 
mobile ,  aussi  bien  que  de  sa  vitesse.  Pour  la  prendre  convena- 
blement en  considération ,  les  géomètres  ont  établi  cette  nolioa 
fondamentale,  que  les  forces  susceptibles  d'imprimer  à  diverses 
masses  une  même  vitesse  sont  exactement  entre  elles  comme 
ces  masses;  ou,  en  d'autres  termes,  que  les  forces  sont  propor- 
tionnelles aux  masses,  aussi  bien  que  nous  les  avons  reconnues, 
dans  la  quinzième  leçon ,  d'après  la  troisième  loi  physique  do 
mouvement,  être  proportionnelles  aux  vitesses.  Tous  les  phéno- 
mènes relatifs  à  la  communication  du  mouvement  par  le  choc , 
ou  de  toute  autre  manière,  ont  constamment  conGnné  lasop* 
position  de  cette  nouvelle  proportionnalité.  Il  en  résulte  évi- 
demment que  lorsqu'il  faut  comparer,  dans  le  cas  le  plus  géné- 
ral^ des  forces  qui  impriment  à  des  masses  inégales  des  vitesses 
différentes,  chacune  d'elles  doit  être  mesurée  d'après  le  prodoit 
de  la  niasse  sur  laquelle  elle  agit  par  la  vitesse  correspoudanif* 
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Ce  produit,  auquel  les  géomètres  out  donné  communément  le 
nom  de  quantité  de  mouvement  ^  ûéiermue  exactement,  en  effet, 
la  force  d'impulsion  d'un  corps  dans  le  choc,  la  percussion  pro- 
prement dite ,  ainsi  que  la  pression  qu'un  corps  peut  exercer 
contre  tout  obstacle  fixe  à  son  mouvement  Telle  est  la  nouvelle 
notion  élémentaire  relative  à  la  mesure  générale  des  forces,  dont 
il  serait  peut-éire  convenable  de  faire  une  quatrième  et  dernière 
loi  fondamentale  du  mouvement,  en  tant  du  moins  que  cette  no- 
tion n'est  point  réellement  susceptible,  comme  quelques  géo- 
mètres l'ont  pensé,  d'être  logiquement  déduite  des  notions  pré- 
cédentes, et  ne  saurait  être  solidement  établie  que  sur  des  con- 
sidérations physiques  qui  lui  soient  propres. 

Cette  notion  préliminaire  étant  établie,  examinons  maintenant 
la  conception  générale  d'après  laquelle  peut  être  traitée  la  dy- 
namique d'un  système  quelconque  de  corps  soumis  à  l'action  de 
forces  quelconques.  La  difficulté  caractéristique  de  cet  ordre  de 
questions  consiste  essentiellement  dans  la  manière  de  tenir 
compte  de  la  liaison  des  différents  corps  du  système ,  en  vertu 
de  laquelle  leurs  réactions  mutuelles  altéreront  nécessairement 
les  mouvements  propres  que  chaque  corps  prendrait,  s'il  était 
seul,  par  l'influence  des  forces  qui  le  sollicitent,  sans  qu'on 
sache  nullement  à  priori  en  quoi  peut  consister  cette  altération. 
Ainsi,  pour  choisir  un  exemple  très  simple,  et  néanmoins  impor- 
tant, dans  le  célèbre  problème  du  mouvement  d'un  pendule 
composé, qui  a  été  primitivement  le  principal  sujet  des  re- 
cherches des  géomètres  sur  cette  partie  supérieure  de  la  dyna- 
mique, il  est  évident  que,  par  suite  de  la  liaison  établie  entre 
les  corps  ou  les  molécules  les  plus  rapprochés  du  point  de  sus- 
pension, et  les  corps  ou  les  molécules  qui  en  sont  les  plus  éloi- 
gnés, il  s'exercera  une  réaction  telle  que  ni  les  uns  ni  les  autres 
n'oscilleront  comme  s'ils  étaient  libres,  le  mouvement  des  pre- 
miers étant  retardé,  et  celui  des  derniers  étant  accéléré  en  vertu 
de  la  nécessité  où  ils  se  trouvent  d'osciller  simultanément,  sans 
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qu'ancun  principe  dynamique  déjà  établi  puisse  faire  connaître 
la  loi  qui  détermine  ces  réactions.  Il  en  est  de  même  dans  tons 
les  autres  cas  relatifs  au  mouvement  d'un  système  de  corps.  On 
éprouve  donc  évidemment  ici  le  besoin  de  nouvelles  conceptimis 
dynamiques.  Les  géomètres,  obéissant,  à  ce  sujet,  à  l'habitade 
imposée  presque  constamment  par  la  faiblesse  de  l'esprit  humain, 
ont  d'abord  traité  cette  nouvelle  série  de  recherches,  en  créant 
pour  ainsi  dire  un  nouveau  principe  particulier  relativement  à 
chaque  question  essentielle.  Teltes  ont  étéTorigine  et  la  destina- 
tion des  diverses  propriétés  générales  du  mouvement  que  nous 
examinerons  dans  la  leçon  suivante,  et  qui,  primitivement  envisa- 
gées comme  autant  de  principes  indépendants  les  uns  des  autres, 
ne  sont  plus  aujourd'hui,  aux  yeux  des  géomètres,  que  des  théo- 
rèmes remarquables  fournis  simultanément  par  les  équations 
dynamiques  fondamentales.  On  peut  suivre ,  dans  la  Mécaniqfu 
analytique,  l'histoire  générale  de  cette  série  de  travaux,  que  La- 
grange  a  présentée  d'une  manière  si  profondément  intéressante 
pour  l'étude  de  la  marche  progressive  de  l'esprit  humain.  Celte 
manière  de  procéder  a  été  continuellement  adoptée  jusqu'à 
d'Alembert,  qui  a  mis  fin  à  toutes  ces  recherches  isolées,  en  s'é- 
levant  à  une  conception  générale  sur  la  manière  de  tenir  compte 
de  la  réaction  dynamique  des  corps  d'un  système  en  vertu  de 
leurs  liaisons ,  et  en  établissant  par  suite  les  équations  fonda- 
mentales du  mouvement  d'un  système  quelconque.  Cette  con- 
ception, qui  a  toujours  servi  depuis ,  et  qui  servira  indéfinioieni 
de  base  à  toutes  les  recherches  relatives  à  la  dynamique  des 
corps ,  consiste  essentiellement  à  faire  rentrer  les  questions  de 
mouvement  dans  de  simples  questions  d'équilibre,  à  l'aide  de  ce 
célèbre  principe  général  auquel  l'accord  unanhne  des  géomètres 
a  donné ,  avec  tant  de  raison,  le  nom  de  principe  de  d'Alembert 
Considérons  donc  maintenant  ce  principe  d'une  manière  directe. 
Lorsque ,  par  les  réactions  que  divers  corps  exercent  les  uns 
sur  les  autres  en  vertu  de  leur  liaison ,  chacun  d'eux  prend  nn 
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mouYement  différent  de  celui  que  les  forces  dont  il  est  animé  lui 
eussent  imprimé  s'il  eût  été  libre ,  on  peut  évidemment  regar- 
der le  mouvement  naturel  comme  décomposé  en  deux ,  dont 
l'un  est  celui  qui  aura  effectivement  lieu,  et  dont  l'autre,  par 
conséquent,  a  été  détruit  Le  principe  de  d'Alembert  consiste 
proprement  en  ce  que  tous  les  mouvements  de  ce  dernier  genre, 
ou 5  en  d'autres  termes,  les  quantités  de  mouvements  perdues 
ou  gagnées  par  les  différents  corps  du  système  dans  leur  réac- 
tion, se  font  nécessairement  équilibre ,  en  ayant  égard  aux  con- 
ditions de  liaison  qui  caractérisent  le  système  proposé.  Cette 
lumineuse  conception  générale  a  été  d'abord  entrevue  par  Jac- 
ques Bernouilli  dans  un  cas  particulier  ;  car  telle  est  évidem- 
ment la  considération  qu'il  emploie  pour  résoudre  le  problème 
du  pendule  composé ,  lorsqu'il  regarde  la  quantité  de  mouve- 
ment perdu  par  le  corps  le  plus  rapproché  du  point  de  suspen- 
sion et  la  quantité  de  mouvement  gagnée  par  celui  qui  en  est  le 
plus  éloigné  9  comme  devant  nécessairement  satisfaire  à  la  loi 
d'équilibre  du  levier,  relativement  au  point  de  suspension,  ce 
qui  le  conduit  à  former  immédiatement  une  équation  suscep- 
tible de  déterminer  le  centre  d'oscillation  du  système  de  poids  le 
plus  sUnple.  Mais  cette  idée  n'était,  pour  Jacques  Bernouilli, 
qu'un  artifice  isolé  qui  n^ôte  rien  au  mérite  de  la  grande  con- 
ception de  d'Alembert,  dont  la  propriété  essentielle  consiste 
dans  son  entière  généralité  nécessaire. 

En  considérant  le  principe  de  d'Alembert  sous  le  point  de  vue 
le  plus  philosophique,  on  peut, ce  me  semble ^  en  reconnaître 
le  véritable  germe  primitif  dans  la  seconde  loi  fondamentale  du 
mouvement  (voyez  la  quinzième  leçon),  établie  par  Newton  sous 
le  nom  d'égalité  de  la  réaction  à  l'action.  Le  principe  de  d'A- 
lembert coïncide  exactement,  en  effet,  avec  cette  loi  de  New- 
ton, quand  on  envisage  seulement  un  système  de  deux  corps, 
agissant  l'un  sur  l'autre  suivant  la  ligne  qui  les  joint.  Ce  principe 
peut  donc  être  envisagé  comme  la  plus  grande  généralisation 
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possible  de  la  loi  de  la  réaction  égale  et  contraire  à  l'action;  et 
celle  manière  nouvelle  de  le  concevoir  me  parait  propre  à  faire 
ressortir  sa  véritable  nature  >  en  lui  donnant  ainsi  un  caractère 
physique,  au  lieu  du  caractère  purement  logique  qui  lui  avait  été 
imprimé  par  d'Alembert.  En  conséquence  nous  ne  verrons  dé- 
sormais dans  ce  grand  principe  que  notre  seconde  loi  du  mou- 
vement étendue  à  un  nombre  quelconque  de  corps  ^  disposés 
entr'eux  d'une  manière  quelconque. 

D'après  ce  principe  général^  on  conçoit  que  toute  question 
de  dynamique  pourra  être  immédiatement  convertie  en  une 
simple  question  de  statique ,  puisqu'il  suffira  de  former»  dans 
chaque  cas,  les  équations  d'équilibre  entre  les  mouvements  dé- 
truits ;  ce  qui  donne  la  certitude  nécessaire  de  pouvoir  mettre  en 
équation  un  problème  quelconque  de  dynamique 5  et  de  le  faire 
ainsi  dépendre  uniquement  de  recherches  analytiques.  Mais  la 
forme  sous  laquelle  le  principe  de  d'Alembert  a  été  primitive- 
ment conçu  n'est  point  la  plus  convenable  pour  effectuer  avec 
facilité  cette  transformation  fondamentale,  vu  la  grande  diffi- 
culté qu'on  éprouve  souvent  à  discerner  quels  doivent  être  les 
mouvements  détruits,  comme  on  peut  pleinement  s'en  con- 
vaincre par  l'examen  attentif  du  Traité  de  dynamique  de  d'A- 
lembert, dont  les  solutions  sont  ordinairement  si  compliquées. 
Hermann ,  et  surtout  Euler  ont  cherché  à  faire  disparaître  la 
considération  embarrassante  des  quantités  de  mouvement  per- 
dues ou  gagnées,  en  remplaçant  les  nouvcments  détruits  par 
les  mouvements  primitifs  composés  avec  les  mouvements  effec- 
tifs pris  en  sens  contraire ,  ce  qui  revient  évidemment  au  même, 
puisque,  quand  une  force  a  été  décomposée  en  deux,  on  peut 
réciproquement  substituer  à  l'une  des  composantes  la  combi- 
naison de  la  résultante  avec  l'autre  composante  prise  en  sens 
contraire.  Dès  lors  le  principe  de  d'Alembert,  envisagé  sous  ce 
nouveau  point  de  vue,  consiste  simplement  en  ce  que  les  mou- 
vements effectifs  conformes  à  la  liaison  des  corps  du  système 


MATHÉMATIQUE.  &65 

devront  nécessairement  5  étant  pris  en  sens  inverse ,  faire  tou- 
jours équilibre  aux  mouvements  primitifs  qui  résulteraient  de  la 
seule  action  des  forces  proposées  sur  chaque  corps  supposé 
libre;  ce  qui  peut  d'ailleurs  être  établi  directement 5  car  il  est 
évident  que  le  système  serait  en  équilibre  si  on  imprimait  à 
chaque  corps  une  quantité  de  mouvement  égale  et  contraire  à 
celle  qu'il  prendra  effectivement  Cette  nouvelle  forme  donnée 
par  £uler  au  principe  de  d'Alembert  est  la  plus  convenable  pour 
en  faire  usage  ^  comme  ne  prenant  en  considération  que  les 
mouvements  primitifs  et  les  mouvements  effectifs^  qui  sont  les 
véritables  éléments  du  problème  dynamique  5  dont  les  uns  cons- 
tituent les  données  et  les  autres  les  inconnues.  Tel  est^  en  effet, 
le  point  de  vue  définitif  sous  lequel  le  principe  de  d'Alembert  à 
été  habituellement  conçu  depuis. 

Les  questions  relatives  au  mouvement  étant  ainsi  générale- 
ment réduites,  de  la  manière  la  plus  simple  possible ,  à  de  pures 
questions  d'équilibre,  la  méthode  la  plus  philosophique  pour 
traiter  la  dynamique  rationnelle  consiste  à  combiner  le  principe 
de  d'Alembert  avec  le  principe  des  vitesses  virtuelles,  qui  four- 
nit directement,  comme  nous  l'avons  vu  dans  la  leçon  pré- 
cédente, toutes  les  équations   nécessaires  à  l'équilibre  d'un 
système  quelconque.  Telle  est  la  combinaison  conçue  par  La- 
grange,  et  si  admirablement  développée  dans  sa  Mécanique  ana- 
lytique, qui  a  élevé  la  science  générale  de  la  mécanique  abs- 
traite au  plus  haut  degré  de  perfection  que  l'esprit  humain 
puisse  ambitionner  sous  le  rapport  logique,  c'est-à-dire  à  une 
rigoureuse  unité,  toutes  les  questions  qui  peuvent  s'y  rapporter 
étant  désormais  uniformément  rattachées  à  un  principe  unique, 
d'après  lequel  la  solution  définitive  d'un  problème  quelconque 
ne  présente  plus  nécessairement  que  des  difficultés  analytiques. 
Pour  établir  le  plus  simplement  possible  la  formule  générale  de 
la  dynamique,  concevons  que  toutes  les  forces  accélératrices 
du  système  quelconque  proposé  aient  été  décomposées  parallè- 
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lement  aux  trois  axes  des  coordonnées^  et  soient  A^,  Y,Z,le& 
groupes  de  forces  correspondant  aux  axes  des  ^^  y  5  z;  en  dé- 
signant par  m  la  masse  du  système ,  il  devra  y  avoir  équilibre , 
d'après  le  principe  ded'Alembert^  entre  les  quantités  primitives 
de  mouvement  mX^m  T^  m  Z^  et  les  quantités  de  mouvement 
effectives  prises  en  sens  contraire ,  qui  seront  évidenunent  ex- 
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primées  par  —  m  ^  —  m  t^  —^Jl  suivant  les  trois  axes. 

Ainsi  y  appliquant  à  cet  ensemble  de  forces  le  principe  général 
des  vitesses  virtuelles,  en  ayant  soin  de  distinguer  les  variations 
relatives  aux  différents  axes^  on  obtiendra  Téquation 
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qui  peut  être  regardée  comme  comprenant  implicitement  tootes 
les  équations  nécessaires  pour  l'entière  détermination  des  di- 
verses circonstances  relatives  au  mouvement  d'un  système  quel- 
conque de  corps  sollicités  par  des  forces  quelconques.  Les 
équations  explicites  se  déduiront  convenablement^  dans  chaque 
cas,  de  cette  formule  générale,  en  réduisant  toutes  les  varia- 
tions au  plus  petit  nombre  possible ,  d'après  les  conditions  de 
liaison  qui  caractériseront  le  système  proposé^  ce  qui  fournira 
autant  d'équations  distinctes  qu'il  restera  de  variations  réelle- 
ment  indépendantes. 

Afin  de  faire  ressortir^  sous  le  point  de  vue  philosophique, 
toute  la  fécondité  de  cette  formule ,  et  de  montrer  qu'elle  com- 
prend rigoureusement  l'ensemble  total  de  la  dynamique,  il  con- 
vient de  remarquer  qu'on  en  pourrait  même  tirer,  comme  nv  f 
simple  cas  particulier,  la  théorie  du  mouvement  curviligne 
d'une  molécule  unique;  que  nous  avons  spécialement  considé* 
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rée  dans  la  première  partie  de  cette  leçon.  £n  effet  il  est  évident 
qae^  si  toutes  les  forces  continues  proposées  agissent  sur  une 
seule  molécule ,  la  masse  m  disparait  de  l'équation  générale 
précédente,  qui,  en  distinguant  séparément  le  mouvement  vir- 
tuel relatif  à  cliaque  axe ,  fournit  immédiatement  les  trois  équa- 
tions fondamentales  établies  ci-dessus  pour  le  mouvement  d'un 
point.  Mais,  bien  qu'on  doive  considérer  cette  filiation,  sans  la- 
quelle on  ne  concevrait  pas  toute  l'étendue  réelle  de  la  formule 
générale  de  la  dynamique,  la  théorie  du  mouvement  d'une 
seule  molécule  n'exige  point  véritablement  l'emploi  du  principe 
de  d'Alembert,  qui  est  essentiellement  destiné  à  l'étude  dyna- 
mique des  systèmes  de  corps.  Cette  première  théorie  est  trop 
i^mplepar  elle-même,  et  résulte  trop  immédiatement  des  lois 
fondamentales  du  mouvement ,  pour  que  je  n'aie  pas  cru  devoir, 
conformément  à  l'usage  ordinaire,  la  présenter  d'abord  isolé- 
ment, afin  de  rendre  plus  nettes  les  importantes  notions  géné- 
rales auxquelles  elle  donne  naissance,  quoique  nous  devions 
finir  par  la  faire  rentrer,  en  vue  d'une  coordination  plus  par- 
faite^ dans  la  formule  invariable  qui  renferme  nécessairement 
toutes  les  théories  dynamiques  possibles. 

Ce  serait  sortir  des  limites  naturelles  de  ce  cours  que  d'indi- 
quer ici  aucune  application  spéciale  de  cette  formule  générale 
à  la  solution  effective  d'un  problème  dynamique  quelconque,  la 
méthode  devant  être  le  seul  objet  essentiel  de  nos  considéra- 
tions philosophiques,  sauf  l'indication  des  résultats  principaux 
qu'elle  a  produits,  et  dont  nous  nous  occuperons  dans  la  leçon 
suivante.  Je  crois  cependant  devoir  rappeler  à  ce  sujet,  comme 
une  conception  vraiment  relative  à  la  méthode  bien  plus  qu'à  la 
science,  la  distinction  nécessaire ,  signalée  dans  la  leçon  précé- 
dente ,  entre  les  mouvements  de  translation  et  les  mouvements 
de  rotation.  Pour  étudier  convenablement  le  mouvement  d'un 
système  quelconque ,  il  faut,  en  effet,  Tenvisager  comme  com- 
posé d'une  translation  commune  à  toutes  ses  parties,  et  d'une 
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rotation  propre  à  chacun  de  ses  points  autour  d*un  certain  axe 
constant  ou  variable.  Par  des  motifis  de  simplification  analytique 
dont  nous  aurons  occasion,  dans  la  leçon  suivante^  d'indiquer 
Torigine ,  les  géomètres  considèrent  toujours  de  préférence  le 
mouvement  de  rotation  d'un  système  quelconque  relativement 
à  son  centre  de  gravité  5  ou  9  pour  mieux  dire  9  à  son  centre  des 
moyennes  distances,  qui  présente 5  sous  ce  rapport 5  des  pro- 
priétés générales  très-remarquables,  dont  la  découverte  est  dne 
à  Euler.  Dès  lors  l'analyse  complète  du  mouvement  d'un  sys- 
tème animé  de  forces  quelconques  consiste  essentiellement  :  i* 
à  déterminer  à  chaque  instant  la  vitesse  du  centre  de  gravité  et 
la  direction  dans  laquelle  il  se  meut,  ce  qui  suffit  pour  faire 
connaître,  comme  nous  le  constaterons,  tout  ce  qui  concerne  la 
translation  du  système;  2*"  à  déterminer  également  à  chaque  ins- 
tant la  direction  de  l'axe  instantané  de  rotation  passant  par  le 
centre  de  gravité,  et  la  vitesse  de  rotation  de  chaque  partie  du 
système  autour  de  cet  axe.  Il  est  clair,  en  effet,  que  toutes  les 
circonstances  secondaires  du  mouvement  pourront  nécessaire^ 
ment  être  déduites ,  dans  chaque  cas ,  de  ces  deux  détermina- 
tions principales. 

La  formule  générale  de  la  dynamique,  établie  ci-dessus,  est 
évidemment,  par  sa  nature,  tout  aussi  directement  applicable 
au  mouvement  des  fluides  qu'à  celui  des  solides,  pourvu  qu'on 
prenne  convenablement  en  considération  les  conditions  qui  ca- 
ractérisent l'état  fluide,  soit  liquide,  soit  gazeux,  ce  que  nous 
avons  eu  occasion  d'indiquer  dans  la  leçon  précédente  au  sujet 
de  l'équilibre.  Aussi  d'Alembcrt,  après  avoir  découvert  le  prin- 
cipe fondamental  qui  lui  a  permis,  vu  les  progrès  de  la  statiqae, 
(le  traiter  dans  son  ensemble  la  dynamique  d'un  système  quel- 
conque ,  en  a-t-il  fait  immédiatement  application  à  rétablisse- 
ment des  équations  générales  du  mouvement  des  fluides,  entiè- 
rement inconnues  jusqu'alors.  Ces  équations  s'obtiennent  sur- 
tout avec  une  grande  facilité  d'après  le  principe  des  vitesses 
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virtuelles  5  tel  qu'il  est  exprimé  par  la  formule  générale  précé- 
dente. Cette  partie  de  la  dynamique  ne  laisse  donc  réellement 
rien  à  désirer  sous  le  rapport  concret,  et  ne  présente  plus  que 
des  difficultés  purement  analytiques,  relatives  à  Fintégration  des 
équations  aux  différences  partielles  auxquelles  on  parvient  Mais 
il  faut  reconnaître  que  celte  intégration  générale  offrant  jus- 
qu'ici des  obstacles  insurmontables,  les  connaissances  effectives 
qu'on  peut  déduire  de  cette  tliéorie  sont  encore  extrêmement 
imparfaites,  même  dans  les  cas  les  plus  simples  ;  ce  qui  nous 
semblera  sans  doute  inévitable,  en  considérant  la  grande  com- 
plication que  nous  avons  déjà  reconnue  à  cet  égard  dans  les 
questions  de  pure  statique,  dont  la  nature  est  cependant  bien 
moins  complexe.  Le  seul  problème  de  l'écoulement  d'un  liquide 
pesant  par  un  orifice  donné,  quelque  facile  qu*il  doive  paraître, 
n'a  pu  encore  être  résolu  d'une  manière  vraiment  satisfaisante. 
Afin  de  simplifier  suffisamment  les  recherches  analytiques  dont 
il  dépend,  les  géomètres  ont  été  obligés  d'adopter  la  célèbre 
hypotlièse  proposée  par  Daniel  Bemouilli ,  sous  le  nom  de  pa^ 
ralléiisme  des  tranches ^  qui  permet  de  ne  considérer  le  mouve- 
ment que  par  tranches,  au  lieu  de  devoir  l'envisager  molécule 
à  molécule.  Mais  cette  hypothèse,  qui  consiste  à  regarder  chaque 
section  horizontale  du  liquide  comme  se  mouvant  en  totalité  et 
prenant  la  place  de  la  suivante,  est  évidemment  en  contradic- 
tion formelle  avec  la  réalité  dans  presque  tous  les  cas ,  excepté 
dans  un  petit  nombre  de  circonstances  choisies  pour  ainsi  dire 
expressément,  à  cause  des  mouvements  latéraux  dont  une  telle 
hypothèse  fait  complètement  abstraction,  et  dont  l'existence 
sensible  impose  nécessairement  la  loi  d'étudier  isolément  le 
mouvement  de  chaque  molécule.  La  science  générale  de  l'hy- 
drodynamique ne  peut  donc  réellement  être  encore  envisagée 
que  comme  étant  à  sa  naissance ,  môme  relativement  aux  li- 
quides, et  à  plus  forte  raison  à  l'égard  des  gaz.  Mais  il  importe 
éminemment  de  reconnaître,  d'un  autre  côté,  que  tous  les 
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grands  travaux  qai  restent  à  faire  sous  ce  rapport  consistent  es- 
sentiellement dans  les  progrès  de  la  seule  analyse  mathéma- 
tique 5  les  équations  fondamentales  du  mouvement  des  fluides 
étant  irrévocablement  établies. 

Après  avoir  considéré  sous  ses  divers  aspects  principaux  le 
caractère  général  de  la  méthode  en  mécanique  rationnelle  5  et 
indiqué  comment  toutes  les  questions  qu'elle  peut  ofifrir  se  ré- 
duisent à  des  recherches  purement  analytiques  5  il  nous  reste 
maintenant,  pour  compléter  Texamen  philosophique  de  cette 
science  fondamentale,  à  envisager,  dans  la  leçon  suivante,  les 
résultats  principaux  obtenus  par  Tcsprit  humain  en  procédant 
ainsi,  c'est-à-dire  les  propriétés  générales  les  plus  remarqua- 
bles de  l'équilibre  et  du  mouvement. 
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DIX-HUITIÈME  LEÇON 


GonsldératlOBs  sur  les  tbéorèmet  genéraïuL  de  mécanique 

rationnelle- 

Le  but  et  Fesprit  de  cet  ouvrage,  aussi  bien  que  son  étendue 
naturelle ,  nous  interdisent  nécessairement  ici  tout  développe- 
ment spécial  relatif  à  Tapplication  des  équations  fondamentales 
de  l'équilibre  et  du  mouvement  «  à  la  solution  effective  d'aucun 
problème  mécanique  particulier.  Néanmoins,  on  ne  se  formerait 
qu'une  idée  incomplète  du  caractère  philosophique  de  la  méca- 
nique rationnelle  envisagée  dans  son  ensemble,  si,  après  avoir 
convenablement  étudié  la  méthode ,  on  ne  considérait  enûn  les 
grands  résultats  théoriques  de  la  science ,  c'est-à-dire  les  prin- 
cipales propriétés  générales  de  Féquillbre  et  du  mouvement  dé- 
couvertes jusqu'ici  parles  géomètres,  et  qui  nous  restent  main- 
tenant à  examiner.  Ces  diverses  propriétés  ont  été  conçues  dans 
l'origine  comme  autant  de  véritables  principes  ^  dont  chacun 
était  destiné  primitivement  à  procurer  la  solution  d'un  certain 
ordre  de  nouveaux  problèmes  mécaniques,  supérieurs  aux  mé- 
thodes connues  jusqu'alors.  Mais,  depuis  que  l'ensemble  de  la 
mécanique  rationnelle  a  pris  son  caractère  systématique  déûni- 
tif ,  chacun  de  ces  anciens  principes  a  été  ramené  à  n'être  plus 
qu'un  simple  théorème  plus  ou  moins  général ,  résultat  néces- 
saire des  théories  fondamentales  de  la  statique  et  de  la  dyna- 
mique abstraites  :  c'est  seulement  sous  ce  point  de  vue  philoso- 
phique que  nous  devons  les  envisager  ici.  Commençons  par  ceux 
qui  se  rapportent  à  la  statique. 
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Le  théorème  le  plus  remarquable  qui  ait  été  déduit  Jusqu'à 
présent  des  équations  générales  de  l'équilibre  est  la  célèbre 
propriété ,  primitivement  découverte  par  Torricelli,  relative- 
ment à  l'équilibre  des  corps  pesants.  Elle  consiste  proprement 
en  ce  que,  quand  un  système  quelconque  de  corps  pesants  est 
dans  sa  situation  d'équilibre ,  son  centre  de  gravité  est  néces- 
sairement placé  au  point  le  plus  bas  ou  le  plus  haut  possible  9 
comparativement  à  toutes  les  positions  qu'il  pourrait  prendre 
d'après  toute  autre  situation  du  système.  Torricelli  a  d'abord 
présenté  cette  propriété  comme  immédiatement  vérifiée  par  les 
conditions  d'équilibre  connues  de  tous  les  systèmes  de  poids 
considérés  jusqu'alors.  Mais  les  considérations  générales  d'après 
lesquelles  il  a  tenté  ensuite  de  la  démontrer  directement  sont 
réellement  peu  satisfaisantes ,  et  offrent  un  exemple  sensible  de 
la  nécessité  de  se  défier,  dans  les  sciences  mathématiques,  de 
toute  idée  dont  le  caractère  n'est  point  parfaitement  précis, 
quelque  plausible  qu'elle  puisse  d'ailleurs  paraître.  En  effet,  le 
raisonuement  de  Torricelli  consiste  essentiellement  à  remarquer 
que  la  tendance  naturelle  du  poids  étant  de  descendre,  il  y  aura 
nécessairement  équilibre  si  le  centre  de  gravité  se  trouve  placé 
le  plus  bas  possible.  L'insuffisance  de  cette  considération  est  évi- 
dente, puisqu'elle  n'explique  point  pourquoi  il  y  a  également 
équilibre  quand  le  centre  de  gravité  est  placé  le  plus  haut  pos- 
sible, et  qu'elle  tendrait  même  à  démontrer  que  ce  second  cas 
d'équilibre  ne  peut  exister,  tandis  que ,  sous  le  pomt  de  vae 
théorique ,  il  est  aussi  réel  que  le  premier,  quoique,  par  le  dé- 
faut de  stabilité,  on  ait  rarement  occasion  de  l'observer  dans  la 
pratique.  Amsi,  pour  choisir  un  exemple  très-simple,  la  loi  d'é- 
quilibre d'un  pendule  exige  que  le  centre  de  gravité  du  poids 
soit  placé  sur  la  verticale  menée  par  le  point  de  suspension,  ce 
qui  offre  une  vérification  palpable  du  théorème  de  Torricelli; 
mais,  quand  on  fait  abstraction  de  la  stabilité,  ii  est  évident  que 
ce  centre  de  gravité  peut  d'ailleurs  être  indifféremment  aw-des- 
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sus  ou  au-dessous  du  point  de  suspension ,  Téquilibre  ayant  éga- 
lement lieu  dans  les  deux  cas. 

La  véritable  démonstration  générale  du  théorème  de  Torri- 
celli  consiste  à  le  déduire  du  principe  fondamental  des  vitesses 
virtuelles,  qui  le  fournit  immédiatement  avec  la  plus  grande  fa- 
cilité. Il  suffit,  en  effet,  pour  cela,  d'appliquer  directement  ce 
principe  à  l'équilibre  d'un  système  quelconque  de  corps  pe- 
sants ,  à  regard  duquel  il  donne  aussitôt  Féquation 


Cpdz^Oy 


où  P  désigne  un  quelconque  des  poids,  et  3  la  hauteur  verticale 
de  son  centre  de  gravité.  Or,  d'après  la  définition  générale  du 
centre  de  gravité  de  tout  système  de  poids ,  on  a  évidemment 
en  nommant  P.  le  poids  total  du  système,  et  3,  l'ordonnée  ver- 
ticale de  son  centre  de  gravité ,  la  relation 


Çpdz=^P,dzt. 


Ainsi  l'équation  des  vitesses  virtuelles  devient,  dans  ce  cas, 
c/3^  =0  ;  ce  qui,  conformément  à  la  théorie  analytique  générale 
des  maxima  et  minima,  démontre  immédiatement  que  la  hau- 
teur verticale  du  centre  de  gravité  du  système  est  alors  un  maxt- 
mum  ou  un  minimum,  comme  l'indique  le  théorème  de  Torri- 
ceUi. 

Cette  importante  propriété,  indépendamment  du  grand  inté- 
rêt qu'elle  présente  sous  le  point  de  vue  physique ,  peut  même 
être  avantageusement  employée  pour  faciliter  la  solution  géné- 
rale de  plusieurs  problèmes  essentiels  de  statique  rationnelle , 
relativement  aux  corps  pesants.  Ainsi ,  par  exemple,  elle  suffit  h 
l'entière  résolution  de  la  célèbre  question  de  la  chatnette,  c'est- 
à-dire  de  la  figure  que  prend  une  chaîne  pesante  suspendue  à 
deux  points  fixes,  et  ensuite  librement  abandonnée  à  la  seule- 
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influence  de  la  gravité,  en  la  supposant  parfaitement  flexible,  et 
de  plus  inextensible.  Eu  effet ,  le  théorème  de  Torricclli  indi- 
quant alors  que  le  centre  de  gravité  doit  être  placé  le  plus  bas 
possible^  le  problème  appartient  immédiatement  à  la  théorie 
générale  des  isopérimètres ,  indiquée  dans  la  huitième  leçon , 
puisqu'il  se  réduit  à  déterminer,  parmi  toutes  les  courbes  de 
même  contour  tracées  entre  les  deux  points  fixes  donnés,  quelle 
est  celle  qui  jouit  de  cette  propriété  caractéristique,  que  la  hau- 
teur verticale  de  son  centre  de  gravité  totale  soit  un  minimum, 
condition  qui  suffit  pour  déterminer  complètement,  à  Taide  du 
calcul  des  variations,  Téquation  différentielle,  et  ensuite  Téqua- 
tion  finie  de  la  courbe  cherchée.  Il  en  est  de  même  dans  quel- 
ques autres  questions  intéressantes  relatives  à  l'équilibre  des 
poids. 

Le  théorème  de  Torricelli  a  éprouvé  plus  tard  une  importante 
généralisation  par  les  travaux  de  Maupertuis,  qui,  sous  le  nom 
de  loi  du  repos,  a  découvert  une  propriété  très-étendue  de  Té- 
quilibre^  dont  celle  ci-dessus  considérée  n'est  plus  qu'un  simple 
cas  particulier.  C'est  seulement  à  la  pesanteur  terrestre,  ou  à  la 
gravité  proprement  dite,  que  s'applique  la  loi  trouvée  par  Tor- 
ricelli. Celle  de  Maupertuis  s'étend ,  au  contraire ,  à  toutes  les 
forces  attractives  qui  peuvent  faire  tendre  les  corps  d'un  système 
quelconque  vers  des  centres  fixes,  ou  les  uns  vers  les  autres, 
suivant  une  fonction  quelconque  de  la  distance,  indépendante  de 
la  direction,  ce  qui  comprend  toutes  les  grandes  forces  naturelles. 
On  sait  que,  dans  ce  cas,  l'expression  P  î p  -}-  F  5  p'  -|-  etc.,  qui 
forme  le  premier  membre  de  l'équation  générale  des  vitesses 
vhPtuelles,  se  trouve  nécessairement  être  toijgours  une  différen- 
tielle exacte.  Par  conséquent,  le  principe  des  vitesses  virtuelles 
consiste  alors  proprement  en  ce  que  la  variation  de  son  inté- 
grale est  nulle,  ce  qui  indique  évidemment,  d'après  la  Uiéorie 
fondamentale  des  maxima  et  mmûua, que  cette  intégrale  f  Pi  p 
est  constamment,  dans  le  cas  d'équilibre,  un  mcu^imtiin  ou  m 
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minimum.  C'est  en  cela  que  consiste  la  loi  de  Maupertuis,  con- 
sidérée sous  le  point  de  vue  le  plus  général,  et  déduite  ainsi  di- 
rectement avec  une  extrême  simplicité  du  principe  fondamental 
des  vitesses  virtuelles,  qui  doit  nécessairement  renfermer  impli- 
citement toutes  les  propriétés  auxquelles  peut  donner  lieu  la 
théorie  de  Féquilibre.  Le  théorème  de  Maupertuis  a  été  présenté 
par  Lagrange  sous  un  aspect  plus  concret  et  plus  remarquable, 
en  le  rattachant  à  la  notion  des  forces  vives,  dont  nous  nous  oc- 
cuperons plus  bas.  Lagrange,  considérant  que  l'intégrale  fP^p 
envisagée  par  Maupertuis  est  nécessairement  toujours ,  d'après 
la  théorie  analytique  générale  du  mouvement,  le  complément 
de  la  somme  des  forces  vives  du  système  à  une  certaine  cons- 
tante ,  en  a  conclu  que  cette  somme  de  forces  vives  est  un  mt- 
nimum  lorsque  l'intégrale  précédente  est  un  maximum,  et  réci- 
proquement D'après  cela,  le  théorème  de  Maupertuis  peut  être 
envisagé  plus  simplement  comme  consistant  en  ce  que  la  situa- 
tion d'équilibre  d'un  système  quelconque  est  constamment  celle 
dans  laquelle  la  somme  des  forces  vives  se  trouve  être  un  maxi- 
mum  ou  un  minimum.  Il  est  évident  que,  dans  le  cas  particulier 
de  la  pesanteur  terrestre ,  cette  loi  coïncide  exactement  avec 
celle  de  Torricelli,la  force  vive  étant  alors  égale, comme  on  sait, 
au  produit  du  poids  par  la  hauteur  verticale  du  centre  de  gra- 
vité, laquelle  doit  donc  devenir  nécessairement  un  maximum  ou 
un  minimum,  s'il  y  a  équilibre. 

Une  autre  propriété  générale  très-remarquable  de  l'équilibre, 
qui  peut  être  regardée  comme  le  complément  indispensable  du 
théorème  de  Torricelli  et  de  Maupertuis,  consiste  dans  la  dis- 
tinction fondamentale  des  cas  de  stabilité  ou  û* instabilité  ûe  l'é- 
quilibre. On  sait  que  l'équilibre  peut  être  stable  ou  instable, 
c'est-à-dire  que  le  corps,  infiniment  peu  écarté  de  sa  situation 
d'équilibre,  peut  tendre  à  y  revenir,  et  y  retourne  en  effet  après 
un  certain  nombre  d'oscillations  bientôt  anéanties  par  la  résis- 
tance du  milieu ,  les  frottements ,  etc. ,  ou  bien  qu'il  tend ,  au 
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contraire^  h  s'en  éloigner  de  plus  en  plus,  poor  ne  s'arrêter  qac 
dans  une  nouvelle  position  d'équilibre  stable.  Ce  qae  nous  sq)- 
pelons  physiquement  Tétat  de  repos  d'un  corps  n'est  réellement 
autre  chose  que  V équilibre  stable 9  car  le  repos  abstrait»  tel  que 
les  géomètres  le  conçoivent ,  lorsqu'ils  supposent  un  corps  qai 
ne  serait  sollicité  par  aucune  force,  ne  saurait  évidemment  eiis- 
ter  dans  la  nature  5  où  il  ne  peut  7  avoir  que  des  équilibres  plus 
ou  moins  durables.  L'équilibre  instable  »  au  contraire ,  constitae 
elTectivement  ce  que  le  vulgaire  appelle  proprement  équilibre, 
qui  désigne  toujours  un  état  plus  ou  moins  passager  et  artificicL 
La  propriété  générale  que  nous  considérons  maintenant^  et  dont 
la  démonstration  complète  est  due  à  I^agrange,  consiste  eu  ce 
que 9  dans  un  système  quelconque,  l'équilibre  est  stable  ou  ini- 
table^  suivant  que  l'intégrale  envisagée  par  Maupertuis^  et  qui  a 
été  indiquée  ci-dessus,  se  trouve  être  un  minimum  ou  un  maxi- 
mum; on,  ce  qui  revient  au  même,  comme  nous  l'avons  dit, 
suivant  que  la  somme  des  forces  vives  est  un  maximum  ou  no 
minimum.  Ce  beau  théorème  de  mécanique,  appliqué  au  cas  le 
plus  simple  et  le  plus  remarquable ,  à  celui  de  l'équilibre  des 
corps  pesants  considéré  par  Torricelli,  apprend  alors  que  le 
système  est  dans  un  état  d'équilibre  stable,  quand  le  centre  de 
gravité  est  placé  le  plus  bas  possible,  et  dans  un  état  d'équilibre 
instable  quand,  au  contraire,  le  centre  de  gravité  est  placé  le 
plus  haut  possible,  ce  qu'il  est  aisé  de  vérifier  directement  pour 
les  systèmes  les  moms  compliqués.  Ainsi,  par  exemple,  l'équi- 
libre d'un  pendule  est  évidemment  stable ,  quand  le  centre  de 
gravité  du  poids  se  trouve  être  situé  au-dessus  du  point  de  sas- 
pension,  et  instable  quand  il  est  au-dessous.  De  môme,  un  ellip- 
soïde de  révolution,  posé  sur  un  plan  horizontal,  est  en  équi- 
libre stable  quand  il  repose  sur  le  sommet  de  son  petit  axe,  et 
en  équilibre  instable  quand  c'est  sur  le  sommet  de  son  grand 
axe.  La  seule  observation  aurait  suffi  sans  doute  pour  distinguer 
les  deux  états  dans  des  cas  aussi  simples.  Mais  la  théorie  la  plus 
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profonde  a  été  nécessaire  pour  dévoiler  aux  géomètres  que 
cette  distinction  fondamentale  était  également  applicable  aux 
systèmes  les  plus  composés^  en  montrant  que  lorsque  l'intégrale 
relative  à  la  somme  des  moments  virtuels  est  un  minimum^  le 
système  ne  peut  faire  autour  de  sa  situation  d'équilibre  que  des 
oscillations  très-petites  et  dont  l'étendue  est  déterminée ,  tandis 
que,  si  cette  intégrale  est,  au  contraire,  un  maximum^  ces  oscil- 
lations peuvent  acquérir  et  acquièrent  en  effet  une  étendue 
finie  et  quelconque.  Il  est  d'ailleurs  inutile  d'avertir  que ,  par 
leur  nature,  ces  propriétés,  ainsi  que  les  précédentes,  ont  lieu 
dans  les  fluides  tout  aussi  bien  que  dans  les  solides ,  ce  qui  est 
également  le  caractère  de  toutes  les  propriétés  mécaniques  gé- 
nérales à  l'examen  desquelles  nous  avons  destiné  cette  leçon. 

Considérons  maintenant  les  théorèmes  généraux  de  méca- 
nique relatifs  au  mouvement. 

Depuis  que  ces  propriétés  ont  cessé  d'être  envisagées  comme 
autant  de  principes,  et  qu'on  n'y  a  vu  que  de  simples  résultats 
nécessaires  des  théories  dynamiques  fondamentales,  la  manière 
la  plus  directe  et  la  plus  convenable  de  les  établir  consiste  à  les 
présenter,  ainsi  que  Ta  fait  Lagrange,  comme  des  conséquences 
immédiates  de  l'équation  générale  de  la  dynamique,  déduite  de 
la  combinaison  du  principe  d'Alembert  avec  le  principe  des  vi- 
tesses virtuelles,  telle  que  nous  l'avons  exposée  dans  la  leçon 
précédente.  On  doit  mettre  au  nombre  des  avantages  les  plus 
sensibles  de  cette  méthode,  comme  Lagrange  l'a  justement  re^ 
marqué,  cette  facilité  qu'elle  offre  pour  la  démonstration  de  ces 
grands  théorèmes  de  dynamique  dans  leur  plus  grande  généra- 
lité, démonstration  à  laquelle  on  ne  pouvait  autrement  parvenir 
que  par  des  considérations  indirectes  et  fort  compliquées.  Néan- 
moins la  nature  de  ce  cours  nous  interdit  d'indiquer  spéciale- 
ment ici  chacune  de  ces  démonstrations,  et  nous  devons  nous 
borner  à  considérer  seulement  les  divers  résultats. 
Le  premier  théorème  général  de  dynamique  est  celui  que 
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Newton  a  découvert  relativement  au  mouvement  du  centre  de 
gravité  d'un  système  quelconque,  et  qui  est  habituellement 
connu  sous  le  nom  de  principe  de  la  conservation  du  mouvement 
du  centre  de  gravité.  Newton  a  reconnu  le  premier  et  démontré 
par  des  considérations  extrêmement  simples^  au  commencement 
de  son  grand  traité  des  principes  mathématiques  de  la  philosophie 
naturelle^  que  l'action  mutuelle  des  corps  d'un  système  les  uns 
sur  les  autres^  soit  par  attraction^  soit  par  impulsion,  en  un  mot 
d'une  manière  quelconque  5  en  ayant  convenablement  égard  à 
l'égalité  constante  et  nécessaire  entre  la  réaction  et  l'action,  ne 
peut  nullement  altérer  l'état  du  centre  de  gravité^  en  sorte  que, 
s'il  n'y  a  pas  d'autres  forces  accélératrices  que  ces  actions  réci- 
proques, et  si  les  forces  extérieures  du  système  se  réduisent  sea* 
lement  à  des  forces  instantanées,  le  centre  de  gravité  restera 
toujours  immobile  ou  se  mouvera  uniformément  en  ligne  droite. 
D'Alembert  a,  depuis,  généralisé  cette  propriété,  et  prouvé  que, 
quelqu'altération  que  puisse  introduire  l'action  mutuelle  des 
corps  du  système  dans  le  mouvement  de  chacun  d'eux,  le  centre 
de  gravité  n'en  est  jamais  affecté,  et  que  son  mouvement  a  cons- 
tamment lieu  comme  si  toutes  les  forces  du  système  y  étaient 
directement  appliquées  parallèlement  à  leur  direction,  quelles 
que  soient  les  forces  extérieures  de  ce  système,  et  en  supposant 
seulement  qu'il  ue  présente  aucun  pomt  fixe.  C'est  ce  qu'il  est 
aisé  de  démontrer,  en  développant,  dans  la  formule  générale 
de  la  dynamique,  les  équations  relatives  au  mouvement  de  trans- 
lation, qui,  par  la  propriété  analytique  fondamentale  du  centre 
de  gravité,  se  trouvent  coïncider  avec  celles  qu'aurait  fourni  le 
mouvement  isolé  de  ce  centre  si  la  masse  totale  du  système  y 
eût  été  supposée  condensée,  et  qu'on  l'eût  conçue  animée  de 
toutes  les  forces  extérieures  du  système.  Le  principal  avantage 
de  ce  beau  théorème  est  de  pouvoir  ainsi,  en  ce  qui  concerne  le 
mouvement  du  centre  de  gravité,  fah*e  rentrer  le  cas  d'un  corps 
ou  d*un  système  quelconque  dans  celui  d'une  molécule  unique. 
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Comme  le  mouvement  de  translation  d'un  système  doit  être  es- 
timé par  le  mouvement  de  son  centre  de  gravité,  on  parvient 
donc  de  cette  manière  à  réduire  la  seconde  partie  de  la  dyna- 
mique à  la  première  pour  tout  ce  qui  se  rapporte  aux  mouve- 
ments de  translation,  d'où  résulte,  ainsi  qu'il  est  aisé  de  le  sen- 
tir, une  importante  simplification  dans  la  solution  de  tout  pro- 
blème dynamique  particulier,  puisqu'on  peut  alors  négliger, 
dans  cette  partie  de  la  recherche,  les  effets  de  l'action  mutuelle 
de  tous  les  corps  proposés,  dont  la  détermination  constitue  or- 
dinairement la  principale  difficulté  de  chaque  question. 

On  ne  se  fait  pas  communément  une  assez  juste  idée  de  l'en- 
tière généralité  théorique  des  grands  résultats  de  la  mécanique 
rationnelle,  qui  sont  nécessairement  applicables,  par  eux-mêmes, 
à  tous  les  ordres  de  phénomènes  naturels,  puisque  nous  avons 
reconnu  que  les  lois  fondamentales  sur  lesquelles  repose  tout 
rédifice  systématique  de  la  science  ne  soufl^rent  d'exception  dans 
aucune  classe  quelconque  de  phénomènes,  et  constituent  les  faits 
les  plus  généraux  de  l'univers  réel,  quoiqu'on  paraisse  ordinai- 
rement, dans  ce  genre  de  conceptions^  avoir  seulement  en  vue 
le  monde  inorganique.  Aussi  est-il  à  propos,  ce  me  semble,  de 
faire  remarquer  formellement  ici,  au  sujet  de  cette  première 
propriété  générale  du  mouvement,  que  le  théorème  a  égale- 
ment lieu  dans  les  corps  vivants  comme  dans  les  corps  inanimés. 
Quelle  que  puisse  être ,  en  effet ,  la  nature  des  phénomènes  qui 
caractérisent  les  corps  vivants,  ils  ne  sauraient  consister  tout  au 
plus  qu'en  certaines  actions  particulières  des  molécules  les  unes 
sur  les  autres,  qui  ne  s'observeraient  point  dans  les  corps  bruts, 
sans  qu'on  doive  douter  d'ailleurs  que  la  réaction  y  soit  tou- 
jours, aussi  bien  qu'en  tout  autre  cas,  égale  au  contraire  à  Tac- 
lion.  Ainsi ,  par  la  nature  même  du  théorème  que  nous  venons 
de  considérer,  il  doit  nécessairement  se  vérifier  aussi  bien  pour 
les  corps  vivants  que  pour  les  corps  bruts,  puisque  le  mouvement 
du  centre  de  gravité  est  indépendant  de  ces  actions  intérieures 


/i80  PHILOSOPHIE  POSITIVE. 

mutuelles.  Il  en  résulte,  par  exemple,  qu'un  corps  vivant^  quel  que 
soit  le  jeu  interne  de  ses  organes,  ne  saurait  de  lui-même  déplacer 
son  centre  de  gravité,  quoiqu'il  puisse  faire  exécuter  à  quelques- 
uns  de  ses  points  certains  mouvements  partiels  autour  de  ce  centre. 
Ne  véri(ie-t-on  pas  clairement,  en  effet,  que  la  locomotion  totale 
d'un  corps  vivant  serait  entièrement  impossible  sans  le  secours 
extérieur  que  lui  fournit  la  résistance  et  le  frottement  du  sol  sur 
lequel  il  se  meut,  ou  du  fluide  qui  le  contient  ?  On  peut  faire  des 
remarques  exactement  analogues,  relativement  à  toutes  les 
autres  propriétés  dynamiques  générales  qui  nous  restent  à  con- 
sidérer, et  pour  chacune  desquelles  je  me  dispenserai,  par  con- 
séquent, d'indiquer  spécialement  son  applicabilité  nécessaire 
aux  corps  vivants  aussi  bien  qu'aux  corps  inertes. 

Le  second  théorème  général  de  dynamique  consiste  dans  le 
célèbre  et  important  principe  des  aires ,  dont  la  première  idée 
est  due  à  Kepler,  qui  découvrit  et  démontra  fort  simplement 
cette  propriété  pour  le  cas  du  mouvement  d'une  molécule, 
unique,  ou  en  d'autres  termes,  d'un  corps  dont  tous  les  points 
se  meuvent  identiquement  Kepler  établit,  par  les  considérations 
les  plus  élémentaires,  que  si  la  force  accélératrice  totale  dont 
une  molécule  est  animée  tend  constamment  vers  un  point  fixe, 
le  rayon  vecteur  du  mobile  décrit  autour  de  ce  point  des  aires 
égales  en  temps  égaux ,  de  telle  sorte  que  l'aire  décrite  au  bout 
d'un  temps  quelconque  croit  proportionnellement  à  ce  temps. 
Il  fit  voir  en  outre  que,  réciproquement,  si  une  semblable  rela- 
tion a  été  vérifiée  dans  le  mouvement  d'un  corps  par  rapport  à 
un  certain  point ,  c'est  une  preuve  suffisante  de  l'action  sur  ce 
corps  d'une  force  dirigée  sans  cesse  vers  ce  point  Cette  belle 
propriété  se  déduit  d'ailleurs  très-aisément  des  équations  géné- 
rales du  mouvement  curvib'gne  d'une  molécule,  exposées  dans 
la  leçon  précédente,  en  plaçant  l'origine  des  coordonnées  au 
centre  des  forces,  et  considérant  l'expression  de  l'aire  décrite 
sur  l'un  quelconque  des  plans  coordonnés  par  la  projection 
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correspondante  du  rayon  vecteur  du  mobile.  Cette  découverte 
de  Kepler  est  d'autant  plus  remarquable  qu'elle  a  eu  lieu  avant 
que  la  dynamique  eût  été  réellement  créée  par  Galilée.  Nous 
aurons  occasion  de  remarquer,  dans  la  partie  astronomique  de 
ce  cours,  que  Kepler  ayant  reconnu  que  les  rayons  vecteurs  des 
planètes  décrivent  autour  du  soleil  des  aires  proportionnelles 
aux  temps,  ce  qui  constitue  la  première  de  ses  trois  grandes 
lois  astronomiques,  en  conclut  ainsi  que  les  planètes  sont  con- 
tinuellement animées  d'une  tendance  vers  le  soleil,  dont  il  était 
réservé  à  Newton  de  découvrir  la  loi. 

Mais,  quelle  que  soit  Fimportance  de  ce  premier  théorème 
des  aires,  qui  est  ainsi  une  des  bases  essentielles  de  la  méca- 
nique céleste,  on  ne  doit  plus' y  voir  aujourd'hui  que  le  cas  par- 
ticulier le  plus  simple  du  grand  théorème  général  des  aires,  dé- 
couvert presque  simultanément  et  sous  des  formes  différentes 
par  d'Arcy,  par  Daniel  Bemouilli  et  par  Euler,  vers  le  milieu  du 
siècle  dernier.  La  découverte  de  Kepler  n'était  relative  qu'au 
mouvement  d'un  point  :  celle  de  d'Arcy  se  rapporte  au  mouve- 
ment de  tout  système  quelconque  de  corps  agissant  les  uns  sur 
les  autres  d'une  manière  quelconque,  ce  qui  constitue  un  cas, 
non-seulement  plus  compliqué,  mais  même  essentiellement  dif- 
férent, à  cause  de  ces  actions  mutuelles.  Le  ttiéorème  consiste 
alors  en  ce  que,  par  suite  de  ces  influences  réciproques.  Taire 
que  décrira  séparément  le  rayon  vecteur  de  chaque  molécule 
du  système  à  chaque  instant  autour  d'un  point  quelconque 
pourra  bien  être  altérée ,  mais  que  la  somme  algébrique  des 
aires  ainsi  décrites  par  les  projections  sur  un  plan  quelconque 
des  rayons  vecteurs  de  toutes  les  molécules,  en  donnant  à  cha- 
cune de  ces  aires  le  signe  convenable  d'après  la  règle  ordinaire, 
ne  soufTrhra  aucun  changement ,  en  sorte  que,  s'il  n'y  a  pas 
d'autres  forces  accélératrices  dans  le  système  que  ces  actions  mu- 
tuelles, cette  somme  des  aires  décrites  demeurera  invariable  en 
un  temps  donné,  et  croîtra  par  conséquent  proportionnellement 
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au  temps.  Quand  le  système  ne  présente  aucan  point  ûxe,  cette 
propriété  remarquable  a  lieu  relativement  à  un  point  quel- 
conque de  l'espace;  tandis  qu'elle  se  vérifie  seulement  en  pre- 
nant le  point  fixe  pour  centre  des  aires  ^  si  le  système  en  offre 
un.  Enfin  ^lorsque  les  corps  du  système  sont  animés  de  forces 
accélératrices  extérieures^  si  ces  forces  tendent  constamment 
vers  un  même  point,  le  théorème  des  aires  subsiste  encore,  mais 
uniquement  à  Tégard  de  ce  point  Cette  dernière  partie  de  la 
proposition  générale  fournit  évidemment  comme  cas  particulier, 
le  théorème  de  Kepler,  en  supposant  que  le  système  se  réduise 
à  une  seule  molécule. 

Dans  l'application  de  ce  théorème,  on  remplace  ordinairement 
la  somme  des  aires  correspondantes  à  toutes  les  molécules  do 
système  par  la  somme  équivalente  des  produits  de  la  masse  de 
chaque  corps  par  l'aire  qui  s'y  rapporte,  ce  qui  dispense  de  par- 
tager le  système  en  molécules  de  même  masse. 

Telle  est  la  forme  soas  laquelle  le  théorème  général  des  aires 
a  été  découvert  par  d'Ârcy;  c'est  celle  qu'on  emploie  habituel- 
lement. Gomme  l'aire  décrite  par  le  rayon  vecteur  de  chaque 
corps  dans  un  instant  infiniment  petit,  est  évidemment  propor- 
tionnelle au  produit  de  la  vitesse  de  ce  corps  par  sa  distance  an 
point  fixe  que  l'on  considère,  on  peut  substituer  à  la  somme  des 
aires  la  somme  des  moments  par  rapport  à  ce  point  de  toutes  les 
forces  du  système  projetées  sur  un  même  plan  quelconque.  Sons 
ce  point  de  vue,  le  théorème  des  aires  présente,  suivant  la  re- 
marque de  Laplace,  une  propriété  générale  du  mouvement  ana- 
logue à  une  de  celles  de  l'équilibre,  puisqu'il  consiste  alors  en 
ce  que  cette  somme  des  moments,  nulle  dans  le  cas  de  l'équi- 
libre, est  constante  dans  le  cas  du  mouvement.  C'est  ainsi  qae 
ce  théorème  a  été  trouvé  par  Euler  et  par  Daniel  Bemouilli. 

Quelle  que  soit  l'interprétation  concrète  qu'on  juge  conve- 
nable de  lui  donner,  il  est  une  simple  conséquence  analytique 
directe  de  la  formule  générale  de  la  dynamique.  Il  suffit ,  pour 
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l'en  déduire^  de  développer  cette  formule  en  formant  les  équa- 
tions qui  se  rapportent  au  mouvement  de  rotation^  et  dans  les- 
quelles on  apercevra  immédiatement  l'expression  analytique  du 
théorème  des  aires  ou  des  moments,  en  ayant  égard  aux  condi- 
tiODS  ci-dessus  indiquées.  Sous  le  rapport  analytique ,  on  peut 
dire  que  l'utilité  de  ce  théorème  consiste  essentiellement  à  four- 
nir dans  tous  les  cas  trois  intégrales  premières  des  équations 
générales  du  mouvement  qui  sont  par  elles-mêmes  du  second 
ordre ,  ce  qui  tend  à  faciliter  singulièrement  la  solution  défi- 
nitive de  chaque  problème  dynamique  particulier. 

Le  théorème  des  aires  suffit  pour  déterminer,  dans  le  mouve- 
ment général  d'un  système  quelconque ,  tout  ce  qui  se  rapporte 
aux  mouvements  de  rotation,  comme  le  théorème  du  centre  de 
gravité  détermine  tout  ce  qui  est  relatif  aux  mouvements  de 
translation.  Ainsi,  par  la  seule  combinaison  de  ces  deux  pro- 
priétés générales ,  on  pourrait  procéder  à  l'étude  complète  du 
mouvement  d'un  système  quelconque  de  corps,  soit  quant  à  la 
translation,  soit  quant  à  la  rotation. 

Je  ne  dois  pas  négliger  de  signaler  sommahrement  ici,  au  siyet 
du  théorème  des  aires,  la  clarté  inespérée  et  la  simplicité  admi- 
rable que  M.  Poinsot  y  a  introduites  en  y  appliquant  sa  concep- 
tion fondamentale  relative  aux  mouvements  de  rotation,  que 
nous  avons  considérée  sous  le  point  de  vue  statique  dans  la  sei- 
zième leçon.  £n  substituant  aux  aires,  ou  aux  moments  consi- 
dérés jusqu'alors  par  les  géomètres,  les  couples  qu'engendrent 
les  forces  proposées,  M.  Poinsot  a  fait  éprouver  à  cette  théorie 
un  perfectionnement  philosophique  très-important»  qui  ne  me 
parait  pas  encore  avoir  été  suffisamment  senti  II  a  donné  ainsi 
une  valeur  concrète,  un  sens  dynamique  propre  et  direct,  S  ce 
qui  n'était  auparavant  qu'un  simple  énoncé  géométrique  d'une 
partie  des  équations  fondamentales  du  mouvement.  Une  aussi 
heureuse  transformation  générale  est  destinée,  sans  doute,  à 
accroître  nécessairement  les  ressources  de  Tesprit  humain  pour 
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réiaboratioQ  des  idées  dynamiques ,  eu  tout  ce  qui  concerue  la 
théorie  des  mouvements  de  rotation.  On  peut  voir  dans  le  beau 
mémoire  de  M.  Poinsot  sur  les  propriétés  des  moments  et  des 
aires^  qui  se  trouve  annexé  à  sa  Statique,  avec  queUe  facilité  il 
est  parvenu,  d'après  cette  lumineuse  conception^  non-seulement 
à  rendre  élémentaire  une  théorie  jusqu'alors  fondée  sur  la  plus 
haute  analyse  5  mais  à  découvrir  à  cet  égard  de  nouvelles  pro- 
priétés générales  très-remarquables  ^  que  nous  ne  devons  point 
considérer  ici^  et  qu'il  eût  été  difficile  d'obtenir  par  les  méthodes 
antérieures. 

Le  théorème  des  aires  a  été ,  pour  l'illustre  Laplace ,  l'orighie 
de  la  découverte  d'une  autre  propriété  dynamique  très-remar- 
quable^ celle  de  ce  qu'il  a  nommé  le  plan  invariable,  dont  la 
considération  est  surtout  si  importante  dans  la  mécanique  cé- 
leste. La  somme  des  aires  projetées  par  tous  les  corps  du  système 
sur  un  plan  quelconque  étant  constante  en  un  temps  donnée  La- 
place a  cherché  la  direction  du  plan  à  Tégard  duquel  cette 
somme  se  trouvait  être  la  plus  grande  possible.  Or,  d'après  la 
manière  dont  ce  plan  de  la  plus  grande  ahre  ou  du  plus  grand 
moment  est  déterminé  ^  Laplace  a  démontré  que  sa  direction  est 
nécessairement  indépendante  de  la  réaction  mutuelle  des  diffé- 
rentes parties  du  système ^  en  sorte  que,  par  sa  nature ,  ce  plan 
doit  rester  continuellement  invariable  ^  quelles  que  puissent  ja- 
mais être  les  altérations  introduites  dans  la  situation  de  ces 
corps  par  leurs  influences  réciproques ,  pourvu  qu'il  ne  sur» 
vienne  aucune  nouvelle  force  extérieure.  On  conçoit  aisément 
de  quelle  importance  doit  être ,  comme  nous  l'expliquerons 
spécialement  dans  la  seconde  partie  de  ce  cours  ^  la  détermina- 
tion d'un  tel  plan  relativement  à  notre  système  solaire ,  puisque, 
en  y  rapportant  tous  nos  mouvements  célestes^  il  nous  procure 
l'inappréciable  avantage  d'avoir  un  terme  de  comparaison  né- 
cessairement fixe^  à  travers  tous  les  dérangements  que  l'actioD 
mutuelle  de  nos  planètes  pourra  faire  subir  dans  la  suite  des 
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temps  à  leurs  distances  y  à  leurs  révolutions  et  même  aux  plans 
de  leurs  orbites ,  ce  qui  est  une  première  condition  évidemment 
indispensable  pour  que  nous  puissions  exactement  connaître  en 
quoi  consistent  ces  altérations.  Malheureusement  nous  aurons 
occasion  de  remarquer  que  Fincertitude  où  nous  sommes  jus- 
qu'ici relativement  à  la  valeur  exacte  de  plusieurs  données  es- 
sentielles, ne  nous  permet  pas  encore  de  déterminer  avec  toute 
la  précision  sufQsante  la  situation  de  ce  plaa  Mais  cette  diflQculté 
d'application  n'affecte  en  aucune  manière  le  caractère  de  ce 
beau  théorème  y  considéré  sous  le  point  de  vue  de  la  mécanique 
rationnelle ,  le  seul  que  nous  devions  adopter  ici. 

La  théorie  du  plan  invariable  a  été  notablement  perfection- 
née dans  ces  derniers  temps  par  M.  Polnsot,  qui  a  dû  naturelle- 
ment y  transporter  sa  conception  propre  relativement  à  la  théo- 
rie générale  des  aires  ou  des  moments.  Il  a  d'abord  considéra- 
blement simplifié  la  notion  fondamentale  de  ce  plan,  de  façon  à 
la  rendre  aussi  élémentaire  qu'il  est  possible ,  en  montrant  qu'un 
tel  plan  n'est  réellement  autre  chose  que  le  plan  du  couple  gé- 
néral résultant  de  tous  les  couples  engendrés  par  les  différentes 
forces  du  système,  ce  qui  le  définit  immédiatement  par  une  pro- 
priété dynamique  très-sensible ,  au  lieu  de  la  seule  propriété 
géométrique  du  maximum  des  aires.  Quand  une  conception 
quelconque  a  été  vraiment  simplifiée  dans  sa  nature,  l'élabora- 
tion en  étant  par  cela  même  facilitée ,  elle  ne  saurait  manquer 
^e  prendre  plus  d'extension  et  de  conduire  à  des  résultats  nou- 
veaux :  telle  est,  en  efifet ,  la  marche  ordinaire  de  l'esprit  hu- 
main dans  les  sciences,  que  les  théories  les  plus  fécondes  en 
découvertes  n'ont  été  le  plus  souvent ,  à  leur  origine ,  qu'un 
moyen  de  rendre  plus  simple  la  solution  de  questions  déjà  trai- 
tées. Le  travail  que  nous  considérons  ici  en  a  ofifert  une  nouvelle 
preuve.  Car  la  théorie  de  M.  Poinsot  a  permis  d'introduire  un 
plus  haut  degré  de  précision  dans  la  détermination  du  plan  in- 
variable propre  à  notre  système  solaire ,  en  signalant  et  recti- 
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fiant  une  importante  lacune  que  Laplace  y  avait  laissée.  Ce  grand 
géomètre^  en  calculant  la  situation  du  plan  du  maximum  des 
aires  5  avait  cru  ne  devoir  prendre  en  considération  que  les 
aires  principales  ^  produites  par  la  circulation  des  planètes  au- 
tour du  soleil  5  sans  tenir  aucun  compte  de  celles  dues  aux  mou- 
vements des  satellites  autour  des  planètes ,  ou  à  la  rotation  de 
tous  ces  astres  et  du  soleil  lui-même.  M.  Poinsot  vient  de  prou- 
ver la  nécessité  d'avoir  égard  à  ces  divers  éléments ,  sans  quoi 
le  plan  ainsi  déterminé  ne  pourrait  point  être  regardé  conune 
rigoureusement  invariable  ;  et  en  cherchant  la  direction  du  véri- 
table plan  invariable  aussi  exactement  que  le  comporte  l'imper- 
fection actuelle  de  la  plupart  des  données  ^  il  a  fait  voir  que  ce 
plan  diffère  sensiblement  de  celui  trouvé  par  Laplace;  ce  qu*il 
est  facile  de  concevoir  par  la  seule  considération  de  Faire  im- 
mense que  doit  introduire  dans  le  calcul  la  masse  énorme  do 
soleil  5  quoique  sa  rotation  soit  très-lente. 

Pour  compléter  Tindication  des  propriétés  dynamiques  les 
plus  importantes  relatives  au  mouvement  de  rotation,  il  convient 
maintenant  de  signaler  ici  les  beaux  théorèmes  découverts  par 
Euler  sur  ce  qu'il  a  nommé  les  moments  itinertie  et  les  axes 
principaux,  qu'on  doit  mettre  au  nombre  des  résultats  généraux 
les  plus  importants  de  la  mécanique  rattbnnelle.  Euler  a  donné 
le  nom  de  moment  d'inertie  d'un  corps  à  l'intégrale  qui  exprime 
la  somme  des  produits  de  la  masse  de  chaque  molécule  par  le 
carré  de  sa  distance  à  l'axe  autour  duquel  le  corps  tourne,  in- 
tégrale dont  la  considération  doit  évidemment  être  très>essen- 
tielle  5  puisqu'elle  peut  être  naturellement  regardée  comme  la 
mesure  exacte  de  l'énergie  de  rotation  du  corps.  Quand  la 
masse  proposée  est  homogène ,  ce  moment  d'inertie  se  déter- 
mine comme  les  autres  intégrales  analogues  relatives  à  la  forme 
d'un  corps;  lorsque^  au  contraire^  cette  masse  est  hétérogène, 
il  faut  de  plus  connaître  la  loi  de  la  densité  dans  les  diverses 
couches  qui  la  composent,  et,  à  cela  près,  Tintégration  n'est 


MATHÉMATIQUE.  /|87 

alors  seulement  que  plus  compliquée.  Cette  notion  étant  éta- 
blie ^  Euler^  comparant^  en  général ,  les  moments  d'inertie  d'un 
même  corps  quelconque  par  rapport  à  tous  les  axes  de  rotation 
imaginables  passant  en  un  point  donné ,  détermina  les  axes  re- 
lativement auxquels  le  moment  d'inertie  doit  être  un  maximum 
ou  un  minimum  j  en  considérant  surtout  ceux  qui  se  coupent  au 
centre  de  gravité^  et  qui  se  distinguent  en  ce  qu'ils  produisent 
nécessairement  des  moments  moindres  que  si  y  avec  la  même 
direction ,  ils  étaient  placés  partout  ailleurs.  Il  découvrit  ainsi 
qu'il  existe  constamment^  en  un  point  quelconque  d'un  corps , 
et  particulièrement  au  centre  de  gravité ,  trois  axes  rectangu- 
laires ^  tels  que  le  moment  d'inertie  du  corps  est  un  maximum  à 
l'égard  de  l'un  d'entre  eux,  et  un  minimum  à  l'égard  d'un 
autre.  Ces  axes  sont  d'ailleurs  caractérisés  par  une  autre  pro- 
priété commune  qui  leur  sert  habituellement  aujourd'hui  de  dé- 
finition analytique  5  et  qui  constitue  ^  en  effet ,  pour  l'analyse ,  le 
principal  avantage  que  l'on  trouve  à  rapporter  le  mouvement 
du  corps  à  ces  trois  axes.  Cette  propriété  consiste  en  ce  que  y 
lorsque  ces  trois  axes  sont  pris  pour  ceux  des  coordonnées 
Xy  y 9  Zy  les  intégrales  fxzdm,  fxydm,  fyzdm  (m  exprimant  la 
masse  du  corps)^  sont  nulles  relativement  au  corps  tout  entier^ 
ce  qui  simplifie  notablement  les  équations  générales  du  mouve- 
ment de  rotation.  Mais  le  principal  théorème  dynamique  dé- 
couvert par  Euler  à  l'égard  de  ces  axes^  et  d'après  lequel  il  les 
ajustement  appelés  axes  principaux  de  rotation  ^  consiste  dans 
la  stabilité  des  rotations  qui  leur  correspondent;  c'est-à-dire, 
que  si  le  corps  a  commencé  à  tourner  autour  d'un  de  ces  axes , 
cette  rotation  persistera  indéfiniment  de  la  même  manière^  ce 
qui  n'aurait  pas  lieu  pour  tout  autre  axe  quelconque,  la  rotation 
instantanée  s'exécutant  en  général  autour  d'un  axe  continuelle- 
ment variable.  Ce  système  des  axes  principaux  est  généralement 
unique  dans  chaque  corps  :  cependant^  si  tous  les  moments  d'i- 
nertie étaient  constamment  égaux  entre  eux^  la  direction  de  ces 
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axes  déviendrait  totalement  indéterminée ,  pourvu  ^'on  les 
choisit  toujours  perpendiculaires  entre  eux,  ce  qui  a  lieu,  par 
exemple,  dans  une  sphère  homogène,  où  l'on  peut  regarder 
comme  des  axes  permanents  de  rotation  tous  les  systèmes  d*axe$ 
rectangulaires  passant  par  le  centre.  Il  y  aurait  encore  un  cer- 
tain degré  d'indétermination  si  le  corps  était  un  solide  de  ré?o- 
lution ,  l'axe  géométrique  étant  alors  un  des  axes  dynamiques 
principaux;  mais  les  deux  autres  pouvant  évidemment  être  pris 
à  volonté  dans  un  plan  perpendiculaire  au  premier.  La  déter* 
mination  des  axes  principaux  présente  souvent  de  grandes  diffi- 
cultés en  considérant  des  corps  de  figure  et  de  constitution 
quelconques  ;  mais  elle  s'effectue  avec  une  extrême  facilité  dans 
les  cas  peu  compliqués ,  que  la  mécanique  céleste  nous  présente 
heureusement  comme  lés  plus  communs.  Par  exemple  dans  un 
ellipsoïde  homogène ,  ou  même  seulement  composé  de  couches 
semblables  et  concentriques  d'inégale  densité ,  mais  dont  cha- 
cune est  homogène ,  les  trois  diamètres  conjugués  rectangu- 
laires sont  eux-mêmes  les  axes  dynamiques  principaux  :  le  mo- 
ment d'inertie  du  corps  est  un  maximum  relalivement  du  plus 
petit  de  ces  diamètres,  et  un  minimum  à  l'égard  du  plus  grand. 
Quand  les  axes  principaux  d'un  corps  ou  d'un  système  sont  dé- 
terminés ainsi  que  les  moments  d'inertie  correspondants,  si  le 
système  ne  tourne  pas  autour  de  l'un  de  ces  axes,  Euler  a  éta- 
bli des  formules  générales  très -simples,  qui  font  connaître  cons- 
tamment les  angles  que  doit  faire  avec  eux  la  droite  autour  de 
laquelle  s'exécute  spontanément  la  rotation  instantanée ,  et  la 
valeur  du  moment  d'inertie  qui  s'y  rapporte,  ce  qui  suffit  pour 
l'analyse  complète  du  mouvement  de  rotation. 

Tels  sont  les  théorèmes  généraux  de  dynamique  qui  se  rap- 
portent directement  à  l'entière  détermination  du  mouvement 
d'un  corps  ou  d'un  système  quelconque ,  soit  quant  à  la  transla- 
tion ,  soit  quant  à  la  rotation.  Mais  outre  ces  propriétés  fonda- 
mentales, les  géomètres  en  ont  encore  découvert  plusieurs  au- 
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très  très-générales ,  qui ,  sans  être  aussi  strictement  indispensa- 
bles y  méritent  singulièrement  d'être  signalés  dans  un  examen 
philosophique  de  la  mécanique  rationnelle ,  à.  cause  de  leur 
extrême  importance  pour  la  simplification  des  recherches  spé- 
ciales. 

La  première  et  la  plus  remarquable  d'entre  elles ,  celle  qui 
présente  les  plus  précieux  avantages  pour  les  applications,  con- 
siste dans  le  célèbre  théorème  de  la  conservation  des  forces  vives, 
La  découverte  primitive  en  est  due  à  Huyghens,  qui  fonda  sur 
cette  considération  sa  solution  du  problème  du  centre  d'oscil- 
lation. La  notion  en  fut  ensuite  généralisée  par  Jean  Bemouilli, 
car  Huyghens  ne  l'avait  établi  que  relativement  au  mouvement 
des  corps  pesants.  Mais  Jean  Bemouilli ,  accordant  une  impor- 
tance exagérée  et  vicieuse  à  la  fameuse  distinction  introduite 
parLeîbnitz  entre  les  forces  mortes  et  les  forces  vives  y  ienid. 
vainement  d'ériger  ce  théorème  en  une  loi  primitive  de  la  na- 
ture, tandis  qu'il  ne  saurait  être  qu'une  conséquence  plus  ou 
moins  générale  des  théories  dynamiques  fondamentales.  Les  tra- 
vaux les  plus  importants  dont  cette  propriété  du  mouvement  ait 
été  le  sujet  sont  certainement  ceux  de  Tillustre  Daniel  Ber- 
nouilli,  qui  donna  au  théorème  des  forces  vives  sa  plus  grande 
extension,  ainsi  que  la  forme  systématique  sous  laquelle  nous  le 
concevons  aujourd'hui,  et  qui  en  fit  surtout  un  si  heureux  usage 
pour  l'étude  du  mouvement  des  fluides. 

On  sait  que,  depuis  Leîbnitz,  les  géomètres  appellent  force 
vive  d'un  corps  le  produit  de  sa  masse  par  le  carré  de  sa  vitesse, 
en  faisant  d'ailleurs  complètement  abstraction  des  considéra- 
tions trop  vagues  qui  avaient  conduit  Leîbnitz  à  former  une  telle 
expression.  Le  théorème  général  que  nous  envisageons  ici  con- 
siste en  ce  que  quelques  altérations  qui  puissent  survenir  dans  le 
mouvement  de  chacun  des  corps  d'un  système  quelconque  en 
vertu  de  leur  action  réciproque,  la  somme  des  forces  vives  de 
tous  ces  corps  reste  constamment  la  même  en  un  temps  donné. 
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C'est  ce  qu'on  démontre  aujourd'hui  avec  la  plus  grande  facilité 
d'après  les  équations  fondamentales  du  mouvement  d'un  système 
quelconque,  et  surtout ,  comme  l'a  fait  Lagrange,  en  partant 
de  la  formule  générale  de  la  dynamique  exposée  dans  la  leçon 
précédente.  Sous  le  point  de  vue  analytique ,  l'extrême  utilité 
de  ce  beau  tliéorème  consiste  essentiellement  en  ce  qu'il  four- 
nit toujours  d'avance  une  première  équation  finie  entre  les 
masses  et  les  vitesses  des  différents  corps  du  système.  Cette  re- 
lation ^  qui  peut  être  envisagée  comme  une  des  intégrales  défi- 
nitives des  équations  différentielles  du  mouvement ,  suffit  à  l'en- 
tière solution  du  problème,  toutes  les  fois  qu'il  est  réductible  à 
la  détermination  du  mouvement  d'un  seul  des  corps  que  l'on 
considère  ^  détermination  qui  s'effectue  alors  avec  une  grande 
facUité. 

Mais  pour  se  faire  une  juste  idée  de  cette  importante  pro- 
priété, il  est  indispensable  de  remarquer  qu'elle  est  assiqetdeà 
une  limitation  considérable,  qui  ne  permet  point,  sous  le  rap- 
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port  de  la  généralité ,  de  la  placer  sur  la  même  ligne  que  les 
théorèmes  précédemment  examinés.  Cette  limitation,  décou- 
verte à  la  fin  du  dernier  siècle  par  Carnot,  consiste  en  ce  que  la 
somme  des  forces  vives  subit  constamment  une  diminution  dans 
le  choc  des  corps  qui  ne  sont  pas  parfaitement  élastiques,  et  gé- 
néralement toutes  les  fois  que  le  système  éprouve  un  change* 
ment  brusque  quelconque.  Carnot  a  démontré  qu'alors  il  y  a 
une  perte  de  forces  vives  égale  à  la  somme  des  forces  vives  dues 
aux  vitesses  perdues  par  ce  changement  Ainsi  le  théorème  de  la 
conservation  des  forces  vives  n'a  lieu  qu'autant  que  le  mouve- 
ment du  système  varie  seulement  par  degrés  insensibles,  on 
qu'il  ne  survient  de  choc  qu'entre  des  corps  doués  d'une  élasti- 
cité parfaite.  Cette  importante  considération  complète  la  no- 
tion générale  qu'on  doit  se  former  d'une  propriété  aussi  remar- 
quable. 
De  tous  les  grands  théorèmes  de  mécanique  rationnelle  > 
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celai  que  nous  venons  d'envisager  est  sans  contredit  le  plus  im- 
portant pour  les  applications  à  la  mécanique  iodustrielle  ;  c'est- 
à-dire  en  ce  qui  conceiiie  la  tliéorie  du  mouvement  des  ma- 
chines,  en  tant  qu'elle  est  susceptible  d'être  établie  d'une 
manière  exacte  et  précise.  Le  théorème  des  forces  vives  a  com- 
mencé à  fournir  jusqu'ici^  sous  ce  point  de  vue^  des  indications 
générales  très-précieuses,  qui  ont  été  surtout  présentées  avec 
une  netteté  et  une  concision  parfaites  dans  le  travail  de  Gamot, 
auquel  on  n'a  ajouté  depuis  rien  de  vraiment  essentiel.  Ce  théo- 
rème présente  directement,  en  effet,  la  considération  dyna- 
mique d'une  machine  quelconque  sous  son  véritable  aspect,  en 
montrant  que,  dans  toute  transmission  et  modification  du  mou- 
vement  effectuée  par  une  machine,  il  7  a  simplement  échange 
de  force  vive  entre  la  masse  du  moteur  et  celle  du  corps  à  mou- 
voir. Cet  échange  serait  complet,  c'est-à-dire  toute  la  force  vive 
du  moteur  serait  utilisée  en  évitant  les  changements  brusques, 
si  les  frottements,  la  résistance  des  milieux^  etc.,  n'en  absor- 
baient nécessairement  une  portion  plus  ou  moins  considérable 
suivant  que  la  machine  est  plus  ou  moins  compliquée.  Cette  no- 
tion met  dans  tout  son  jour  l'absurdité  de  ce  qu'on  a  appelé  le 
mouvement  perpétuel,  en  indiquant  même  d'une  manière  géné- 
rale à  quel  instant  la  machine  abandonnée  à  sa  seule  impulsion 
primitive  doit  s'arrêter  spontanément  ;  mais  cette  absurdité  est 
d*ailleurs  de  sa  nature  tellement  sensible,  qu'Huyghens  avait,  au 
contraire ,  fondé  en  partie  sa  démonstration  du  théorème  des 
forces  vives  sur  l'évidence  manifeste  d'une  telle  impossibilité. 
Quoi  qu'il  en  soit,  ce  théorème  donne  une  idée  nette  de  la  véri- 
table perfection  dynamique  d'une  machine,  en  la  réduisant  à 
utiliser  la  plus  grande  fraction  possible  de  la  force  vive  du  mo- 
teur^ ce  qui  ne  peut  avoir  lieu  généralement  qu'en  s'efforçant 
de  simplifier  le  mécanisme  autant  que  le  comporte  la  nature  du 
moteur.  On  conçoit  en  effet  que  si  l'on  mesure,  comme  il 
semble  naturel  de  le  faire ,  l'effet  dynamique  utile  d'un  moteur 
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en  un  temps  donné  par  le  produit  du  poids  qu'il  peut  élever  et 
de  la  hauteur  à  laquelle  il  le  transporte ,  cet  effet  équivaut  im- 
médiatement,  d'après  les  lois  du  mouvement  vertical  des  corps 
pesants^  à  une  force  vive,  et  non  à  une  quantité  de  mouvement 
Sous  ce  point  de  vue,  la  fameuse  discussion  soulevée  par  Leîb- 
nitz  au  sujet  des  forces  vives ,  et  à  laquelle  prirent  part  tous  les 
grands  géomètres  de  cette  époque ,  ne  doit  point  être  regardée 
comme  aussi  dépourvue  de  réalité  que  d'Alembert  a  paru  le 
croire.  On  s'était  sans  doute  mépris  en  pensant  que  la  méca- 
nique rationnelle  était  intéressée  dans  cette  contestation,  qui  ne 
saurait  en  effet,  selon  la  remarque  de  d'Alembert,  exercer  sur 
elle  la  moindre  influence  réelle.  Le  point  de  vue  théorique  et  le 
point  de  vue  pratique  n'avaient  pas  été  assez  soigneusement  sé- 
parés par  les  géomètres  qui  suivirent  cette  discussion.  Mais^sous 
le  seul  point  de  vue  de  la  mécanique  industrielle ,  elle  n'en  avait 
pas  moins  une  véritable  importance.  Elle  pourrait  même  être 
utilement  reprise  aujourd'hui ,  car  les  objections  qui  ont  été 
faites  contre  la  mesure  vulgaire  de  la  valeur  dynamique  des  mo- 
teurs méritent  d'être  prises  en  sérieuse  considération ,  vu  qu'il 
semble  en  effet  peu  rationnel  de  prendre  pour  unité  un  mouve- 
ment qui  n'est  point  uniforme. 

Mais,  quelque  décision  qu'on  fmisse  par  adopter  sur  cette 
contestation  non-terminée ,  l'application  du  théorème  des  forces 
vives  n'en  conservera  pas  moins  toute  son  importance  poar 
montrer  sous  son  vrai  jour  la  destination  réelle  des  machines, 
en  prouvant  que  nécessairement  elles  font  perdre  en  vitesse  ou 
en  temps  ce  qu'elles  font  gagner  en  force  ou  réciproquement, 
de  telle  sorte  que  leur  utilité  consiste  essentiellement  à  échan- 
ger les  uns  dans  les  autres  les  divers  facteurs  de  l'effet  à  pro- 
duire, sans  pouvoir  jamais  l'augmenter  par  elles-mêmes  dans 
sa  totalité ,  et  en  lui  faisant  constamment  subir  au  contraire  une 
inévitable  diminution ,  ordinairement  très-notable.  Il  est  dou- 
teux ,  du  reste ,  que  l'application  de  ce  théorème  puisse  à  an- 


MATHÉAlÀTlQUE.  493 

cune  époque  être  poussée  beaucoup  plus  loin  que  les  indications 
générales  de  ce  genre,  car  le  véritable  calcul  à  priori  de  FeAfet 
précis  d'une  machine  quelconque  donnée  présente,  comme  pro- 
blème de  dynamique,  une  trop  grande  complication,  et  exige 
la  connaissance  exacte  d'un  trop  grand  nombre  de  relations 
encore  complètement  inconnues,  pour  pouvoir  être  efficace- 
ment tenté  dans  la  plupart  des  cas  ^ 

^  La  véritable  théorie  propre  de  la  mécanique  industrielle^  qui  n*est  nulle- 
ment,  ainsi  qu'on  le  croit  souvent,  une  simple  dérivation  de  la  phoronamie  ou 
mécanique  rationnelle,  et  qui  se  rapporte  à  un  ordre  d'idées  complètement  dis- 
tinct, n'a  point  encore  été  conçue.  Il  en  est,  à  cet  égard,  comme  de  toute  autre 
science  d'application  dont  l'esprit  humain  ne  possède  jusqu'ici  que  quelques 
éléments  insuffisants,  selon  la  remarque  indiquée  dans  notre  seconde  leçon.  La 
mécanique  industrielle,  abstraction  faite  de  la  formation  des  moteurs,  qui  dé- 
pend de  l'ensemble  de  nos  connaissances  sur  la  nature ,  se  compose  de  deux 
classes  de  recherches  très-différentes,  les  unes  dynamiques,  les  autres  géomé- 
triques. Les  premières  ont  pour  objet  la  détermination  des  appareils  les  plus 
convenables ,  afin  d'utiliser  autant  que  possible  les  forces  motrices  données  ; 
c'esl-à-dire  d'obtenir  entre  la  force  vive  du  corps  à  mouvoir  et  celle  du  moteur 
le  rapport  le  plus  rapproché  de  l'unité,  en  ayant  égard  aui  modifications  exigées 
dans  la  vitesse  par  la  destination  connue  de  la  machine.  Quant  aux  autres,  on 
s'y  propose  de  changer  à  volonté,  à  l'aide  d'un  mécanisme  convenable,  les  lignes 
décrites  par  les  points  d'application  des  forces.  En  un  mot,  le  mouvement  est 
modifié,  dans  les  unes,  quanta  son  intensité  ;  dans  les  autres,  quant  à  sa  direc- 
tion. Les  premières  se  rapportent  à  une  doctrine  eutièrement  neuve ,  au  sujet 
de  laquelle  il  n'a  encore  été  produit  aucune  conception  directe  et  vraiment  ra- 
tionnelle. Il  eu  est  à  peu  près  de  même  pour  les  autres,  qui  dépendent  de  celte 
géométrie  de  situation  entrevue  par  Leïbuitz,  mais  qui  n'a  fait  jusqu'ici  pres- 
qu'aucun  progrès.  Je  ne  connais,  à  cet  égard,  d'autre  travail  réel  qu'une  ingé- 
nieuse considération  élémentaire  présentée  par  Monge,  et  qui,  quoique  simple- 
ment empirique,  mérite  d'être  notée  ici,  ne  fut-ce  que  pour  indiquer  la  véritable 
nature  de  cet  ordre  d'idées. 

Monge  ebt  parti  de  celte  observation,  très- plausible  en  effet,  que,  dans  la  réa- 
lité, les  mouvements  exécutés  par  les  machines  sont  ou  rectil ignés  ou  circulaires, 
chacun  pouvant  être  d'ailleurs  ou  continu  ou  alternatif.  Il  a,  dèslois,  envisagé 
toute  machine  comme  destinée,  sous  le  rapport  géométrique,  à  transformer  ces 
divers  mouvements  élémentaires  les  uns  dans  les  autres.  Cela  posé,  en  épuisant 
toutes  les  combinaisons  diverses  qu'une  telle  transformation  peut  offrir,  il  en  a. 
Yu  résulter  nécessairement  dix  séries  d'appareils  dans  lesquelles  peuvent  être 
rangées  toutes  les  machines  connues,  ainsi  que  celles  qu'on  imaginera  plus  tard. 
Les  tableaux  résultant  de  celte  classification  peuvent  donc  être  envisagés  comme 
présentant  au  mécanicien  les  mo.  cns  empiriques  de  résoudre,  dans  chaque  cas. 
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Le  mouvement  d'un  système  quelconque  présente  une  autre 
propriété  générale  très-remarquable ,  quoique  moins  impor- 
tante ^  soit  sous  le  rapport  analytique,  soit  surtout  sous  le  rap- 
port physique  5  que  celle  qui  vient  d'être  examinée:  c'est  la 
propriété  exprimée  par  le  célèbre  théorème  général  de  dyna- 
mique auquel  Maupertuis  a  donné  la  dénomination  si  vicieuse 
de  principe  de  la  moindre  action, 

La  filiation  des  idées  au  sujet  de  cette  découverte  remonte  à 
une  époque  très-éloîgnée,  car  les  géomètres  de  l'antiquité 
avaient  déjà  fait  quelques  remarques  qu'on  peut  concevoir  au- 
jourd'hui comme  équivalentes  à  la  vérification  de  ce  théorème 
dans  le  cas  particulier  le  plus  simple.  Ptolémée ,  en  effets  ob- 
serve expressément,  quant  à  la  loi  de  la  réflexion  de  la  lumière, 
que  par  la  nature  de  celte  loi,  la  lumière  en  se  réfléchissant  se 
trouve  suivre  le  plus  court  chemin  possible  pour  parvenir  d'an 
pointa  un  autre.  Lorsque  Descartes  et  Snellius  eurent  découvert 
la  loi  réelle  de  la  réfraction ,  Fermât  rechercha  si  on  ne  pour- 
rait point  y  arriver  à  priori  d'après  quelque  considération  ana- 
logue à  la  remarque  de  Ptolémée.  Le  minimumue  pouvant  alors 
avoir  lieu  relativement  à  la  longueur  du  chemin  parcouru,  puis- 
que la  route  rectilîgne  eût  été  possible  dans  ce  cas.  Fermât 
présuma  qu'il  existerait  à  l'égard  du  temps.  Il  se  proposa  donc, 
en  regardant  la  route  de  la  lumière  comme  composée  de  deux 
droites  différentes,  séparées,  sous  un  angle  inconnu,  à  la  sur- 
face du  corps  réfringent,  quelle  devait  être  cette  direction  rela- 
tive pour  que  le  temps  employé  par  la  lumière  dans  son  trajet 
fût  le  moindre  possible,  et  il  eut  le  bonheur  de  trouver  d'après 
cette  seule  considération  une  loi  de  la  réfraction  exactement 
conforme  à  celle  directement  déduite  des  observations  par  Snel- 
lius et  par  Descartes.  Celte  belle  solution  est  d'ailleurs  émhiem- 

le  problème  de  la  transformation  du  mouvement,  en  choisissant,  parmi  tons  les 
appareils  propres  à  remplir  la  condition  proposée,  celui  qui  présente  d'aillears 
le  plus  d'uTuntages. 


MATHÉMATIQUE.  /i95 

ment  remarquable  dans  l'histoire  générale  des  progrès  de  l'ana- 
lyse mathématique  5  comme  ayant  oiTert  à  Fermât  la  première 
application  Importante  de  sa  célèbre  méthode  de  maximis  et 
minimis ,  qui  contient  le  véritable  germe  primitif  du  calcul  diflë- 
rentieL 

La  comparaison  de  la  remarque  de  Ptolémée  avec  le  travail 
de  Fermât  envisagé  sous  le  point  de  vue  dynamique^  devint 
pour  Maupertuis  la  base  de  la  découverte  du  théorème  que 
nous  considérons.  Quoiqu'égaré,  bien  plus  que  conduit ,  par  de 
vagues  considérations  métaphysiques  sur  la  prétendue  économie 
des  forces  dans  la  nature ,  il  finit  par  arriver  à  ce  résultat  im- 
portant,  que  la  trajectoire  d'un  corps  soumis  à  l'action  de 
forces  quelconques  devait  nécessairement  être  telle ,  que  l'inté- 
grale du  produit  de  la  vitesse  du  mobile  par  l'élément  de  la 
courbe  décrite  fût  toujours  un  minimum ,  relativement  à  sa  va- 
leur dans  toute  autre  courbe.  Mais  Lagrange  est  avec  justice  gé- 
néralement regardé  par  les  géomètres  actuels  comme  le  véri- 
table fondateur  de  ce  théorème  5  non-seulement  pour  l'avoir 
généralisé  autant  que  possible ,  mais  surtout  pour  en  avoir  dé- 
couvert la  véritable  démonstration  en  le  rattachant  aux  théories 
dynamiques  fondamentales  ^  et  en  le  dégageant  des  notions  con- 
fuses et  arbitraires  que  Maupertuis  avaient  employées.  Il  ne 
subsiste  maintenant  d'autre  trace  du  travaU  de  Maupertuis  que 
le  nom  qu'il  a  imposé  à  ce  théorème ,  et  dont  l'impropriété  est 
universellement  reconnue^  quoique ^  pour  plus  de  brièveté  9  on 
ait  conthiué  à  s'en  servir.  Le  théorème  ^  tel  qu'il  a  été  établi 
par  Lagrange  relativement  à  un  système  quelconque  de  corps  ^ 
consiste  en  ce  que^  quelles  que  soient  leurs  attractions  récipro- 
ques^ ou  leurs  tendances  vers  des  centres  lixes^  les  trajectoires 
décrites  par  ces  corps  sont  toujours  telles  que  la  somme  des 
produits  de  la  masse  de  chacun  d'eux  ^  et  de  l'intégrale  relative 
à  sa  vitesse  multipliée  par  l'élément  de  la  courbe  correspon- 
dante,  est  nécessairement  un  maximum  ou  un  minimum  ^  cette 
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somme  étant  étendue  à  la  totalité  du  système.  Il  importe  d'ail- 
leurs de  remarquer  que  la  démonstration  de  ce  théorème  gêné- 
rai  étant  fondée  sur  le  théorème  des  forces  vives ^  il  est  inévita- 
blement assujetti  aux  mêmes  limitations  que  celui-cL 

Outre  la  belle  propriété  du  mouvement  contenue  dans  cette 
proposition  remarquable ,  on  conçoit  que  ^  sous  le  rapport  ana- 
lytique ^  elle  peut  être  envisagée  comme  un  nouveau  moyen  de 
former  les  équations  différentielles  qui  doivent  conduire  à  ]a 
déterndnation  de  chaque  mouvement  spécial.  Il  suffit,  en  effet, 
conformément  à  la  méthode  générale  des  maxima  et  minima 
fournie  par  le  calcul  des  variations,  d'exprimer  que  la  somme 
précédemment  indiquée  est  un  maximum  ou  un  minimum  (soit 
absolu,  soit  relatif  suivant  les  cas),  en  rendant  sa  variation 
nulle.  Lagrangea  expressément  montré  comment,  d'après  cette 
seule  considération,  on  peut,  en  général,  retrouver  la  formule 
fondamentale  de  la  dyaamique.  IVJais,quelqu'utile  que  puisse 
être  en  certains  cas  une  telle  manière  de  procéder,  il  ne  faut 
point  s'exagérer  son  importance  ;  car  on  ne  doit  pas  perdre  de 
vue  qu'elle  ne  fournit  par  elle-même  aucune  intégrale  finie  des 
équations  du  mouvement  ;  elle  se  borne  seulement  à  établir  ces 
équations  d'une  autre  manière ,  qui  peut  quelquefois  être  plas 
convenable.  Sous  ce  rapport,  le  théorème  de  la  moindre  action 
est  certainement  moins  précieux  que  celui  des  forces  vives. 
Quoi  qu'il  en  soit,  il  convient  de  remarquer  ici  avec  Lagrange 
que  l'ensemble  de  ces  deux  théorèmes  peut  être  regardé,  en 
thèse  générale ,  comme  suffisant  pour  l'entière  détermination 
du  mouvement  d'un  corps. 

Le  théorème  de  la  moindre  action  a  aussi  été  présenté  par 
Lagrange  sous  une  autre  forme  générale,  spécialement  destinée 
à  rendre  plus  sensible  son  interprétation  concrète.  En  effet,  l'é- 
lément de  la  trajectoire  pouvant  évidemment  être  remplacé 
dans  l'énoncé  de  ce  théorème  par  le  produit  équivalent  de  la 
vitesse  et  de  l'élément  du  temps ,  le  théorème  consiste  alors  en 
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ce  que  chaque  corps  du  système  décrit  constamment  une  courbe 
telle  que  la  somme  des  forces  vives  consommées  en  un  temps 
donné  pour  parvenir  d'une  position  à  une  autre  est  nécessaire- 
ment un  maximum  ou  un  minimum. 

L'histoire  phUosophique  des  travaux  relatifis  au  théorème  de 
la  moindre  action  est  particulièrement  propre  à  mettre  dans 
tout  son  jour  l'insuffisance  complète  et  le  vice  radical  des  con- 
sidérations métaphysiques  employées  comme  moyens  de  décou- 
vertes scientifiques.  On  ne  peut  nier  sans  doute  que  le  principe 
théologique  et  métaphysique  des  causes  finales  n'ait  eu  ici 
quelque  utilité^  en  contribuant  dans  l'origine  à  éveiller  l'atten- 
tion des  géomètres  sur  cette  importante  propriété  dynamique , 
et  même  en  leur  fournissant  à  cet  égard  quelques  indications 
vagues.  L'esprit  de  ce  cours  ^  tel  que  nous  l'avons  déjà  expres- 
sément signalé,  et  tel  qu'il  se  développera  de  plus  en  plus  par 
la  suite ,  nous  prescrit ,  en  effet ,  de  regarder,  en  thèse  générale, 
les  hypothèses  théologiques  et  métaphysiques  comme  ayant  été 
utiles  et  même  nécessaires  aux  progrès  réels  de  l'intelligence 
humaine,  en  soutenant  son  activité  aussi  longtemps  qu'a  duré 
l'absence  de  conceptions  positives  d'une  généralité  suffisante. 
Mais^  alors  même,  les  nombreux  inconvénients  fondamentaux 
inhérents  à  une  telle  manière  de  procéder  vérifient  clairement 
qu'elle  ne  peut  être  envisagée  que  comme  provisoire.  L'exemple 
actuel  en  offre  une  preuve  sensible.  Car,  sans  l'introduction  des 
considérations  exactes  et  réelles  fondées  sur  les  lois  générales 
de  la  mécanique,  on  disputerait  encore,  ainsi  que  le  remarque 
Lagrange  avec  tant  de  raison ,  sur  ce  qu'il  faut  entendre  par  la 
moindre  action  de  la  nature ,  la  prétendue  économie  des  forces 
consistant  tantôt  dans  l'espace,  tantôt  dans  le  temps ,  et  le  plus 
souvent  n'étant  en  effet  ni  l'une  ni  l'autre.  Il  est  d'ailleurs  évi- 
dent que  cette  propriété  n'a  point  ce  caractère  absolu  qu'on 
avait  d'abord  voulu  lui  imposer,  puisqu'elle  éprouve  dans  un 
grand  nombre  de  cas  des  restrictions  déterminées.  Mais  ce  qui 
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rend  surtout  manifeste  le  vice  radical  des  considérations  primi- 
tives^ c'est  que^  d'après  l'analyse  exacte  de  la  question  traitée 
par  Lagrange»  on  voit  que  l'intégrale  ci-<lessus  définie  n'est  nul- 
lement assujettie  à  être  nécessairement  un  minimum ,  et  qu'elle 
peut,  au  contraire,  être  tout  aussi  bien  un  maximum,  comme 
il  arrive  effectivement  en  certains  cas^  le  véritable  théorème 
général  consistant  seulement  en  ce  que  la  variation  de  cette  in- 
tégrale est  nulle  :  que  devient  alors  V économie  des  forces  ^  de 
quelque  manière  qu'on  prétende  caractériser  l'acttbn?  L'insuffi- 
sance et  même  l'erreur  de  l'argumentation  de  Maupertuis  sont 
dès  lors  pleinement  évidentes.  Dans  cette  occasion,  comme  dans 
toutes  celles  où  il  a  pu  jusqu'ici  y  avoir  concours  ^  la  comparai- 
son a  expressément  constaté  la  supériorité  immense  et  néces- 
saire de  la  philosophie  positive  sur  la  philosophie  théologique 
et  métaphy^que,  non-seulement  quant  à  la  justesse  et  à  la  pré- 
cision des  résultats  effectifs,  mais  même  quant  à  l'étendue  des 
conceptions  et  à  l'élévation  réelle  du  point  de  vue  intellectuel 
Pour  compléter  cette  énumération  raisonnée  des  propriétés 
générales  du  mouvement,  je  crois  devoir  enfin  signaler  ici  une 
dernière  proposition  fort  remarquable,  qu'on  ne  place  point 
ordinairement  dans  la  même  catégorie  que  les  précédentes ,  et 
qui  mérite  cependant,  à  un  aussi  haut  degré,  de  fixer  notre  at- 
tention ,  soit  par  sa  beauté  intrinsèque ,  soit  surtout  par  rim- 
portance  et  l'étendue  de  ses  applications  aux  problèmes  dyna- 
miques les  plus  difficiles.  II  s'agit  du  célèbre  théorème  général 
découvert  par  Daniel  Bernouilli,  sur  la  co-existence  des  petim 
oscillations.  Voici  en  quoi  il  consiste. 

Nous  avons  vu,  en  commençant  cette  leçon,  qu'il  existe,  pour 
tout  système  de  forces,  une  situation  d'équilibre  stable 9  celle 
dans  laquelle  la  somme  des  forces  vives  est  un  des  maximum, 
suivant  la  loi  de  Maupertuis  généralisée  par  Lagrange.  Quand  le 
système  est  infiniment  peu  écarté  de  cette  situation  par  une 
cause  quelconque^  il  tend  à  y  revenir,  en  faisant  autour  d'elle 
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une  suite  d'oscillations  infiniment  petites^  graduellement  dimi- 
nuées et  bientôt  détruites  par  la  résistance  du  milieu  et  les  frot- 
tements ,  et  qu'on  peut  assimiler  à  celles  d'un  pendule  d'une 
longueur  convenable  soumis  à  l'influence  d'une  gravité  déter- 
minée. Mais  plusieurs  causes  différentes  peuvent  faire  simulta- 
nément osciller  le  système  de  diverses  manières  autour  de  la  po- 
sition de  stabilité.  Gela  posé ,  le  théorème  de  Daniel  Bernouilli 
consiste  en  ce  que  toutes  les  espèces  d'oscillations  infiniment 
petites  produites  par  ces  divers  dérangements  simultanés^  quelle 
que  soit  leur  nature  ^  ne  font  simplement  que  se  superposer,  en 
coexistant  sans  se  nuire  ^  chacune  d'elles  ayant  lieu  comme  si 
elle  était  seule.  On  conçoit  aisément  l'extrême  importance  de 
cette  belle  proposition  pour  faciliter  l'étude  d'un  tel  genre  de 
mouvements^  puisqu'il  suffît  d'après  cela  d'analyser  isolément 
chaque  sorte  d'oscillations  produite  par  chaque  perturbation 
séparée.  Cette  décomposition  est  surtout  de  la  plus  grande  uti- 
lité dans  les  recherches  relatives  au  mouvement  des  fluides,  où 
un  tel  ordre  de  considérations  se  présente  presque  constam- 
ment. Mais  la  propriété  découverte  par  Daniel  Bernouilli  n'est 
pas  moins  intéressante  sous  le  rapport  physique  que  sous  le  point 
de  vue  logique.  En  effet,  envisagée  comme  une  loi  de  la  nature, 
elle  explique  directement,  de  la  manière  la  plus  satisfaisante, 
une  foule  de  faits  divers,  que  l'observation  avait  depuis  long- 
temps constatés,  et  qu'on  cherchait  vainement  à  concevoir  jus- 
qu'alors. Telle  est,  par  exemple,  la  coexistence  des  ondes  pro- 
duites à  la  surface  d'un  liquide ,  lorsqu'elle  se  trouve  agitée  à  la 
fois  en  plusieurs  points  différents  par  diverses  causes  quelcon- 
ques. Telle  est,  surtout,  dans  l'acoustique,  la  simultanéité  des 
sons  distincts  produits  par  divers  ébranlements  de  l'air.  Cette 
coexistence  qui  a  lieu  sans  confusion  entre  les  différentes  ondes 
sonores,  avait  évidemment  été  souvent  observée,  puisqu'elle  est 
une  des  bases  essentielles  du  mécanisme  de  notre  audition; 
mais  elle  paraissait  inexplicable;  on  n'y  voit  plus  maintenant 
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qu'une  conséquence  immédiate  du  beau  théorème  de  Daniel 
Bernouilli. 

En  considérant  ce  théorème  sous  le  point  de  vue  le  plus  phi- 
losophique^ on  ne  le  trouve  peut-être  pas  moins  remarquable 
par  la  manière  dont  il  résulte  des  équations  générales  du  mou- 
vement que  par  son  importance  analytique  ou  physique.  En  effet 
cette  coexistence  des  divers  ordres  d'oscillations  infiniment  pe- 
tites d'un  système  quelconque ^  autour  de  sa  situation  de  stabi- 
lité^ a  lieu  parce  que  Féquation  différentielle  qui  exprime  la  loi 
de  Tun  quelconque  de  ces  mouvements  se  trouve  être  linéaire, 
et  conséquemment  de  la  classe  de  celles  dont  Fintégrale  géné- 
rale est  nécessairement  la  simple  somme  d'un  certain  nombre 
d'intégrales  particulières.  Ainsi ^  sous  le  rapport  analytique^  la 
superposition  des  divers  mouvements  oscillatoires  a  pour  cause 
l'espèce  de  superposition  qui  s'établit  alors  entre  les  différentes 
intégrales  correspondantes.  Cette  importante  corrélation  est  cer- 
tainement, comme  l'observe  avec  raison  Laplace,  un  des  plus 
beaux  exemples  de  cette  harmonie  nécessaire  entre  l'abstrait  et 
le  concret^  dont  la  philosoplyie  mathématique  nous  a  offert  tant 
de  vérifications  admirables. 

Telles  sont  les  principales  considérations  philosophiques  rela- 
tives aux  différents  théorèmes  généraux  découverts  jusqu'ici 
dans  la  mécanique  rationnelle,  et  qui  tous  dérivent,  comme  de 
simples  déductions  analytiques  plus  ou  moins  éloignées,  des  lois 
fondamentales  du  mouvement  sur  lesquelles  repose  le  système 
entier  de  la  science  phoronomique.  L'examen  sommaire  de  ces 
théorèmes,  dont  l'ensemble  constitue  un  des  monuments  lesplas 
imposants  de  l'activité  de  l'intelligence  humaine  convenable- 
ment dirigée,  était  indispensable  pour  achever  de  déterminer  le 
caractère  philosophique  de  la  science  de  l'équilibre  et  du  mou- 
vement, déjà  suffisamment  tracé  dans  les  leçons  précédentes,  à 
l'égard  de  la  méthode.  Nous  pouvons  donc  maintenant  nous 
former  nettement  une  idée  générale  de  la  nature  propre  de 
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cette  seconde  branche  de  la  mathématique  concrète  5  ce  qui  de- 
vait être  le  seul  objet  essentiel  de  notre  travail  à  ce  sujet 

Je  me  suis  efforcé  ^  dans  ce  volnme^de  faire  sentir^  autant 
qu'il  a  été  en  mon  pouvoir^  en  quoi  consiste  réellement  la  phi- 
losophie mathématique^  soit  quant  à  ses  conceptions  abstraites^ 
soit  quant  à  ses  divers  ordres  de  considérations  concrètes^  soit 
enfin  quant  à  la  corrélation  intime  et  permanente  qui  existe  né- 
cessairement entre  les  unes  et  les  autres.  Je  regrette  vivement 
que  les  limites  dans  lesquelles  j'ai  dû  me  renfermer^  vu  la  des- 
tination de  cet  ouvrage^  ne  m'aient  point  permis  de  faire  passer, 
autant  que  je  l'aurais  désiré ,  dans  l'esprit  du  lecteur  mon  senti- 
ment profond  de  la  nature  de  cette  immense  et  admirable 
science,  qui,  base  nécessaire  de  la  philosophie  positive  tout  en- 
tière y  constitue  d'ailleurs  évidemment,  en  elle-même,  le  témoi- 
gnage le  plus  irrécusable  de  la  portée  du  génie  humain.  Mais 
j'espère  que  les  penseurs  qui  n'ont  pas  le  malheur  d'être  entiè- 
rement étrangers  à  cette  science  fondamentale  pourront,  d'après 
les  réflexions  que  j'ai  Indiquées,  parvenir  à  en  concevoir  nette- 
ment le  véritable  caractère  philosophique. 

Pour  présenter  un  aperçu  vraiment  complet  de  la  philosophie 
mathématique  dans  son  état  actuel,  j'ai  indiqué  d'avance  (voyez 
la  3'  Leçon)  qu'il  me  reste  encore  à  considérer  une  troisième 
branche  de  la  mathématique  concrète ,  celle  qui  consiste  dans 
l'application  de  l'analyse  à  l'études  des  phénomènes  thermolo- 
giques, dernière  grande  conquête  de  l'esprit  humain,  due  à  l'il- 
lustre ami  dont  je  déplore  la  perte  récente,  l'immortel  Fourier, 
qui  vient  de  laisser  dans  le  monde  savant  une  si  profonde  la- 
cune ,  longtemps  destinée  à  être  de  jour  en  jour  plus  fortement 
sentie.  Mais,  afin  de  ne  m'écarter  que  le  moins  possible  des  ha- 
bitudes encore  universellement  adoptées,  j'ai  annoncé  que  je 
croyais  devoir  ajourner  cet  important  examen  jusqu'à  ce  que 
Tordre  naturel  des  considérations  exposées  dans  cet  ouvrage 
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nous  ait  conduits  à  la  partie  de  la  physique  qui  traite  de  la  ther- 
mologie.  Quoiqu'une  telle  transposition  ne  soit  point  véritable- 
ment rationnelle^  il  n'en  saurait  résulter  cependant  qu'un  incon- 
vénient secondaire^  l'appréciation  philosophique  que  je  présen- 
terai ayant  d'ailleurs  exactement  le  même  caractère  que  si  elle 
eût  été  placée  à  son  véritable  rang  logique. 

Considérant  donc  mahitenant  la  philosophie  mathématique 
comme  complètement  caractérisée^  nous  devons  procéder  à 
l'examen  de  son  application  plus  ou  moins  parfaite  à  l'étude  des 
divers  ordres  de  phénomènes  naturels  suivant  leur  degré  de 
simplicité  5  application  qui^  par  elle-même  ^  est  d'ailleurs  évi- 
demment propre  à  jeter  un  nouveau  jour  sur  les  vrais  principes 
de  cette  philosophie  >  et  sans  laquelle ,  en  effet  ^  ils  ne  sauraient 
être  convenablement  appréciés.  Tel  sera  Tobjet  du  volume  sui- 
vant^ en  nous  conformant  à  l'ordre  encyclopédique  rigoureuse- 
ment déterminé  dans  la  seconde  leçon^  d'après  la  nature  spé- 
ciale de  chacune  des  classes  principales  de  phénomènes  qae 
nous  avons  établies^  et,  par  conséquent^  en  commençant  par  les 
phénomènes  astronomiques  à  l'étude  approfondie  desquels  la 
science  mathématique  est  émmemraent  destinée. 
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